Kettenregel

1 Motivation

Eine sehr praktische Ableitungsregel ist die sogenannte Kettenregel. Sie ermdoglicht kompliziertere
Funktionen, etwa verschachtelte Funktionen wie fi(z) = sin (cos(z?)) oder fa(z) = (ln(x))l ab-
zuleiten. Aber selbst beim Ableiten ,einfacher® Funktionen wie f3(x) = €2* kommt man um die
Kettenregel nur schwer herum.

2 Die Kettenregel

Fiir die Ableitung verschachtelter Funktionen der Form f(g(z)) gilt:
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Ein bekannter Satz zur Kettenregel lautet: ,Ableitung = &ulere Ableitung - innere Ableitung*.

2.1 Beispiel: f(z) = (2 - :1:2)3

Anhand des Beispiels f(z) = (2 - x2)3 wollen wir die Kettenregel verdeutlichen:
Mochte man zu einem Argument z den zugehorigen Funktionswert bestimmen, quadriert man
zunichst das Argument, addiert das Ergebnis mit 2 und rechnet zum Schluss alles hoch 3. Die zuletzt
durchgefiihrte Operation ,hoch 3 also ( )® wihlen wir zur Berechnung der dufiere Ableitung. Die
restlichen Operationen 2 — 22 nutzen wir zur Berechnung der inneren Ableitung.

1. g-Identifikation: Wir definieren 2 — 22 als g(x): g(z) = 2 — 22
2. f(g)-Umschreibung: Mit g(z) = 2 — 2% schreiben wir f(z) als f(g): f(g) = ¢°.

3. AuBere Ableitung: Die dulere Ableitung Z—J; wird nun ausgerechnet:
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4. z-Umstellung: Fir das Ergebnis der Ableitung ist es notwendig, das Ergebnis der duflere
Ableitung in Abhéngigkeit von z zu schreiben: 3¢g% = 3 - (2 — w2)2



5. Innere Ableitung: Nun ist noch die innere Ableitung Z—g zu bestimmen:
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6. Produktbildung: Durch Bildung des Produktes der dufleren Ableitung mit der inneren Ab-
leitung erhalten wir die Ableitung f'(x):

flx)=3-(2— x2)2~(—2x) = —6x- (2—3@2)2 = —6x-(4—42% +2*) = =242 4 242% — 62°

Uberpriifen wir unser Ergebnis, indem wir die Funktion mit den bekannten Summen-, Faktor- und
Potenzregel ableiten:

/
P =(2-2%)%) = (8-120% + 62" — ) = ~240 + 242° — 62
Die durch einfache Methoden gefundene Ableitung entspricht der durch die Kettenregel erhaltene
Ableitung. v/

Bemerkung: Um verschachtelte Funktionen wie f(z) = sin ( cos(z)) oder g(z) = u(z)*®) abzuleiten,
tut man gut daran, sich folgende Ableitungen zu merken:

() = e (In(2))’ = 1
(sin(x))/ = cos(x) (cos(x))/ = —sin(x)
(sinh(az))/ = cosh(z) (cosh(m))/ = sinh(x)

3 Methode: Ableiten mit Hilfe der Kettenregel

Aufgabenstellung: Leite die Funktion f(z) = f(g()) nach x ab.

1. g-Identifikation
. f(g)-Umschreibung
. AuBere Ableitung

2
3
4. z-Umstellung
5. Innere Ableitung
6

. Produktbildung

af _ df d
(F'@) =& =5 )

Beispiel: Bilde die Ableitung der Funktion f(x) = sin(z?).
1. g-Identifikation:

f(@) = sin(z?)
g(w) =2’



2. f(g9)-Umschreibung:
f(g) = sin(g)

3. AuBlere Ableitung:

daf

7 (sin(g))" = cos(g)

4. z-Umstellung:

cos(g) = cos(z?)

5. Innere Ableitung:

dg _

22\ o,
e —(r) =2z

6. Produktbildung:

_Y_ 4 dg

fix) = dr  dg dx

= cos(x?) - 22 = 2z - cos(z?)

Hat man etwas Ubung mit der Kettenregel und die Substitution mit g iiberblickt, kann man wie
folgt ,,schneller zur Losung kommen:

fz) = ( |Kettenregel mit g(z) = 22
f'(x) = cos(a?) - («2)’
f/(x) = 2z - cos(z?)

4 Ubungsaufgaben

4.1 Verschachtelte Funktionen

Leite die folgenden Funktionen nach x ab:

L fi(x) = 5

2. fa(x) = sin(x)

3. f3(x) =e*®

4. fy(x) = sin (cos(z?))



(a) g-Identifikation:

hilz) = l—ll—m

g(z) =1+=x

(b) f(g9)-Umschreibung;:

(c) AuBlere Ableitung:
ah _ () =-3
dg  \g g?
(d) z-Umstellung:
1 1

¢ (te)?

(e) Innere Ableitung:

dg ’r_
e (I+2)=1
(f) Produktbildung;:
vy Gh dfy dg 1 1
fil@) = de ~ dg dr (1+x) = (1+x)?
2. fa(w) = sin®(x)
fa(z) = sin?(z) = (sm(?{*))2
o) = ((sm(m))Q) |Kettenregel mit g(x) = sin(x)
folz)=2- (sin(:L))1 - (sin(z))’
f5(z) = 2 - sin(z) - cos(z)
3 fg(I) = ezz
fa(z) =
fi(@) = (e**) |Kettenregel mit g(z) = 22
fil@) = () - (22)'
fh(x) =e*.2=2.e*




4. fa(z) = sin (cos(z?))

fa(z) = sin (cos(z?))

fi(@) = (sin (608(172))>/ IKettenregel mit g(x) — cos(a?)

filz) = (cos ( cos(x2)))  (cos(z?))’ |(cos(z?))’ = (cos(x?))’ Kettenregel mit §(x) = 22
fa(x) = cos (cos(a?)) - ( —sin(z?)) - (2?)'

fi(@) = =2z - cos (cos(x?)) - sin(z?)

4.2 Die Funktion: g(z) = u(z)"®
Untersuche die Funktion g(z) = u(z)*®):

1. Leite den allgemeinen Fall g(z) = u(z)*®) nach  ab.

2. Setze u(x) = z und v(z) = m in die in (a) erhaltene Lésung ein und vergleiche das Ergebnis
mit der Ableitung von gq(x) = ™.

3. Setze u(z) = z und v(x) = 22 in die in (a) erhaltene Losung ein und vergleiche das Ergebnis
mit der Ableitung von ¢;(z) = 2%

4. Setze u(x) = In(z) und v(x) = x in die in (a) erhaltene Losung ein und vergleiche das Ergebnis
mit der Ableitung von ¢;(z) = (ln(a:))ac

Losung:
1. allgemein:

f({L‘) _ u(x)v(z) _ (u(‘r))v(w) — (eln(u(z)))v(ﬂﬂ)
)

F(a) = @)
f(z) = (@)@’ [Kettenregel mit g(z) = In (u(z)) - v(z)

7/(x) = (@) - (n (u(w)) ~v(:17))/ IProduktregel

(@) = (m@) @)y <(1n (u(x)))/ o) + In (u(z)) -v’(x)) fir (1o (u(x)))l Kettenregel mit §(z) = u(x)
f(z) = (@) vy . (ﬁ /() - v(x) + In (ulx)) -v’(x)) |vereinfachen

' (z) - v(z) + In (u()) - v'(x))




; -z’ 2? +In(z) - (m2),)
- (é-l-xQ—&—ln(x)-Qa:)

:. (z 4 2z - In(z))

leinsetzen in Losung von Aufgabe (a)

|direkt ableiten

leinsetzen in Losung von Aufgabe (a)

|direkt ableiten

|[Kettenregel mit g(x) = In(x) - 22

|Produktregel

|vereinfachen



£@) = (@) (575 - (me) 2 +1n (1n(e) - )
f'@)= (@) (5 -+ () 1)
f(z) = In(x)* - (lnzm) +In (ln(x)))
f(z) = (In(z))
f(.%‘) — eln(ln(m))w
f’(I) _ (eln(ln(:r))- )/
7@ = (@) (1 (@) - )’
f’(l’) _ (eln(ln(m))- )
10N _ (aln(in(z)- 1
fi(x) = (e ) NORE, -z +1n (In(z)) - 1)
f(z) = (In(z))" - (ln(lx) +1In (1n(x)))/

leinsetzen in Losung von Aufgabe (a)

|direkt ableiten

|Kettenregel mit g(z) = In (In(z)) - =

|Produktregel

|vereinfachen



