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Kapitel 1

Naherungsmethoden

e Quantenmechanisches Eigenwertproblem

Bly=Hl), H= T, + J_ (L)
kin. Energie  pot. Energie

in den meisten Fallen nicht exakt losbar. Also: Numerik oder ...

e Niherungsmethoden: Stérungstheorie, Variationsverfahren, qua-
siklassische Néherung, ...

1.1 Quasiklassische Nidherung

Quasiklassische (semi-klassische) Ndherung: WENTZEL-KRAMERS-
BRILLOUIN Methode (WKB)

e Nicht-relativistisch, bei konstantem Potential
Egyw=F-V = p—2, (1.2)
2m
also

p=+\2m(E V). (1.3)

1
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Energie

e Losung der stationdren SCHRODINGER-Gleichung in Ortsdarstel-

lung, (z|¢) = ¥(x)

(B = Vyila) = o i(a) (14)
lautet '
() = p(0) /M, (1.5)

also nach rechts bzw. links laufende Welle.

e Zusammenhang mit Wellenzahl (-vektor) und Wellenlénge:
2t h
p Y p )\ )\7
also

h
A= — 1.7
5 (1.7)
(DE BROGLIE-Wellenléinge).

e Man sieht: fiir p £ 0 wiirde fiir Ao — 0 die Wellenlénge des Teil-
chens A — 0 gehen, also punktférmig sein. Daher die Idee der
quasiklassischen Néherung: entwickle in A (s.u.).

e Idee: Wenn V sich langsam verédndert, wird sich auch A\ langsam
verdndern, und 1 (z) verhalt sich lokal wie ebene Welle,

hoo h
p()  \/2m[E = V()]

() = () e H LI (1.9)

Aa) = (1.8)
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e “Langsam verdnderliche Wellenldnge” bedeutet

dA
| < L. (1.10)
e Formalere Herleitung:
0> 2m
{@+§[E—V(x)]}w(x) =0, (1.11)
0 1,
{0+ @) | wlo) =0 (1.12)

Man beachte: p(x) ist hier kein Operator, sondern einfach eine
c-Zahl-Funktion' von z.

Ansatz:
() = elo(@)/h (1.13)
Hier ist
() :@ﬂ@ (1.14)
komplex, sodass
o) = A= (L

Einsetzen von (1.13) in (1.12) (Argument  unterdriickt):
= ih¢" — (¢)*+p* =0. (1.16)
e Entwicklung in A (s.o.)
¢ = do+ hor + WPy + - -- (1.17)
Einsetzen in (1.16)

ihgy — (¢))* — 2he)d) + p* + O(R?) = 0. (1.18)

'Diese Bezeichnung geht auf DIRAC zuriick. “c numbers” steht fiir “classical numbers”, im
Unterschied zu “quantum numbers” (“q numbers”, Operatoren).
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e Also in Ordnung A

X

(@) +P=0 = Gh=4p = gbo(x):i/ () d!

(1.19)
sodass in der Tat
(@) = Y(ag) TP (1.20)
wie oben angenommen.
e Nichste Ordnung 7
/!
igy = 2095 = ¢—° — —2i¢, (1.21)
0
1 C
i i
C
oder )
¢ = iln(¢p) V% + C, (1.23)

sodass, eingesetzt in (1.13),

o :I:if; p(z')da’ —1np'/2 _ A +1 f: p(z’) dz’
U(z) = ;4/1% e Ml e = () e (1.24)
oder "
0(a) = vl K] st 1

(WKB-Wellenfunktion).

e Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(z)|?, wie klassisch erwartet, ~
1/p(x).

e Wir haben bei der Herleitung der WKB-Wellenfunktion implizit
angenommen, dass

d 1
(B > hlgy] = hmar| <! (1.26)
0
d h 1 |dA
——| = — || <1 1.2
dz p(z) 27 |dx <5 (1.27)

wie oben in (1.10) vorausgesetzt.
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1.1.1 Tunnelraten

Vv

“Im Tunnel” ist p(x) = /2m[E — V (z)] imaginir,

p(z) =i \\/Zm[V\(ra:) — E] . (1.28)

reell zwischen xy und .

e Die WKB-Wellenfunktion (1.25) lautet daher in niedrigster Ord-

nung am Ort x,

i [Te .

V(o) = P(x0) " Jag i/2mlV (@) —E] da’ _ Y(xp) e /2 (1.29)

V= %/x V2m[V (2') — E]da’, (1.30)

d.h. wegen
(o) ~ &7 (1.31)

exponentiell abfallende Wahrscheinlichkeitsdichte “im Tunnel”.

e ~ wichst mit zu tunnelnder Distanz und Hohe der zu durchtun-

nelnder Barriere V — FE.

Klassische Abschétzung der Lebensdauer: Geschwindigkeit im
oben abgebildeten Potential fiir x < x:

v = \/Qm(j Vo) (1.32)
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Teilchen trifft von links auf die Barriere mit der Frequenz
v
= —. 1.33
f= o (133
Bei jedem Auftreffen hat es groflenordnungsméfig die Wahr-
scheinlichkeit e~ herauszutunneln.

e Die Wahrscheinlichkeit, pro Zeiteinheit zu entkommen (Rate) lau-

tet also
2m(E + V, vVE+V
po V2BV o VEFT (1.34)
2may V2m xg
und die mittlere Lebensdauer ist
1
= —. 1.35
r=— (1.35)

e Beispiele fiir Tunnelprozesse: a-Zerfall (— Ubung), Feldemission,
Rastertunnelmikroskopie, Tunnelionisation, Halbleiterelektronik,
... Klassische, elektromagnetische Felder tunneln auch in “optisch
iberdichte” Raumbereiche hinein (“Skineffekt”). Tunneln ist al-
so ein Wellenphdnomen. Da in der Quantentheorie Teilchen mit
Wellen- oder Feldgleichungen beschrieben werden, ist das Auftre-
ten von Tunneln also (im Nachhinein) nicht iiberraschend.

1.1.2 Gebundene Zustiande

V
\
E

N

x
B

e Klassische Umkehrpunkte bei 1 und x,.
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e Im Kklassisch erlaubten Bereich? II oszilliert die Wellenfunktion
und wir konnen sie reell wahlen,

Y(zr) = ;l(x) cos [% /m p(z') dx’ + B] . (1.36)

e p(x) verschwindet an den Umkehrpunkten, sodass mit (1.7) A —
oo. Dann ist aber die Grundannahme, dass V' (z) sich “langsam”
verdndern soll (“seichtes Potential”), nicht erfiillt.

e Idee: 16se SCHRODINGER-GI. in den schraffierten Bereichen um z; und x5, in
dem dort das Potential bis zum linearen Term entwickelt wird,

Vi) = V(z) + V'(z)(x —x;) = E+V'(x;)(x — x;), i=1,2. (1.37)

e Bei x; lautet die SCHRODINGER-GI. also

R* 02
Ey = —%w%—E—W'(asm@—xl) P (1.38)
<0
02 2m| V' (z1)]
= o2’ T —T(x —x1)1). (1.39)
. 2m|V' ()]
m|V'(x
y=z -, CQZTl (1.40)
STy 0 (1.41)
8y2 - yy. .
e Die Losungen der DGL (1.41) sind die A1ry-Funktionen, d.h. Linearkombina-
tionen von 5
c
be(y) =y Jsays <§y3/2) : (1.42)

wobei J,(z) die BESSEL-Funktionen n-ter Ordnung darstellt.

e Fiir grofle Argumente miissen sich die Losungen der Art (1.42) an die Losungen
der Form (1.36) ankniipfen lassen. Betrachte daher

9 » y 3/2 3\ 2/3
= == 1 by=| — 1.4

also

2D.h. dort wo V < E.
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e Aufgrund der Eigenschaften der BESSEL-Funktionen gilt fiir grole Argumente

2¢ 2c T m
/2 g 20312 ) ~ g L/4 ey 70 SR I 1.45
Y :|:1/3(3y > Y cos(3y :F6 4) ( )

e Man beachte, dass

2 1Y
Sy = ﬁ/ dy' v/2m|V'(z1)y’ =t w(y), (1.46)
0

3
also das Integral, das auch in (1.36) (allerdings nicht entwickelt) auftaucht.

e Man sieht: im klassisch verbotenen Bereich y < 0 wird y*/? imaginir. Man
weicht daher in die komplexe Ebene aus und schreibt mit z = re'¢

2 . .
() = 252 6672 s ) 92 (1.47)

Durch Ausweichen in die komplexe Ebene versucht man das Problem der Di-
vergenzen an klassischen Umkehrpunkten zu “umschiffen”.

o Wie sieht die Linearkombination aus?

b(y) = 1/4 g/ [d oS <b(7°) oi30/2 _ % _ %)

+bcos (b(r) ei39/2 4 % — %)} : (1.48)

Man wird nun versuchen, die Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich
exponentiell abklingen zu lassen, d.h. die divergierenden Anteile in der Line-
arkombination miissen mit der richtigen Wahl von a und b zum Verschwinden
gebracht werden.

e Problem: diese Funktion ist nicht eindeutig (“not single-valued”) in der kom-
plexen Zahlenebene, denn fiir ¢ = 0 haben wir

Y(y) = r/* [Zz cos (b(r) - % - %)
+bcos (b(r) + g - %)} , (1.49)

hingegen fiir ¢ = 27

Y(y) = r'/4 [& cos (b(r) + 14 z)

6 4
+bcos (b(r) - g + %)} : (1.50)

Daher sind detailliertere Untersuchungen notig, die im Rahmen dieser Vorle-

sung zu weit fithren wiirden.?

3Mehr dazu z.B. in Gottfried und Yan, Quantum Mechanics: Fundamentals, (Springer, Berlin
Heidelberg, 2004).
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e Es stellt sich heraus, dass die Konstante B in (1.36) durch An-
schluss bei z7 (also klassisch erlaubter Bereich rechts) —m/4 zu
setzen ist. Wenn wir wissen, dass im klassisch verbotenen Bereich

A T ! !
wI(,CC) = ei% zl Ip(z')| dz (151)

[p(2)]

gilt, dann ist der Anschluss im klassisch erlaubten Bereich

Yr(x) = i;i) cos [% /:p(a:') da’ — ﬂ : (1.52)

e Diese Anschlussbedingung gilt offensichtlich nicht direkt bei x =
x1, denn wir haben ja die asymptotische Entwicklung der BESSEL-
Funktion verwendet. Wir kennen also die Wellenfunktion “weit
weg” von x; im rechten, klassisch erlaubten und im linken, klas-
sisch verbotenen Bereich. Haufig ist die Kenntnis der exakten
Wellenfunktion bei x = x1 gar nicht nétig. Falls doch, muss man
an die “volle” BESSEL-Funktion anschlielen.

e Hiitten wir das Ganze bei x5 gemacht (also klassisch erlaubter
Bereich links):

wHI(x) — Le_%fﬁz Ip(z')| da’ (153)
[p(z)]
und
Yn(r) = Qpiv) cos % /:EQ p(a’) dz’ + %} (1.54)
2B (1 [* . ox
= ) oS ﬁ/x p(z')da’ — Z] . (1.55)

e Damit (1.52) und (1.54) gleich sind, muss

4 =B (1.56)
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gelten, und die Phasendifferenz darf nur ein Vielfaches von 7 sein,
also

1 [ 1 [
ﬁ/ pdx'—%—<£/ pdx'#—%):nﬂ, n=0,1,2,....

% o p() dx—w/g;% §p(x) de—m/2

1

= 7 j{p(x) dz =n+ % (1.57)

Fiir gerade n ist A = B, fiir ungerade A = —B.

e Gleichung (1.57) stellt eine Quantisierungsbedingung dar; nur be-
stimmte Bahnen sind moéglich — Quantisierung der Energie.

e Beispiel: Was kommt fiir den harmonischen Oszillator heraus?

v
E
1
V(z) = §mw2x2, V(zy) =V(xg) =FE (1.58)
o \ /2
To = <—2> s 1 = —X9. (159)
mw

Also

1 2 1
5 j{pdx = / \/2m <E — émcﬂx?) dx (1.60)

= 2/ \/ZmE — m2w?z? de.
0
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Substitution
u = mwx, du = mw dz, a® = 2mE (1.61)
liefert
1 “ d
—j{pdx = 2/ Va2 —u2 L (1.62)
2 0 mw
1 a 2 E
= — (u a? — u? +a2arcsing) S
mw a’o Mmw?2 w
1
= (n + E) 7Th,
also )
E, = <n + 5) hw. (1.63)
Wie wir wissen, ist dies sogar das exakte quantenmechanische
Resultat.

e Der harmonische Oszillator ist ein Sonderfall. Ublicherweise wer-
den die semi-klassischen Energieeigenwerte und Wellenfunktionen
mit wachsendem n “besser” (d.h. sie stimmen mit wachsendem n
immer besser mit dem exakten Ergebnis iiberein). Dies ist kom-
plementir zur normalen, zeitunabhédngigen Storungstheorie, die
iiblicherweise mit wachsendem n weniger genau wird, da das Po-
tential bei hohen Anregungen nicht mehr gut genédhert wird (z.B.
Molekiilpotential durch harmonischen Oszillator).

e Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die WKB-
Wellenfunktion die richtige Anzahl Knoten hat (“Knotenregel”).

e Verschwindet die Wellenfunktion an den Umkehrpunkten (wie
beim unendlich hohen Kastenpotential), dann gilt die SOMMER-
FELDsche Quantisierungsbedingung [anstatt von (1.57)]

1

= 3 j{p(l’) de =n+1. (1.64)

1 statt 1/2, denn “vollstandige” halbe Wellenldngen miissen in
das Potential passen, wohingegen bei endlich hohen Wénden die
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Wellenfunktion noch etwas in den klassisch verbotenen Bereich
hineintunnelt.

Die obige Herleitung funktioniert in diesem Fall nicht, da man V/
nicht um z; » entwickeln kann.

e Fiir den Fall einer radialen Wellenfunktion in einem dreidimen-
sionalen Problem, wo

v = v, uo)=0 (1.65)

gilt [Q steht hier als Abkiirzung fiir den Raumwinkel (6, )], hat
die semi-klassische, radiale Wellenfunktion die Form

1 1 [

u(r) ~ sin [—/ p(r') dfr’] : (1.66)
Vo) Lhido

u(0) = 0 entspricht einem unendlich hohem Potential bei r; = 0.

Der Umkehrpunkt bei 79 sei bei endlichem Potential. Dann hat

man ein “Zwischending” aus (1.57) und (1.64),

= 1 %p(r) dr =n+ § (1.67)

h 4
Achtung! Gilt nur fiir “regulére” Potentiale, fiir die lim V(1) = 0,

r—0

also nicht fiir CouLoMB-Potentiale.

e Anmerkung: Es gibt einen Zusammenhang zwischen semi-
klassischen Ndherungen und FEYNMANschen Pfadintegralen. Sa-
lopp gesprochen: exakte FEYNMANsche Pfadintegrale beriicksich-
tigen alle Wege eines Teilchens (z.B. auch solche, die nicht ener-
gieerhaltend sind), semi-klassische Ndherungen nur solche nahe
bei der klassischen Dynamik.*

e Erweiterungen von WKB auf zeitabhéngige Phédnomene sind
moglich. WKB analytisch im Hoherdimensionalen zu betreiben

4Die wahrscheinlichsten Wege ermittelt man formal durch die Methode der stationiren Phase,
die uns schon in der Statistischen Physik begegnet ist.
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ist schwierig, es sei denn, die SCHRODINGER-GI. separiert ge-
eignet (z.B. in eine 1D radiale Gleichung und einen analytisch
l6sbaren Winkelanteil, wie etwa bei sphéarisch symmetrischen Bin-
dunspotentialen).

1.2 Variationsmethode

e Betrachte Hamiltonian H und beliebigen Zustand 1) und bilde
Erwartungswert

(| H [¢) . (1.68)
e Verwende vollstéindige Eigenbasis {|n)} von H,
(WIH ) = D {ln) Gl H [6) = 3 (In)Eu(nlv).  (1.69)

e Da
Ey<E, <Ey<-.--, (1.70)

mit £y dem Grudzustand, gilt
(I H ) > Ey Y _(|n){njy) = Eo(y]) (1.71)

und somit ) A )
Y H |
E L= F 1.72
0 < W) (] ( )
oder auch
Ey = min E[)] (1.73)

(RAYLEIGH-RITZ Variationsprinzip).
e E[1)] ist ein Funktional (Input: Zustand, Output: reelle Zahl).

e In der Praxis kann man nicht alle Zustdnde durchprobieren.
Idee: parametrisiere einige gut konstruierte Ansatzfunktionen mit
a, 3,7, .... Dann minimiere

(W(a, B,7y,.. ) H (o, B,7,...)
W(a, By, .. )|la, B,7,...))

E(a,B,7,...) = (1.74)
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Das liefert ag, 8o, 70, - - -, und E(ag, Bo, Y0, - - -) ist eine Ndherung
fiir E().

e Beispiel: Suche Grundzustand fiir
V(x) = Ax?, (1.75)
wobei A\ ein konstanter Vorfaktor sei.

e Wir nutzen alles aus, was wir wissen: Grundzustand hat gerade
Paritat und Maximum bei x = 0, keine Knoten.

e Versuche simple, einparametrige Testfunktion
() = e ) (1.76)
a bestimmt Breite dieser GAUSS-Funktion.
e Wir haben auszurechnen:

[ emaa?/f2 (_ B4 )\x4) 0—07%/2

—00 2m da?

Ela) = = > 1.77
(@) e (177
e Das Ergebnis dieser elementaren Rechnung lautet
h’a 3\
Ela) = — — 1.78
() o + ™ (1.78)

~~ ~~—

kommt aus kin. Energie = kommt aus pot. Energie

e Man sieht: fiir kleine v (breite GAUSs-Funktion) wird Beitrag
der kin. Energie klein, Beitrag aus pot. Energie grof3. Fiir grofle
a (schmale GAuss-Funktion) wird Beitrag der kin. Energie grof,
Beitrag aus pot. Energie klein. Optimum irgendwo dazwischen.

e Energieminimierung:

6’_E
oo ao_

und nach Einsetzen in (1.78)

6mA\
=0 = a0:<%> (1.79)

<6h4k> " (1.80)
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e Da iiberall V' > 0 konne wir die wahre Grundzustandsenergie
einschrianken auf

e Anmerkung: Wollten wir den ersten angeregten Zustand wissen,
kénnten wir eine ungerade Testfunktion ansetzen.

e Woher wissen wir, wieweit wir noch vom wahren Wert ent-
fernt sind? In der Praxis bleibt nur, den Parameterraum zu
verdndern/zu vergrofiern und zu priifen, ob sich der Energiewert
noch signifikant absenkt.

e Wenn wir wissen, welcher wahre Energieeigenwert am dichtesten
bei E[y] liegt, dann kann man den Fehler abschitzen (— Ubung).

e Energiewerte iiblicherweise “besser” als die zugehdrigen Wellen-
funktionen. Betrachte dazu

) = @ + |\{5\¢/> (1.82)
exakter Grundzustand Fehler
6y = oY)+ [0v1)  =alB) +|0vi).  (1.83)

parallel zu |Ey)  senkrecht zu |Ej)

e Einsetzen in E[y] liefert

[(Eol(1+ ") + (0¢ . [|H[(1 + ) |Ep) + [0¢1)]
[(Eol(L +a%) + {00 [J[(1 + @) [Eo) + [091)]
11+ a?Ey + (09, |H [6¢.)
11+ a2+ (0, |0y)

denn Terme der Art (Eo|H |01.) = Eo(Eo|dtp,) = 0 verschwin-
den. Somit folgt

E[Y]

(1.84)

Elp] = Ey+ O[(6¢1)7), (1.85)

d.h. Fehler in der Energie nur quadratisch in d¢, in der Wellen-
funktion jedoch linear.
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e Rechnung gilt auch fiir andere Eigenzusténde,

Un) = [Ba) +[0¢0) = El] = Ey+O[(0¢n1)?],  (1.86)

d.h. alle Eigenzustande sind “stationdre Punkte” von E[¢]: in er-
ster Ordnung éndert sich E[¢)] nicht, wenn man in erster Ordnung
Y andert,

JF
—| =0, 1.87
50, (1.87)

e Die Variationsmethode wird im Laufe der Vorlesung noch ofters
auftreten, z.B. in Zusammenhang mit HARTREE-FOCK- und
Dichtefunktionaltheorie. Man erinnere sich auch an die Herlei-
tung der EULER-LAGRANGE-Bewegungsgleichungen in der Me-
chanik. Dort wurde die Variation der Wirkung nullgesetzt (HA-
MILTONsches Prinzip der kleinsten Wirkung). Dieses Prinzip wird
uns in der Feldtheorie wieder begegnen. In der Statistischen Phy-
sik haben wir den statistischen Operator mittels Variation der
Entropie hergeleitet.

1.3 Zeitabhingige Storungstheorie

e Bisher haben wir nur stationdre Hamiltonians und die zeitun-
abhéngige SCHRODINGER-Gleichung betrachtet.

e Nun betrachten wir explizit zeitabhéngige Storungen W(t), die
fiir Zeiten t > 0 wirken diirfen, also Hamiltonians der Form

A

H(t) = Hy+W(t), W(t<0)=0. (1.88)

e Die Losungen der ungestorten, zeitunabhidngigen SCHRODINGER-
Gleichung, also die Eigenzusténde |¢,,) und die Eigenenergien &,
seien bekannt,
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e Der volle, zeitabhéngige Zustand erfiillt die =zeitabhéingige
SCHRODINGER-Gleichung

ihy [ (1)) = H(t) [(t)) - (1.90)

e Die ungestorten Zusténde (inkl. Kontinuumszustiande, falls vor-
handen) bilden eine vollstéindige Basis, in welcher der volle Zu-
stand |¢(t)) entwickelt werden kann,

(t)) = ijcn@) 6a) et/ (1.91)

e Der Faktor e /" alleine beschreibt die Zeitentwicklung ohne
Storung und ist bereits “absepariert”.

e Zur Zeit t = 0 sei das System in einem ungestorten Zustand,
(0)) = |&) = cn(0) = 0y (1.92)

e Die Wahrscheinlichkeit, das System zu einer spéteren Zeit £ > 0
im Eigenzustand |¢¢) von Hy anzutreffen, ist

wi(t) = |ee ()% (1.93)

e Finsetzen der Entwicklung (1.91) in die zeitabhingige
SCHRODINGER-Gleichung und Multiplikation von links mit
(¢m| liefert einen gewthnlichen Satz von Differentialgleichungen
erster Ordnung fiir die Koeffizienten {c,},

h%ﬂ - Iwmn(t)cn(t) HEn=EI W (t) = (| W (1) [n)
7 (1.94)

e Dies kann man formal in einen Satz Integralgleichungen
iiberfiihren,

cm(t) = cm(0) m/ dt’ iwmn En=E)t/he (). (1.95)
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e Integralgleichungen kann man versuchen, iterativ zu 16sen, sofern
alle W,,,, “klein auf der relevanten Energieskala”® sind.

e In nullter Ordnung hat man ¢,,(t) = ¢,,(0), d.h. die Stérung be-
wirkt in nullter Ordnung nichts. Diese Naherung ist offenbar zu
grob.

e In erster Ordnung folgt mit
hwpmn = En — En (1.96)

en(t) = enl(0) + — / dt’ ijmn emit'c (0).  (1.97)

e In zweiter Ordnung gilt

t
enlt) = n(0) + + / at ijmnuf)
ih J, —
(1.98)
1 t/ H 1
X Cn(0)+_/ dt” nu(t”) elwnut Cu(()) )
ih J, ?;

e Falls der interessierende Endzustand anfangs nicht besetzt war,
ct(0) = 0 und ¢ = 1, liefert die erste Ordnung (1.97)

ci(t) = 11h / At Wa(t)) et (1.99)

e Wir nehmen nun an, die Storung kann in der Form

W(t) =V sinwt oder W(t) =V coswt (1.100)
geschrieben werden, wobei V =0 fiir t < 0 sei.

e Im sin-Fall folgt

. V iw —lw ’
Wi(t) = Vasinwt = o= (e — e 7). Vi = (&|V |1)
(1.101)

5Was dies bedeutet, wird weiter unten klar.
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sodass

() =

1 — i(wg+w)t 1 — i(wg—w)t
Ve ( ¢ ¢ ) (1.102)

2ih wq +w N wg — W

und

sin o ‘VﬁP 1— ei(wﬁ-f—W)t 1 — ei(wﬁ—w)t
wi—>f(t) 4R2 . witw ,_\ Wi —w . (1103)

AL (1) AZ(t)

Im cos-Fall findet man analog

COS ‘/'ﬁ 2
wi(t) = 4, 1) + AP (1.104)

Dies lasst sich zusammenfassen in

sin,cos |V%1|2
Wiyt (t) - 4h2 |A+( ) + A—(t)‘Qv (1105)
wobei das obere Vorzeichen fiir den sin-Fall steht, und
1 — ellwntw)t . sin[(wg £ w)t/2]
As(t) = — —j ilntw)t/2 . (1.106
=(t) wi T w He (wg £ w)/2 ( )

Der Fall einer konstanten Stérung folgt fiir w = 0 im cos-Fall,

const |Vvﬁ| |V%l‘
i—f (t) h2w2 h

‘1 o 1wﬁt| —

F(t, wg), (1.107)

wobei

Pt wg) = (%) | (1.108)

Die Ergebnisse fiir den sin- und cos-Fall vereinfachen sich weiter,
wenn wir annehmen, dass z.B. w,ws > 0. Aulerdem sei

t>w (1.109)
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d.h. wir interessieren uns nicht fiir das transiente Verhalten des
Systems, sondern “schauen” erst hin, wenn das System vielen,
vielen Schwingungen ausgesetzt war.

Dann dominiert der resonante Term A_, und der anti-resonante
Term A, kann vernachléssigt werden. Dies ist die sog. rotating
wave approzimation (RWA). Es bleibt

Vs 2
wiA (1) = |42‘2 F(t,wg — w), (1.110)

mit F' geméfl (1.108).

Die folgende Abbildung illustriert fiir wg = 1 und die Zeiten (a)
t =10, (b) t = 30, (c) t = 100 die Funktion F'(f,ws —w). Das Ma-
ximum #? tritt bei w = wy auf, der zentrale Peak ist Aw = 47/t
breit. In einer Messung bedeutet dies, dass wir die Energie des
Ubergangs hwg nicht genauer als Aw angeben kénnen (“Energie-
Zeit-Unschérfe”). Man beachte, dass diese Art der Unschérfe
vollkommen anderer Natur ist als die Unschérfe bzgl. zu nicht-
kommutierenden Operatoren gehérenden Observablen.

(b) 1 (©)
8000 |-
6000 -

4000 -

2000 -

e Wann gilt nun erste Ordnung zeitabhéngige Storungstheorie? Ei-

nerseits darf ¢ nicht zu grofl werden, denn an der Resonanz gilt

res _ |‘/ﬁ|2

wi%f(t) - 4h2 t27 (1111)
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und w!,(t) muss als Wahrscheinlichkeit < 1 bleiben, damit wir

i—»f
noch von “Stérung” reden konnen,
Vil* h
<1 = << —. 1.112
An? | Vil (1.112)
e Andererseits benotigen wir fiir die Giiltigkeit der RWA
1 1
> —~ — (1.113)
wi|  w
sodass zusammengefasst
1 h
— L = | fwws| > | Vi (1.114)

|| |Vl
folgt.

e Dies bestétigt die oben bereits angenommene Voraussetzung, dass
die Matrixelemente W,,,, “klein auf der relevanten Energieskala”
sein sollen. Die relevante Energieskala ist, nicht {iberraschend,

e Eine Messapparatur spreche auf alle Zustdnde an, die im Unter-
raum Dy liegen. Differenziert dieser Unterraum nicht alle Quan-
tenzahlen a (z.B. ¢, m, Wellenvektor k oder Energie £ etc.), so
muss man iiber den entsprechenden Unterraum o € Dy integrie-
ren (bzw. summieren),

wisi(t) = Spp, |[¥(1)) (Y (1) = /da\<&|¢(t)>|2- (1.115)

a€ Dy

e Nehmen wir z.B. die Energie £ als eine der den Endzustand be-
schreibenden Quantenzahlen und fassen den “Rest” in 8 zusam-
men, so gilt

da = p(6,€)dsdéE, (1.116)
wobei p(f3,E) die Zustandsdichte ist, und

wi(t) = / 4BAE p(B.€) (B, EW@)E.  (L117)

(ﬂvg)eDf
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e Im Fall der konstanten Stérung w = 0 folgt

wiilt) =55 [ dA3AE p(5.8) (5211 jo

(535)€Df

2

F(t,&/h—& /).

(1.118)
e Wie man an den Plots sieht, ist [ fiir ausreichend grofle ¢ nur
iiber einem sehr engen Energiebereich wesentlich von Null ver-
. 2
schieden. Unter der Annahme, dass sich p(53, ) ‘(5 LENWV )

in-
nerhalb dieses schmalen Energiefensters kaum verédndert, kann
das Integral in (1.118) ausgefiihrt werden. Mit

lim F(t, €/l — &/R) = 7t (€ — &)/(2h)] = 27ht 5(€ — &),
(1.119)

folgt fiir & € Dy

Q%t / dﬁW’Ef:&“ﬂ@2/)(5,&:&) (1.120)

BeDs

wi—>f(t) =

(und 0 sonst).

1.3.1 FERMIs “Goldene Regel”

e Die Ubergangsrate ist definiert als

dwi_t
dt

[ = (1.121)

e Fiir die konstante Storung bekommen wir unter der Annahme,
dass es keine weiteren Quantenzahlen [ gibt, die wir ausintegrie-
ren missen,

S & = &), (1.122)

const. __ 27T

il = (& =&V |)

e Fiir den Fall sin- und cos-artiger Stérung erhélt man

2

. 9 .
sin.cos _ a7 )<8f =&+ hw‘v |¢1> p(gf =& + FLUJ) (1123)

i—f A
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e Die Gleichungen (1.122) und (1.123) sind Beispiele fiir FERMIs
“Goldene Regel”. Sie beschreibt die Ubergangsrate in erster Ord-
nung zeitabhédngiger Storungstheorie. Die Struktur ist dabei im-
mer dieselbe: Ubergangsmatrixelementbetrag quadriert mal Zu-
standsdichte.

e Im Falle eines monochromatischen, elektromagnetischen Feldes
mit Amplitude E ist V' proportional zu r - E, sodass

. 2
(& =&+ hw|V |¢)| ~|Eff ~1, (1.124)
d.h. die Rate ist proportional zur Laserintensitat 1.

e Die Rate (1.123) beschreibt Einphotonenabsorption ins Kontinu-
um, also Finphotonenionisation, Photoeffekt (NOBELpreis 1921
an EINSTEIN).

e Wie konnen wir analog in erster Ordnung zeitabhéngiger
Storungstheorie stimulierte Emission beschreiben (— Ubung)?

e Man beachte: hier tauchen Quanten Aw (d.h. Photonen) auf, ohne
dass wir das elektromagnetische Feld quantisiert hatten.

e Welche Art Prozesse konnten wir in zweiter Ordnung zeitabhéngi-
ger Storungstheorie beschreiben?

e Spontane Emission findet mit einem ein klassisches elektroma-
gnetisches Feld beschreibenden Storoperator ~ E nicht statt, da
mit £ — 0 die Stérung verschwindet. Warum gibt es trotzdem
spontane Emission?

1.3.2 DvysoN-Reihe und S-Matrix
e Der Zustand |¢(t)) entwickelt sich geméfl (1.90) in der Form

(1)) = Ut ) [0 (t)) (1.125)
wenn der Zeitentwicklungsoperator U selbst die SCHRODINGER-
Gleichung erfiillt,

iho,U(t,t") = HU(t, 1), (1.126)
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e Formale Losungen sind

Ut t) = Uplt,t) — / At U (e, "YW (") Uo(t", ') (1.127)

4

S I .

= [A]O(t t/) . ﬁ/ dt" Uo(t,t”)W(t”)U(t”, t/) (1.128)
t/

mit Uy als zum Hamiltonian Hy gehorenden Zeitentwicklungsope-
rator, ihd,Uy(t, t') = HoUy(t,t'). Gleichungen (1.127) und (1.128)
sind, wie (1.95), Integralgleichungen, weil der gesuchte Operator
U auch rechts unter dem Integral steht.

e [teration liefert
O(tt) = Uo(tt)+< 1)/ at” U (t, "YW () D (¢, 1) (1.129)
(——) / dt” / At Uy (¢, "YW (¢ Uo(¢" "YW ("YU (8" #) + - - -
Sei Wip der Storoperator im Wechselwirkungsbild (engl. interac-
tion picture),

Wip(t,t') = UL, YW () Uy(t, ') = Up(t', )W () Uy (t, 1)
(1.130)

e Mittels
Uo(t", 1) = Up(t", YUy (', ") (1.131)

und Multiplikation von (1.129) von links mit Uy(#,¢) erhilt man

Up(t', )T (¢, t )_1+( h)/dt”w t") (——) /dt"/ At Wip (") Wip (") 4+ - -

Hier haben wir das zweite Zeitargument in Wip jeweils unter-
driickt, denn es ist iiberall die Anfangszeit t’, also Wip(t") =
Wlp(t//, tl) und WIP(tm) = WIP(t///, t/).

e Wir dehnen nun die Integrationsgrenzen mittels Stufenfunktionen
aus und bekommen

. t
Up(t', ) U(t, 1) = 1+<—%)/ dt” Wip (")
tl
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s\ 2 gt t
+<—%) / dt”’ / At 0" — "\ Wip (") Wip (") +
—~ 1+( ‘)/dt"w (t")

dt” dt/// t///)WIP (tﬂ)WIP (t/”)
—I—Q(tw . t”>WIP(tW>WIP (t”)} 4.
t t
- dt, --- dtnT{Wlp(tl)---Wlp(tn)}.
4 t’

n=0

e In der letzten Zeile haben wir den Zeitordnungsoperator T ein-
gefiihrt.

e Entwicklungen in Integralen iiber zeitgeordnete Produkte des
Storoperators heiflen DYSON-Reihen.

e Wegen der Ahnlichkeit zur Exponentialentwicklung schreibt man
den letzten Ausdruck gerne als

Uo(t, )T (¢, 1) = Ten Jodt Wiet"), (1.132)

e Wie vereinfacht sich dieser Ausdruck, wenn alle WIP(tn) mitein-
ander kommutieren?

e Warum ist eine Entwicklung von Uy(t',t)U(t,t') gerade das, was
wir bendtigen, um ein Ubergangsmatrixelement zu berechnen?

e Wir nehmen an, die Stérung verschwinde fiir ¢ — +o00. Bei t —
—oo werde das System préapariert. Bei t — o0 finde die Messung
statt. Anfangs und Endzustand werden bzgl. ¢ — —oo definiert,

i) = [th(=00)),  [f) = [g(—00)). (1.133)

e Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Anfangs- zum Endzustand
ist zum Zeitpunkt der Messung bei t — +00

wig = | M |* (1.134)
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mit
My = ((00)]0 (00, —00) [h(~00))
= {91(~00)| Ui (00, ~00)) U (00, ~00) [s(~00))
= (f{Us(~00, 00)U (00, —00) i)
=: (f|S]i) = Ss. (1.135)

o S ist die sog. S-Matrixz (Streumatriz). Sie ist durch (1.132) fiir
t/ — —oo und t — oo gegeben, also

Si = Texp {—%/ dt Wlp(t>} : (1.136)

0.9]



Kapitel 2

Streuung

e Struktur der Materie wird erforscht, indem man Teilchen (Elek-
tronen, Protonen, Neutronen, Photonen, ...) aneinander streut.

e Beispiel “Sehen”: Licht streut an Objekt und trifft auf unser Auge
(Detektor).

e Historisch: RUTHERFORD schoss mit a-Teilchen auf Goldfolie und
fand heraus, dass der Atomkern sehr klein und lokalisiert sein
muss, da vereinzelt starke Ablenkungen (bis zu 180° Riickstreu-
ung) auftraten. Eine “ausgeschmierte” Verteilung der positiven
Ladung iiber einen Raumbereich von &hnlicher Grofle wie die
“Elektronenwolke” wiirde keine solch starken Ablenkungen zur
Folge haben.

e Historisch: Rontgenstrahlung auf Kristalle (BRAGG, VON LAUE,
DEBYE-SCHERRER).

e Historisch: Elektronen auf Nukleonen (Neutronen, Protonen) am
SLAC (Stanford Linear Accelerator) — Quarks

e Aktuell: Neutrinos (aus kosmischen Quellen) auf Eis (am Siidpol,
[ceCube-Projekt http://icecube.wisc.edu/) — CHERENKOV-

27
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Strahlung, die mit 5160 im Eis hdngenden Photomultipliern de-
tektiert werden sollen.

e Protonen auf Protonen (LHC, CERN, Genf), Hiccs-Boson
(Physik-NOBEL-Preis 2013).

e Streutheorie ist ein weites Feld.

— am einfachsten: Potentialstreuung (elastisch)

— inelastische Streuung, z.B.
e+H— e+ H,

d.h. Elektron st68t mit H-Atom und regt es an.
— Reaktive Streuung (mit chemischer Umwandlung)
— elektromagnetische Strahlung auf Materie

— Tomographie (aus Streumuster auf Objekt schliefen, “inver-
ses Problem”)

<p>
Eo

V(x)

e In 1D: betrachte Welle(npaket) mit (p) = hky, die (das) von
r — —oo auf V(x) trifft. Annahme: V(x) soll fir |z| — oo
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verschwinden. Klassisch: mit Energie F; fliegt das Teilchen iiber
das Hindernis weg, mit Energie E, wiirde es reflektiert. Quanten-
mechanisch komplizierter, denn Welle kann auch bei E; partiell
reflektiert und bei Fj partiell transmittiert werden (“tunneln”).
Man kann den Transmissionskoeffizient 7' und den Reflexionsko-
effizient R als Funktion von ky berechnen. Das Vorgehen ist dabei
analog zu dem in der Elektrodynamik wenn man z.B. die Transpa-
renz eines Scheibchens dielektrischen Materials bzgl. Licht einer
gewissen Wellenldnge berechnen mdochte.

e In 2 oder 3D haben wir noch laterale Richtung(en). Bei klassischer
Streuung von Punktteilchen kommt hier eine Abhéngigkeit vom
Stoflparameter b ins Spiel. Bei der Streuung von ebenen Wellen

fallt diese Abhéngigkeit weg.

©

ko

klassisches

Punktteilchen

T

b
)
r°§§\\\

z

e Annahme: “Strahldurchmesser” grofl im Vergleich zum Objekt-
durchmesser,
,5 > T10. (2.1)

e Definition: Differentieller Wirkungsquerschnitt

Anzahl Teilchen, die pro Zeiteinheit in das
Raumwinkelelement d€) gestreut werden

- . (2.2)

Anzahl pro Zeiteinheit und Fliache einfallender Teilchen

do
dQ2
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e Wegen (2.1) und der Annahme eines monoenergetischen Teilchen-
strahls rechnen wir im Folgenden mit ebenen Wellen,

ko =k = ke., (2.3)
= el + «(7, 6, 2.4
(O e Us(1,0, ) (2.4)

einfallende ebene Welle Streuwelle

(explizite Normierung (auf J-Funktion) nicht notig, s.u.).

e Streupotential sei um den Urpsrung konzentriert.

e Man sieht an der Abbildung: entsteht ein geometrischer Schatten-
raum hinter dem Objekt oder kompliziertere Streumuster (wie
z.B. beim Doppelspalt), so muss 15 mit der (mathematisch)
durchlaufenden Welle geeignet interferieren.

e Fiir Streupotentiale V, die 7V — 0 fiir r — oo erfiillen (d.h.
schneller abfallen als ein CoOULOMB-Potential) gilt “weit weg”
(fiir r — o00) die freie SCHRODINGER-Gleichung fiir ¢y (und daher
auch fiir 1),

(V24 ks =0, 1 — 00 (2.5)

(HELMHOLTZ-Gleichung). Physikalisch sind nur auslaufende Wel-
len sinnvoll.
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e Die Losungen fiir die Streuwelle in (2.5) lauten fiir eine vorgege-
bene, einfallende, ebene Welle mit Wellenvektor ke,

0 12
s(1, Q) = A o(kr +By  ng(kr Y (Q) .
w()ZZ[e je(kr) ¢ nekr) ] Yo (Q)

=0 m=—{ sph. BESSEL-Fkt. NEUMANN-Fkt. Kugelfl.fkt.

(2.6)

e Sphérische BESSEL- und NEUMANN-Funktionen verhalten sich
asymptotisch

. r—oo 1. lr
Je(kr) =3 7, Sin (kr — ?> : (2.7)
T—00 1 gﬂ-
ne(kr) == ~ 7 Cos <k‘r — 7) : (2.8)
sodass
1 & o (m (m
r—00 .
) — A - —|-B — — || Yo (92).
Y Hk?";mggl gSll’l(l{IT 2> gCOS(kT 2)] 1 ()
(2.9)
e Damit man nur auslaufende Wellen ~ e*" /r in 1) hat, muss
Ay
— = —i 2.10
=i (2.10)
gelten, denn dann ist
oo eikr N eik:r
Py — o (—Bo)(—1) Y () =: " fr(€2). (2.11)

Im
o fr(2) heisst Streuamplitude.

e Zur Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts benoti-
gen wir die einfallende Wahrscheinlichkeitsstromdichte,
. [P ik —ik hk
i|~ 5= Ve — e™Ve )| = — 2.12
il ~ |5 (e W7 - @Ry et = 2 (9
(nur proportional, da wegen fehlendem Normierungsfaktor rechte
Seite dimensionsméafig Geschwindigkeit).
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e Zur gestreuten Stromdichte jg, die die Anzahl der in ein Raumwin-
kelelement df) gestreuten Teilchen im Sinne von (2.2) bestimmyt,
wird i.a. die durchlaufende ebene Welle durch Interferenz eben-
falls beitragen, insbesondere im geometrischen Schattenraum. Ist
die einfallende Welle rdumlich durch eine Blende beschrinkt, so
kann fiir ausreichend grofie 8 > 6,,;, nur 5 zu js beitragen. Je
grofer der Abstand des Detektors vom Target, desto kleiner 6.

ikz
e

z

hier auch
ikz
e

e In diesem Fall gilt
Js ™~ 9 (ws V¢b - wsV@bS )
mi

e Mit V in Kugelkoordinaten,

v—eg_{_elg_i_e ;iriooeg
~or 00 “rsin@de " Or
und " "
a el’l"' elT’
— f1(© = fx(Q)i 1/r?
IO = )i+ 01/)
folgt

h 1 e
)Pk, = ST (Q
Js mllfk( )| lkrger Tglfk’( )

ofik
.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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e Die differentielle Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen pro Zeit-
einheit in differentielles Raumwinkelelement df) gestreut wird,

lautet .
dlg = js - e,72dQ ~ | f(Q)|*— dQ. (2.17)
m
e Zusammenhang mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt
(2.2):
do 1 dFQ 2
= Q)|°. 2.1

e Man sieht, dass gemeinsame Faktoren in j; und js sich in die-
sem Ausdruck herauskiirzen. Daher brauchten wir uns um eine
Normierung in (2.4) nicht kiimmern.

e Hat man also die Streuamplitude f; berechnet, so folgt sofort der
differentielle Wirkungsquerschnitt do /d2.

e Der totale Wirkungsquerschnitt berechnet sich durch Integration
iiber den vollen Raumwinkel,

do

o hat die Dimension Linge?, ist also eine Fliiche.

e Hat ein bestimmter Prozess einen Wirkungsquerschnitt o, so ist
die Rate fiir ihn (d.h. die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses pro
Zeit)

' = |ji|o. (2.20)

2.1 BoRrNsche Niherung

e Ganz allgemein: die Wahrscheinlichkeit, in eine Richtung (defi-
niert durch €) innerhalb eines Offnungswinkels d(2 ein Teilchen
zu messen, lautet [vgl. (1.134), (1.135)]

wipi = QA = Y [pilSpi) % (2.21)

psindQum Q
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e Wir fassen nun das Streupotential V als Storung auf und betrei-
ben die in Abschnitt 1.3 eingefiihrte zeitabhingige Storungstheo-
rie erster Ordnung.

1. Entwicklung in ungestorten Zustanden,
2
w(t) = [ Epetp.ye it p). 222
2. Einsetzen in zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung

ihdy [(1)) = (T + V) [ (1)) (2.23)

liefert (Argumente von ¢(p, t) unterdriickt)

d3 h p_2 _igit

2 .
= /d3p {2]?_m + V} c|p) e 2m?t (2.24)

N

Der Term ~ % steht auf beiden Seiten und féllt weg.

2
3. Von links mit (pg|erza? — mit (pg|p) = d(ps — p) folgt [vgl. (1.94)]
“ _L(i_i)t
hi(put) = [ Ep eV o) etp.e )L )
4. Wir nehmen nun an, dass V “klein”! ist und als Storung betrachtet
2

werden kann. In nullter Naherung ist dann [¢(t)) = e~ ham! |pi), also
9 (p,t) = §(p — pi), sodass in erster Ordnung

in¢™ (p,t) = (pe|V |pi) ™, (2.26)
wobei , )
VL i
hwg = o= — =~ 2.27
7 9m  om ( )
5. Integration iiber die Zeit von t; = —oo bis ty = oo liefert
1 .
c(pe) = o (pr] V' [pi) 2 6(wn). (2.28)

6. |c™M(pg)|? ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand |pg) anzu-

treffen: @ )2
™
]c(l)(pf)|2 =

'Wir werden dies im Folgenden niher spezifizieren.

[(oelV [ps) * 8(wn) O(wn). (2.29)
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7. Was ist das Quadrat der d-Distribution? In Abschnitt 1.3 haben wir
mit der Funktion F' gerechnet und den Grenziibergang ¢;; — Foo erst
nach dem Quadrieren gemacht. Hier nun ein Trick: Ersetze eine der -
Distributionen,

o 2 R . 1 T/2 ]
00l = EEE oV ) 2 5 Jim 5 [ v 230

1
h2 T—o0 2T —T/2

(.

-~

S(ws)

Die erste 0-Distribution sorgt bereits dafiir, dass ws = 0 (elastische Streu-

ung). Daher
.27 ~
W pe)l? = dim S THpelV [pi) [ 6(wn) (2.31)
T—oo Fi
27 ~
= lim ——T|{ps|V |pi) |? 0(hews). (2.32)
T—o0 h

8. Die Rate d|c™M (pg)|?/dT ist konstant,

dlcW(pg)> 2 ~ 2
I'= —ar - f|<pf|v Ipi) |© 0(Awws). (2.33)

Dies ist FERMIs “Golden Rule” fiir eine konstante Storung aus Ab-
schnitt 1.3.

e Wir interessieren uns fiir alle Teilchen, die in ein vorgegebenes
Raumwinkelelement gestreut werden, ungeachtet des Impulsbe-
trags pr, der ausintegriert wird:

ol Y ~ p?  p?
dlg = — dpe pf[(pe|V |pi) |7 6 [ 22 — == | | dQ. (2.34
o= [ otV im0 (25 - 1) Jan. 2
e Das Argument der §-Distribution wird auf Impuls (statt Energie)
umgeschrieben,
2 [ [ A 2 6(pr — pi)
dlg = —U dpfp2’pr p))| ———2|dQ
n i [(PelV |pi) .
27 ~ 2
= 7 (pe|V [pi)| mpdQ,  pr=pi=:p. (2.35)

e Zur Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts benéti-
gen wir noch

) FL e—ik-r eik-r eik~r e—ik-r
Jil = : 573V 32 573 vV 3/2
2mi \ (2rh)3/2 ~ (2wh)3/2  (27h)3/2 ° (2mh)3/
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hk 1
= ———. 2.36
m (2mh)3 (2:36)

e Zusammen mit (2.35) haben wir also
do dFQ 4.9 ~ 2
- — (2m)'h —‘ :
hik
. 2

= n)'nm? |(pelV ) (2.37)

e Wir schieben in das Matrixelement (p¢|V |p;) eine “Ortseins”
[ &3 |r') (x| ein:

Vip) = [ & V(K r’ r'|p; 2.38
eVl = [Eve) @l @by (239)
e—ir‘/~pf/ﬁ/(2ﬂ-h)3/2 eir'~pi/h/(2ﬂ-h)3/2

und erhalten nach Einfiihren des Impulsiibertragvektors

hq := pr — pi (2.39)
do _|_m / ' V(') e7lar 2 (2.40)
aQ |22 ) © '

e Wie ein Storpotential V(r) eine einfallende, ebene Welle
beeinflusst, héngt also formal offenbar von der FOURIER-
Transformierten des Potentials bzgl. des Impulsiibertrags ab.

e Vergleich mit (2.18) liefert fiir die Streuamplitude

m
2mh?

fu(Q) = ' V(1) e7iar, (2.41)

Die Wahl des negativen Vorzeichens wird spéter begriindet.

e Wie hingt der Impulsiibertrag hg mit dem Streuwinkel 6 zusam-
men”?



2.1. BORNSCHE NAHERUNG 37

Ki
hq = pr — pi = h(ks — ki), ki| = |k¢| =k, (2.42)
? = |ke—ki|* = k> =2k - ky +k* = 2k%(1— — 4k2sin26/2
al” = [ki—ki|” =k ok +k k“(1—cos ) = 4k*sin” /2,
2k2 cos @

(2.43)

also g
g = 2k sin 7 (2.44)

e Der Impulsiibertrag hq verschwindet fiir Streuung in Vorwarts-
richtung # = 0 und ist maximal Aq = 2hk bei 6 = m, also 180°-
Reflexion.

2.1.1 Rotationssymmetrisches Streupotential
e Im Falle eines rotationssymmetrischen Streupotentials
Vir) =V (r) (2.45)

haben wir die Freiheit, im Integral e,/ || q zu legen, sodass (2.41)
sich vereinfacht zu

2w 00 1
m 2 P YY)
Q) = — d¢’ d”V’/d 0) ear st
) = g [0t [ ar v [ aiess)
B _ﬁ OOd/r/ T,2V(7n/) e—iquu 1
Ry —igr’ |4
2 oo L1 /
S L L e (2.46)
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e Da ¢ laut (2.44) nur von ¢ abhéngt, haben wir also fiir die Streu-

amplitude in erster BORNscher Naherung fiir rotationssymmetri-
sche Potentiale, die schnell genug abfallen (rV () — 0 fiir r — o0)
2m [ sin gr’

0) = —
fil6) h Jy q

V(r')yr' dr'. (2.47)

Betrachten wir (2.47), so sehen wir, dass fiir grofle ¢ der Integrand
sehr stark oszilliert und daher fi(f) klein wird (vorausgesetzt
rV (r) ist hinreichend glatt). Wann ist ¢ bei grofiem k klein? Da

0
= 2k sin —
q st

sehen wir, dass dies bei # — 0 der Fall ist. Daraus folgt: bei hohen
Energien erwarten wir hauptsichlich Vorwértsstreuung.

e In der Tat funktioniert die erste BORNsche Nédherung recht gut

bei hohen Energien. Mehr dazu spéter.

Beispiel: Yukawa-Potential

e Das YUkAwA-Potential ist ein abgeschirmtes COULOMB-

Potential und wird manchmal auch als DEBYE-Potential bezeich-

net,
e "

V(r) =« . (2.48)

Man sieht: fiir 4 — 0 wird dies zu einem reinen COULOMB-
Potential; je groler u, desto stiarker die Abschirmung.

e Auswertung von (2.47) liefert

2mo elar’ — o-igr’ /
f) = — e Ut
fi(6) 12q / o -
B moe i e_r/(luf_iq) e_rl(ﬂ+iq) ]OO
Rqi |—(p—1ig) —(p+ig)],
. ma 1 1
- h%qi|p—ig ptig
2mao

= W) (2.49)
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e Mit (2.18) und (2.44) bekommt man also fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt in BORNscher Néherung

do Am2a?
dQ  hA(p? + 4k2sin?60/2)2°

e Betrachten wir nun den Grenzfall des reinen COULOMB-
Potentials p1 — 0, wo mit o = Ze?

V(r)= Z—€2 (2.51)

r
folgt. Eigentlich gilt ja unsere Theorie gar nicht fiir COULOMB-

Potentiale, aber erstaunlicherweise erhalten wir durch Ignoranz

(2.50)

sogar das exakte quantenmechanische Resultat, obwohl wir ja ei-
gentlich nur Storungstheorie treiben:

do 4m?*(Ze?)?

dQ  16(hk)*sin?6/2’ (2:52)
mit (hk)? = p? = (2mE)? wird daraus der RUTHERFORD-
Streuquerschnitt

d VA 2\2
7 ) (2.53)

dQ ~ 16E%sin’ 0/2
Fiir das CouLoMB-Potential sind der klassische und der quan-
tenmechanische differentielle Wirkungsquerschnitt identisch.

e Der Wirkungsquerschnitt o = [(do/d2) dQ2 divergiert beim rei-
nen COULOMB-Potential wegen dessen Langreichweitigkeit.

e Der Vollstandigkeit halber geben wir die exakte Streuamplitude
fiir das CouLOMB-Potential ohne Rechnung an:

il —i7yInsin? 9/2F<1 + 17)
0 — _ y L) 2.54
mit dem sog. SOMMERFELD-Parameter
Ze*m
= —. 2.55

['(z) ist die Gammafunktion. Man sieht: fi(6) ist nicht einfach
\/do /d§2 sondern hat eine komplexe Phase, die zu Interferenzef-
fekten fithren kann (s. Abschnitt 2.4.1).
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2.2 GREEN-Funktionsmethode

e Anstatt zeitabhéngiger Storungstheorie, versuchen wir nun, di-
rekt die zeitunabhéngige SCHRODINGER-Gleichung

2m
(V2 + ]ﬂZ)@Dk = ﬁvﬁbk (2.56)
mit einem Ansatz
ikr
o= Ty k=K %S () (2.57)

zu losen.

e Nehmen wir nun an, wir hiatten die GREEN-Funktion Gy(r,r’)
gefunden, die

(V2 4+ EHGo(r, 1) = 6(r — 1) (2.58)

erfiillt. Dann ist eine formale Losung von (2.56)

Ui(r) = /GO r, )V (r b (r)) d®r, (2.59)
wobei 1y(r) die Losung fiir das freie Teilchen ist:
(VZ+ k%) = 0. (2.60)

e Wendet man V? + k? auf (2.59) an, so sieht man, dass in der Tat
(2.56) erfullt wird.

e Der Ausdruck (2.59) ist lediglich eine formale Losung, da die ge-
suchte Wellenfunktion ¢ auf der linken Seite und unter dem
Integral auftaucht (LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung).?

e In nullter Ndherung

Ui = T = 1. (2.61)

2Stiinde auf der rechten Seite in (2.56) nicht vy, dann wire die Gleichung eine inhomogene
Differentialgleichung, und entsprechend (2.59) ohne vy unter dem Integral. Ein Beispiel fiir ein
solches Problem ist die POI1SSON-Gleichung V2¢ = —4mp, die aus der Elektrostatik bekannt sein
diirfte.
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e In erster Ordnung
%

e = €T 4 /Go r,r') lkr d*r’. (2.62)

-

bymbohbch =G0 Vo

e Die zweite Ordnung lautet in dieser symbolischen Schreibweise

2m 2m\ >
wk = wO + ﬁGovwo + (ﬁ) GQVG()V%(), (263)
wobei der letzte Term Integrationen iiber r’ und r” beinhal-
tet (wenn wir als Argumente der GREEN-Funktionen (r,r”) und

(r”,r’) wihlen).

e Wir bestimmen nun Gg. Es gibt verschiedene Methoden, dies
zu bewerkstelligen, z.B. mittels FOURIER-Transformation (—
Ubung) und CAUCHY-Integralsatz. Da derart Rechnungen in der
Feldtheorie sowieso noch mehr als genug auftreten, wahlen wir
hier einen direkten Ansatz im Ortsraum.

1. Wegen Translationsinvarianz von (2.58)
Go(r,r') = Go(Jr — 1)), (2.64)
sodass es ausreicht,
(V2 + EHGy(r) = 6(r) (2.65)
zu betrachten.

2. Da wir Streuwellen suchen, machen wir den Ansatz

Gor) = Giofr) =, (2.66)

2

Dann lautet die Gleichung fiir u (s. V? in Kugelkoordinaten)?

(
(@ + k2> u = (2.67)

3Hingt eine Funktion f(r) nur von r = |r| ab, so gilt

1 0 0
Vi = 287“( Brf>
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Auf der rechten Seite steht 0 und nicht mehr §(r), da mit r
durchmultipliziert wurde.

3. Ansatz
u(r) = A 4 Be (2.68)

4. Da wir nur auslaufende Wellen zulassen: B = 0. Also

A ikr
Go(r) = i . (2.69)
5. Man findet (— Ubung)*
(V2 + k) Go(r) =28 —4r AS(r), (2.70)
also A = —1/47 und somit
eikr
= ——. 2.71
Golr) = (2.71)
e Die GREEN-Funktion lautet also
. , eik\r—r'\
Go(r,r) :GO(’I'—I'D = —m (272)
e Damit wird die LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung (2.59)
1k\r r| 5 "
k- / !/ 1K-T
Yy (r) = 47rh2/| P (r') d°r’ = T + ).
(2.73)

e Wir interessieren uns fiir » — oo (Detektor weit weg vom Streu-
zentrum). Betrachte

4Analog zur Po1ssoN-Gleichung fiir eine Punktladung in der Elektrodynamik.
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X

r—r| = (P +r° —2r-r)/?

r r-r
=7 1—|—<—> —2—5
T r

I ror/ ]2
~ r|l—2 ]

e In (2.73) bendtigen wir

1 1 1_I_r-r’
r—r| 7 r2

43

(2.74)

(2.75)

(2.77)

und
/ r-r / /
klvr =1/~ kr |1 — ——| =kr —ke, - v'=kr —k; -1, (2.76)

r

was
ik|r—r’ ikr
e | | e e_ikf'r/
lr —r/| r

liefert.



44 KAPITEL 2. STREUUNG

e Damit folgt fiir (2.73) in erster BORNschen Nédherung (d.h. mit
Ui (r) = o(r') = ¥ = &7 unter dem Integral)

_ ikr /_}H
=3 e il 0 V) Y, (2.78)
T T
(/1) ()

also das gleiche Ergebnis fiir fi(2) wie in (2.41). Das negative
Vorzeichen ist damit nun auch begriindet.

2.2.1 Giltigkeit der ersten BORNschen Niherung

e Da wir auf der rechten Seite in (2.59) ¢y durch €% ersetzen und
wir annehmen kénnen, dass ¥y um r = 0 am grofiten ist, fordern
Wir

[45(0)]

\eik'o\ — |¢S( )| = < 1. (279)

eikr’ o
2 hQ / - V(r/) elki~1‘ d37,,/
™ r

Wir haben hierzu (2.73) fiir r = 0 und v (r') = %™ unter dem
Integral (erste BORNsche Néherung) ausgewertet.

e Um mit einer analytischen Abschétzung weiterzukommen, neh-
men wir V (r) = V(r) an, was zu

th ‘/ “sin(kr') V(r') dr’

<1 (2.80)

fiihrt.

e Bei niedrigen Energien:

2m

= Sz <1 (2.81)

kr' — 0

/r V(r")dr!

e Hat V(r) eine effektive Stérke V4 und eine effektive Reichweite
ro, so folgt®

h2

mVyre

SCAucHYscher Mittelwertsatz der Integralrechnung.
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e Ein Teilchen, das in einem Potential der Ausdehnung r; einge-
sperrt sein soll, hat einen Impuls der Gréflenordnung A /ry und
daher eine kinetische Energie der GréSenordnung h?/mrZ. Daher
sagt die Bedingung fiir kleine Einschussimpulse (2.82) aus, dass
das Potential hinreichend “seicht” sein muss, damit das Teilchen
nicht gebunden wird.

e Bei hohen Einschussimpulsen k wird die Bedingung (2.80) wegen

i2kr’
ikr’ - / € —1
kri= ——/— 2.83
e sin kr 5 ( )
und Vernachlédssigung des schnell oszillierenden Terms ~ g2ikr’

unter dem Integral zu

h2k;|/

e Die Bedingung (2.84) sieht aus wie Bedingung (2.82), allerdings
mit krg anstelle der 1. Das macht Sinn, denn je hoher der Ein-
schussimpuls Ak ist, desto stirker darf das Potential sein, ohne
dass die erste BORNsche Naherung zusammenbricht.

Vrm 2
070 <1

ek = h2

2.3 Partialwellenzerlegung

e I'iir sphérisch symmetrische Potentiale V(r) = V (r) gilt f,(Q2) =
e(0).

e Die Entwicklung in LEGENDRE-Polynomen

oo

fi(0) = (20 + 1)a(k) Pi(cos b). (2.85)

=0
nennt man Partialwellenzerlegung. Die Koeffizienten ay(k) heilen
Amplituden der Partialwelle mit Drehimpulsquantenzahl £.

e Zusammenhang mit Kugelflachenfunktionen:

-\ 12
Py(cos) = (2 £4+ 1) Yiol6). (2.86)
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e Fiir kugelsymmetrische Potentiale gilt [H,L] = 0, d.h., die
SCHRODINGER-Gleichung ist diagonal in ¢, sodass “jede Partial-
welle unabhéngig streut”.

e Zerlegung der einfallenden Welle nach Drehimpulsquantenzahlen

l:
olhz _ gikreost Z 1€(2€ + l)jg(k}T’)Pg(COS 9) (287)
=0

Hierbei sind jy(kr) die sphérischen BESSELfunktionen.

e Die Entwicklung in LEGENDRE-Polynomen fiihrt zu Gleichungen
fir die Amplituden ay(k). Dies bringt Gewinn im Vergleich zu
anderen Berechnungsmethoden, wenn nur wenige ¢ beitragen.

e Abschéitzung des grofiten noch relevanten Drehimpulses Af:

hkp ~hl = lpax = kpmax = kro. (2.88)

dp

e Die Partialwellenzerlegung ist also niitzlich bei niedrigen Ener-
gien ~ k? und daher komplementér zur ersten BORNschen Néhe-
rung.

e Fiir » — oo verhalten sich die sphéarischen BESSELfunktionen wie

[s. (2.7)] T,
o) — S Tk; /%) (2.89)
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e Daher wird (2.87) zu

1 . .
bz Z( 17r/2) (20 + )QlkT (el(k’r—fﬂ/Q) _ e-ﬂm-m/z)) Py(cos0)

1 00 ikr —i(kr—{r)
= 2—k2(2€+1)( ¢ N — )Pg(COS@).
! =0 \r/-/ HT’/_/

auslaufende Welle  einlaufende Welle

(2.90)

e Auch bei Anwesenheit des Streupotentials erwarten wir Radial-
wellen von der Gestalt
rsoo Agsin(k
Ry(r) = ulr) roop Aesinlkr + du) (2.91)

r r

e Wir spalten die schon ohne Streupotential auftretende Phase in
(2.89) ab,

(m
o = ==+ 0ulk). (2.92)
e Die Phasen d,(k) hédngen vom Streupotential ab und heilen Streu-

phasen.

e Wir konnen also

i(kr—fr/2+6;) _ o—i(kr—fx/24-6,)
e — Z 4,5 ¢ PicosO)  (2.93)

-
=0 - ~~
Ry(r)

g

ansetzen.

e Das Streupotential V' (r) beeinflusst nur die auslaufenden Wellen.
Daher liefert das Gleichsetzen der einlaufenden Wellenanteile in

(2.93) und (2.90)

. 2041 _.
A —i(kr—fr/2+0,) _ =% T = —i(kr—{m) 2.94
te 2k (299
und somit
4y = 2L araesy (2.95)

2ik ’
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sodass (— Ubung)

" eik‘T o0 g e?ié@_l 9
— e+ — 20+1 P, . 2.96
oo DR DS Rend). (290
71(6)
e Der Vergleich mit (2.85) liefert die Partialwellenamplituden
eZi(Sg -1
k) = : 2.
ag(k) 5 (2.97)

e Ohne Streupotential verschwinden alle ¢,, womit a, = 0 folgt.

e Wir berechnen nun den Wirkungsquerschnitt. Mit

a(k) = % (2.98)
folgt
1 .
fel®) =+ D (204 1) €™ sin(6;) Py(cos6). (2.99)
¢
e Da der Wirkungsquerschnitt durch
o(k) = / | fi]? dQ (2.100)
gegeben ist und
1
2
/_1 Py(cos @) Py (cosf)d(cosb) = TR 1555/ (2.101)
(mit 0y als KRONECKER-J, nicht Streuphase) erhalten wir

o(k) =3 ou(k), ag(/q):i—j(zeu)sm?ag. (2.102)
y4

e Der Vergleich dieses Ausdrucks fiir o(k) mit (2.99) liefert uns
4
o(k) = %Im £u(6 = 0). (2.103)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass Fy(1) = 1. Gleichung (2.103)
ist das sog. Optische Theorem. Es verkniipft den Wirkungsquer-
schnitt mit der Streuamplitude in Vorwéartsrichtung.
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e Es ist—zumindest auf den ersten Blick—erstaunlich, dass die In-
formation iiber den Wirkungsquerschnitt schon in der Streuam-
plitude in nur einer Richtung (nédmlich # = 0) enthalten sein soll.
Dies liegt daran, dass in Vorwéartsrichtung die Streuwelle mit der
einfallenden Welle derart interferieren muss, dass die Gesamt-
wahrscheinlichkeit erhalten ist.

2.3.1 Beispiel: Streuung an harten Kugeln

e In diesem Fall lautet das Potential

| oo falls r <1y
V(T)_{ 0 falls r>ry (2.104)

e Die radialen Wellenfunktionen miissen wieder von der Gestalt
Ry(r) = Agje(kr) + Beng(kr) (2.105)
sein [vgl. (2.6)].
o Fir r < ry muss Ry verschwinden. Also muss an der Stelle r = rg

By je(kro)

A ne(kro)

. (2.106)

e Fiir r — oo wissen wir, dass

T—00 1 .
Ry(r) = . [Ag sin (kr — %) — By cos (kr — %T)]

r

=—1] (A/+iBy) oilkr—tr/2) _ (A, —iBy) ei(kr—&r/Z)].
— NS

1
2kr
\/ A%+ B2 exp|—id| \/ A%+ B2 explidy]

Hierbei ist

tandy = —— = (2.107)
und somit

oo A2 BQ
Ri(r) =3 M 2: L sin(kr — (/2 + 60). (2.108)
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e Beispielsweise ist fiir £ = 0 mit
sin x cos T

o) ===, mo(w)=—— (2.109)

tan 5() = —tankry = 5() = —kry. (2110)

e Im Argument des sin in (2.108) steht +d,, also bedeuten negative
Streuphasen d, eine Verschiebung der Radialwellenfunktion hin
zu groferen 7.

e Im Fall der harten Kugeln ist klar: Wellenfunktion kann erst bei
ro anfangen zu schwingen anstatt bei r = 0 (ohne Streupotential).

e Im Allgemeinen:
repulsive Potentiale : 0p <0, (2.111)

attraktive Potentiale : d¢ > 0. (2.112)

Niederenergetischer Grenzfall

e Fiir £ — 0 wird das Argument der sphérischen BESSEL- bzw.
NEUMANN-Funktion klein. Verwendet man die entsprechenden
asymptotischen Ausdriicke, erhdlt man

tand; =" 8 ~ (— 1)L (krg) 24, (2.113)

d.h. je hoher die Drehimpulsquantenzahl, desto geringer ist der
Effekt des Streupotentials. Man kann diesen niederenergetischen
Grenzfall verwenden, um mittels (2.113) die effektive Reichweite
eines Potentials zu bestimmen.

e [iir £ — 0 ist also ¢ = 0 dominant, und wir haben wegen (2.102)
Jg(k) = %(2€ + 1) Sin2 5g

47 .
o(k) ~ = sin® krg ~ — (krg)? = 4nre. (2.114)
Man erhalt also als Wirkungsquerschnitt die Oberflache der Kugel

(nicht den Querschnitt).
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e Ganz allgemein [d.h. fiir irgendein Potential V' (r)] kann man den
Streuquerschnitt im niederenergetischen Grenzfall ebenfalls in der
Form (2.114) schreiben,

lim o (k) = 4ma’. (2.115)
k—0

Der “effektive Radius” a heifit Streuldnge. Im Fall der harten
Kugeln ist die Streuldnge a gerade gleich dem “wahren”, physi-
kalischen Radius der Kugel ry.

Hochenergetischer Grenzfall

e Fiir £ — oo gilt

je(kro) _ sin(kro — {m/2)

tan o, = ~ 2.116
O ilkre) — cos(krg — x/2)’ (2.116)
also )
5 = —kro + Eﬂ (2.117)
e Einsetzen in (2.102):
B) = o [sin? kg + 3sin®(k 2) + 5sin’(k
o(k) = ﬁ[sm ro + 3sin”(krg — m/2) 4+ 5sin®(krg — )
+7sin’(krg — 3m/2) + - -]
= 2T i g + sin?(k
= o3 |sin ro + sin”( TE,_W/QZ
cos? krg
+2{sin’(krg — 7/2) +sin®(kro — m)}
cosarkro sin;rkro

+3{§in2(kro — 7r)/+§in2(]€”f’o —3/2)}+ -+

TV TV

sin? kry cos? kr

¢
4T X 4 1
— (= — —lpax(Cmax + 1). 2.11
1 i (Cmax + 1) (2.118)



52 KAPITEL 2. STREUUNG

e Da die maximale, relevante Drehimpulsquantenzahl £, ~ krg
ist, liefert dies

o(k) i 2773, (2.119)

e In der klassischen Mechanik erhélt man nur die Halfte, ndmlich
den geometrischen Querschnitt o = nr3. Woher kommt der Un-
terschied?

e Eine detailliertere Rechnung liefert fiir den differentiellen Wir-

kungsquerschnitt harter Kugeln bei kry > 1
d 1
£ = 778 (14 cot(6/2) P (krosin)) (2.120)
e Der erste Term ist homogen und liefert nach Integration iiber d2
gerade 7rg.

e Der zweite Term liefert hauptséchlich Beitrage in Vorwértsrich-
tung 6 = 0.

e Diese Erzeugung des Schattens trégt in der quantenmechanischen
Rechnung zum Wirkungsquerschnitt bei® und verdoppelt ihn.

2.3.2 Inelastische Streuung
e Wir hatten (2.85),

o0

fr(0) =) (20 + 1)ag(k) Py(cos 0)

=0

6Denn )5 muss im Schattenraum die einfallende (mathematisch durchlaufende) Welle e** “weg-
interferieren”.
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und (2.97), v
e —1

2ik
o Sy(k) = %% heifit auch S-Matrivelement der Partialwelle.

ag(k}) =

e Um nun phidnomenologisch inelastische Streuung zu beschreiben, multiplizie-
ren wir ein 7y(k) an das S-Matrixelement der Partialwelle,

So(k) = ne(k) @™ 0 <p, <1 (2.121)

Damit kénnen wir effektiv Anregungen im Target oder Vernichtung von Pro-
jektilteilchen beschreiben.

e Fiir 17, = 1 erhalten wir die bekannten Ergebnisse fiir den rein elastischen Fall.

e Es folgt
,’74(]{/,) e?i(;g(k) _ 1
k) =
ac(k) 2k
1
= ﬂ[m sin 20, + i(1 — 1, cos 20)]. (2.122)

e Fiir den elastischen Streuquerschnitt erhalten wir [unter Zuhilfenahme der
Orthogonalitétsrelation (2.101)]

Uel(k) = /|fk |2dQ /Z 2€+1 2€'+1)a£ag/Png/ dQ

o

= 21y 2020+ 1)]a,f
0
1
— 47{:(% + 1)m[n3 sin? 20, 4 (1 — 1, cos 26,)?]

2 + 1
- 47TZ o (T + 1 — 2necos 26). (2.123)

e Um herauszubekommen, welcher Wahrscheinlichkeitsfluss aufgrund von inela-
stischen Prozessen verloren geht, berechnen wir

I= /erQer -j, (2.124)

wobei der Strom mit der Gesamtwellenfunktion (2.96) mit dem 7,-
modifizierten S-Matrixelement
ikr 2i6
ikz . © ne(k) e — 1
— — E 20 —_
wk e + ” Z:0( + )

Py(cos ) (2.125)



o4

KAPITEL 2. STREUUNG

berechnet wird. Solange nur elastische Prozesse stattfinden, verschwindet die-
ses Integral, denn es flieit genauso viel Wahrscheinlichkeitsdichte durch die
Kugeloberflache hinein wie heraus. Finden jedoch inelastische Prozesse statt,
so kann I # 0 werden. Man erhilt (— Ubung)

_hk:7r

I 1—n)(20+1 2.12
mkge( n;) (204 1), (2.126)
sodass I
T
Tinel = I = 713 S 1 —n)e+1) (2.127)
m 0

(was in der Tat fiir 7, = 1 verschwindet).

Der Wirkungsquerschnitt fiir inelastische Streuung wird durch o = 0o + Oinal
definiert, womit

2
0 = 0a+ O = 73 > (20 + 1)(1 — 1y cos 25;) (2.128)
¢

folgt.

Der Vergleich mit

fr(0) = Z(% + 1)% Py(cos ) (2.129)
¢

zeigt, dass auch im inelastischen Fall das Optische Theorem

o= %Im £:(0) (2.130)

erfiillt ist.

2.4 Zweiteilchenstreuung

e Bisher haben wir Potentialstreuung betrachtet, wo Target und

Projektil nicht “gleichberechtigt” behandelt werden. Wir befan-
den uns sozusagen im Bezugssystem, in dem das Target ruht (und
haben stillschweigend angenommen, dass es sich dabei um ein In-
ertialsystem handelt). Dies ist eine gute Ndherung, wenn das Tar-

get viel schwerer ist als die Projektile (z.B. Elektron auf Proton,
a-Teilchen auf Goldfolie, ...).
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e Was passiert, wenn dhnlich schwere Teilchen aneinander streuen?
Oder gar identische Teilchen?

e Die Wellenfunktion fiir zwei weit entfernte, einfallenden Teilchen
ist ein Produkt

wo — elkl Z1 eikQZQ
— el(k1+k’2)(zl+22)/2 el(zlfzz)(klka)/Z
v (2) vEi()
= U™(2) U (2)- (2.131)

e Hier haben wir die Schwerpunktkoordinate Z = (21 + 22)/2 und
die Relativkoordinate z = z; — 29 eingefiihrt.

e Der erste Faktor beschreibt also die Schwerpunktbewegung [cen-
ter of mass (cm)]. Wirken keine dufleren Krifte, so bewegt sich
der Schwerpunkt geradlinig und gleichférmig. Wir kénnen daher
in der Tat in das System wechseln, in dem der Schwerpunkt ruht,
ki1 = —ko, sodass ki — ko = 2k;. Wir setzen k := k.

e Damit folgt
rel(z) = e*2 (2.132)

e Das Potential V (r = r; —ry) beeinflusst nur die Relativbewegung,
also

U(r,re) = 9§(2) [ + ¢ (r)]

) ikr
2% () [ e

er ] (2.133)

e Der die Relativbewegung beschreibende, zweite Faktor hat die
gewohnte Struktur. Im Schwerpunktsystem haben wir es also mit
den “gewohnten Gleichungen” zu tun.

e Anstelle der Projektilmasse m tritt nun in der SCHRODINGER-
Gleichung fiir die Relativbewegung die reduzierte Masse

mims
e 2.134
h= ( )
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auf (— Ubung).

e Da iiblicherweise der Wirkungsquerschnitt im Laborsystem (L)
und nicht im Schwerpunktsystem interessiert, muss am Ende der
Rechnung noch in das Laborsystem transformiert werden:

do B do df2
dQy  dQ dQyg

(2.135)

(— Ubung).

2.4.1 Streuung identischer Teilchen

e Beispiel: zwei Bosonen — Gesamtwellenfunktion symmetrisch (s.
néchstes Kapitel sowie Kapitel 5).

e Im Schwerpunktsystem ist die Schwerpunktwellenfunktion g™
automatisch symmetrisch unter Teilchenaustausch ry <> rs.

e Aber: Relativkoordinate dndert Vorzeichen r = r{ — ry —— —r.

e Symmetrisierung (s. nichstes Kapitel sowie Kapitel 5):

er— e ikr
Yretsym (1) =5 (4 ) 4 110, 6) + Fulmw — 0,6 + 7)) —.
(2.136)

e Man kann bei identischen Teilchen prinzipiell nicht entscheiden,
welches nach 6, ¢ und welches nach m — 0, ¢ + 7 gestreut wurde.

(@ 1 (b) 2
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e Daher: Interferenz,

= 1fi0,6) + flw — 0,6+ ) (2.187)

= /(0.0 + | felr — 0,6 + m)]* + 2Re(fi(0, &) fii (7 — 0,6 + )],

CouLOMB-Streuung identischer Teilchen

e Wir hatten fiir den Grenzfall verschwindender Abschirmung 1 —
0 im YUKAWA-Potential in erster BORNschen Néherung den RU-
THERFORDschen differentiellen Wirkungsquerschnitt (2.53) re-
produziert. Dort hatten wir die Streuung eines Elektrons an einem
vorgegebenen, im Laborsystem ruhenden Potential V (r) = Ze?/r
betrachtet. Nun interessiert uns die Streuung zweier identischer
Teilchen, die jeweils die Ladung Ze haben. Daher erscheint ein
zusitzliches Z in der RUTHERFORD-Formel:

do (Z%e2)?
dQ  16E2sin*6/2’

e Die exakte Phase der Streuamplitude kam in BORNscher Néahe-
rung nicht heraus. Die exakte Streuamplitude wurde in (2.54)
angegeben:

_ Y —iyInsin? 9/2F(1 + 1"}/)
T8 = = e 0/2 L1 —iy)
Der SOMMERFELD-Parameter ist ebenfalls mit einem zusatzli-
chen Z zu modifizieren. Auflerdem ist die Energie der Projektil-
teilchen E' im Laborsystem (in dem das Target ruht) gegeben,
die Symmetriebetrachtungen erfolgen aber bzgl. der Relativkoor-
dinate im c¢m-System. Daher

_Z2e2m_22€2 m \Z2€2 0
TTTRE T Th V2E T TR V2E

e Der Phasenfaktor kann nun bei der Streuung identischer Teilchen
wegen des Interferenzterms in (2.137) wichtig werden:

do 72 72

0~ TPsn'e2 | Rsmi(x—0)/2]
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2

gl —iy{Insin? §/2—Insin?[(7—0)/2
2R, 2 / [(m—0)/2]}
R s 025 (7 — 0)/2]

P 1 N 1 +2cos(ylntan29/2)
© 4k? [sin*0/2  cost /2 sin? 0/2 cos? 6 /2

22\’ 1 1 2 In tan®6)/2
= - ——— + cos(yIntan”0/2) ] 5 135)

o) sin“0/2  cos*f/2  sin®6/2 cos?6/2

e Hitten wir die gleiche Rechnung fiir eine ungerade Ortswellen-
funktion durchgefiihrt, stiinde vor dem dritten Term ein negatives
Vorzeichen.

e Da im SOMMERFELD-Parameter v im Nenner h? steht, oszilliert
der Interferenzterm ~ cos(vyIntan?6/2) fiir “h — 0” sehr stark
und kann von einem Detektor nicht mehr aufgelost werden.

e Die Formel (2.138) fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
im cm-System bei COULOMB-Streuung identischer Teilchen heift
auch MoTT-Formel.

e In der Form (2.138) gilt sie nur fiir Spin-0-Bosonen. Allgemeiner
gilt fiir Streuung identischer Teilchen mit jeweils Spin s

do 722\ ° 1 1
— = 2.1
dQ ( 4E ) [sin4 6/2 T cost 6/2 (2.139)

2(—1)* cos(yIntan®6/2)
(25 +1)sin?6/2 cos?6/2

(— Ubung).



Kapitel 3

Mehrelektronenatome

3.1

(Wiederholung einiger) Grundlagen

Die Elektronen eines Atoms (Molekiils, Festkorpers, ...) werden

in der Quantentheorie als prinzipiell ununterscheidbare Teilchen
behandelt.

HAMILTON-Operator fiir N Elektronen:
H=H(1,2,3,...,N), (3.1)

wobei 1,2,3,..., N die Freiheitsgrade fiir Elektron 1, Elektron 2,
etc. zusammenfasse, also z.B. Ort und Spin.

Die Wellenfunktion kann man entsprechend
v=14(1,2,3,...,N) (3.2)

schreiben.

Wir fithren den Permutationsoperator ]5Z-j ein,

Pip(cyiyoo gy ) =( g, i), (3.3)

Da P2 =1 (wir lassen die Indizes ij weg, sofern sie beliebig sind)
folgt, dass die Eigenwerte des Permutationsoperators +1 sind.

Physikalisch sinnvolle HAMILTON-Operatoren einer “Teilchen-
sorte” sind {iiblicherweise symmetrisch unter Teilchenaustausch
(warum?), also

[H,P] =0. (3.4)

29
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e Daraus folgt: wenn 9(1,2,3,..., N) Eigenfunktion von H zum
Eigenwert E, dann auch ¢ = P, denn aus Hvy = E1) folgt

A A A~ [HP|=0 » =
PEY=F Py = PH = HP 3.5
(0 (0 (0 Y, (3.5)
(4 Y
also
HY = Ey. (3.6)
e Es muss

Pip(cooyiy.o gy ) =00 gty ) =200y, 0,.00)

(3.7)
gelten, denn Observable sind Bilinearformen (4|0 |¢) in der Wel-
lenfunktion und miissen unter Teilchenaustausch invariant sein.!
Oder in anderen Worten: verhélt sich eine Wellenfunktion anders
als in (3.7), dann kann man sich prinzipiell eine Messanordnung
ausdenken, welche die Teilchen unterscheidet. Das ist ein Wi-
derspruch zu der Annahme, dass es sich um identische Teilchen

handelt.

e Beispiel: ¥(1,2) = ¢(1,2) £ ¢(2,1). Anwenden von Py liefert
Pra(1,2) = p(2,1) % 9(1,2) = (1, 2) + p(2,1) = £[p(1,2) &
p(2,1)] = £9.

e Wir nennen die Teilchen, die durch symmetrische Wellenfunk-
tionen beschrieben werden Bosonen, die durch antisymmetrische
Wellenfunktionen beschrieben werden Fermionen.

e Im sog. Spin-Statistik- Theorem (s. Feldtheorie, Kapitel 7) wird ein
Zusammenhang zwischen “Statistik” (Bosonen oder Fermionen)
und Spin (ganzzahlig oder halbzahlig) hergestellt.

'"Warum brauchen wir den allgemeineren Fall P [¢) = ¢ [¢)) nicht extra betrachten?
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symmetrisch antisymmetrisch

1/}(17 2) - 90(17 2) + 90(27 1) ¢(1: 2) = 90(17 2) - 90(27 1)

Bosonen Fermionen
ganzzahliger Spin halbzahliger Spin
Mesonen Leptonen
m, K, p,w e, by T
Baryonen
p,n, ALY,
Eichbosonen
W=, 2% ~, Gluonen Quarks
Higgs
“zusammengesetzt” :
‘He SHe

e Aus der Antisymmetrie der fermionischen Wellenfunktionen folgt
das “PAULI-Verbot”. Z.B. konnen zwei Elektronen nicht am glei-
chen Ort sein und die gleiche Spin-Projektion m, = +1/2 aufwei-
sen, denn aus

lﬁijw(...,rms,...,r\%,...) = Y(...,rmg,...,rmg,...)(3.8)
i J
- — (.. Mg, . T, ).

folgt (..., rms, ..., rmg,...) = 0. Da eine solche Wellenfunktion
nicht normierbar ist, kann der entsprechende quantenmechanische
Zustand nicht existieren.

e Im Fall nicht-wechselwirkender Teilchen hat der HAMILTON-

Operator die Form einer einfachen Summe von Einteilchen-
HAMILTON-Operatoren:

H= Z H(i). (3.9)
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e Daraus folgt, dass die SCHRODINGER-Gleichung in Einteilchen-

SCHRODINGER-Gleichungen separiert:
Hp=Ey =  H(i)pa,(i) = Eu,pa,(i). (3.10)

Hier bezeichnet der Index «; den Zustand, in dem sich Teilchen 2
befindet. ¢, (7) sind sog. Finteilchenwellenfunktionen.

Die Gesamtenergie F ist in diesem Fall nicht-wechselwirkender
Teilchen die Summe der Einteilchenenergien,

E =) E,,. (3.11)

Beispiel: zwei nicht-wechselwirkende Teilchen, H = H (1) + H (2).

[H(1) + H(2)] pos (1) as(2) = Ba, (1)pas(2)- (3.12)

TV
Separationsansatz

Da H(i) nur auf ¢, (i) wirkt, folgt
Ea190a1(1) Eagsﬂag(?)

~ ~

H(l)gpal(]‘) 900[2(2) + 90041<1) H(2)§0a2 (2) = Egpa1(1)90a2(2) (3'13)
und somit

Ea, + Eo, = E. (3.14)

Eine Produktwellenfunktion aus Einteilchenwellenfunktionen
1 2 N
) = [0} |02 -+ |l (3.15)
(7)

wobei ‘gpai> bedeute, dass Teilchen j im Einteilcheneigenzu-

stand a; sei, 10st also die wechselwirkungsfreie SCHRODINGER-
Gleichung.

Allerdings: bei identischen Teilchen muss noch die (Anti-) Sym-
metrie der Gesamtwellenfunktion gefordert werden.
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e ine Produktwellenfunktion aus Einteilchenwellenfunktionen
wird durch den (Anti-) Symmetrisierungsoperator

~ 1 P
A :ﬁzp:(il) P (3.16)

symmetrisiert (+) bzw. antisymmetrisiert (—). Hierbei soll >,
bedeuten, dass iiber alle moglichen Permutationen summiert
wird. Die Zahl P in (+1)” sei die Anzahl Zweierpermutationen,
die notig sind, um die Permutation auszufiihren. Jede Permuta-
tion lasst sich als Hintereinanderausfiihrung von Zweierpermuta-
tionen darstellen. Die Anzahl der Zweierpermutationen ist gerade
oder ungerade. Dementsprechend bezeichnet man auch die Per-
mutation selbst als gerade oder ungerade.

e Fiir Fermionen kann man deren antisymmetrische Wellenfunktion
auch als sog. SLATER-Determinante schreiben,? denn A~ ist, bis
auf den Vorfaktor, gerade die Definition einer Determinante,

2 N
QO((Jéll) <)0<(361)> ‘90511)>
(1) :
~ 1 Do
— 1 2 N
A ‘¢g1>>‘¢32>>... EJ‘N)>:W :2
1 N
A )
(3.17)

e Zwei Zusténde gleich — zwei Zeilen gleich — Determinante ver-
schwindet (PAULI-Verbot).

e “Teilchenaustausch” bedeutet Vertauschen zweier Spalten —
Vorzeichenwechsel.

e Man konnte Zeilen mit Spalten vertauschen (d.h. transponieren),
da die Determinante unter dieser Operation invariant bleibt. Ver-
tauschung von Zeilen mit Spalten bedeutet Vertauschung von
Teilchenindex und Zustand.

2Das symmetrische (also bosonische) Pendant heifit Permanente.
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3.2 Helium-Atom

e He-Atom und He-dhnliche Tonen (H™, Li™, Be?" etc.) sind als

Zweielektronensysteme die einfachsten Mehrelektronensysteme.

e HAaMILTON-Operator (ohne Spin-Bahn-Kopplung etc., kommt
spéter in Abschnitt 5.1.3)

2 ) 2 2
- A
(pl _ 2 )+ S (3.18)
— 2m ri ) irl — rgl

Vv

H(i) V(1,2)

A~

H:

7

e Vernachliissigt man V(1,2) (sehr grobe Niherung, s.u.), so haben
wir den Fall zweier nicht-wechselwirkender Elektronen, und es gilt
(3.12)fF.

e Die SCHRODINGER-Gleichung fiir V(l, 2) =0,
(1) + H 2 0) = (Eny + Euy) [0) (3.19)
wird durch den Produktansatz
“11> = \n1€1m1> \n2€2m2> (320)

gelost, wobei n, £, m in iiblicher Notation die Haupt-, Drehimpuls-
und magnetische (Projektion des Drehimpulses auf Quantisie-
rungsachse) Quantenzahlen sind, fiir die bekanntlich (?) im Fall
von COULOMB-Potentialen

n=12..., £=0,1,....n—1, m=—0—(+1,...,0 (3.21)
gilt.

e Von der Losung der SCHRODINGER-Gleichung fiir das Wasser-
stoffatom wissen wir

mZ?et mc? 573 7Z?
E,=———=——0a*~ = —"_Ry, 3.22
2h2n? 2 Y2 nZ Y (3:22)
wobei a ~ 1/137 die Feinstrukturkonstante ist und ein “RyD-
BERG” Ry = 13.6eV.
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e Damit erhalten wir als mogliche Kombinationen fiir Z = 2

ny ng E [RY]

1 1 —4/1—-4/1 = -8
1 2 —4/1—4/4= -5
1 3 —4/1—-4/9=-40/9

1 oo —4/1-0=—-4
2 2 —4/4—4/4=-2

e Die Ionisierungsenergie wére damit

FEion = E(He" im Grundzustand + e mit 0 kin. Energie)

—F(He im Grundzustand) (3.23)
= —4Ry — (—8Ry) = 4Ry.

e Der niedrigste doppeltangeregte Zustand (ni,ns) = (2,2) liegt
energetisch bereits hoher als der einfach ionisierte (1,00)-
Zustand. Der doppelt angeregte Zustand zerfallt daher (unter z.B.
storungstheoretischer Beriicksichtigung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung V) in He' und ein freies Elektron mit der ent-
sprechenden Differenzenergie. Solche Zustdnde nennt man autoio-
nisierend.

E [Ry]

_47 -
-5 (1,2)
_677

_777

-8 (1,1)
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e Streute man ein freies Elektron an He', wiirde bei der entspre-
chenden Gesamtenergie, die dem autoionisierenden Zustand ent-
spricht, eine sog. Resonanz (mit erhohtem Wirkungsquerschnitt)
auftreten.

3.2.1 Antisymmetrisierung

e Auch wenn der Spin nicht im HAMILTON-Operator auftaucht,
spielt er durch die Forderung einer antisymmetrischen Wellen-
funktion eine Rolle.

e Die beiden Elektronenspins si,s9 = 1/2 in He koénnen sich zu
S =0 oder S =1 addieren (warum?):

S=25 +8 = _ s < S< . 3.24
S| + Sy |51 — s9] < _81—1_52 ( )
0

e Der Spin-Eigenzustand fiir S = 0 (“spin-singlet”) lautet (—
Ubung)
1

|5, Ms) = 0,0) = —=(|+=) = [=+)), (3.25)

S

2

wobei
|+—) =51 =1/2,ms, = +1/2) [s9 = 1/2,m,, = —1/2) (3.26)
und entsprechend

|—+) = |s1 =1/2,ms, = —1/2) |s9 = 1/2,m,;, = +1/2). (3.27)

e Die drei “spin-triplet”-Zustéande, die zu S = 1 gehdren, lauten
(— Ubung)

1,-1) = |—1—>, (3.28)
11,0) = —=(]+=)+[-+), (3.29)

V2
11,1) = |++). (3.30)
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e Der spin-singlet-Zustand ist antisymmetrisch,

P15 (0,0) = —10,0) . 3.31
12 |0, 0) 10, 0) (3.31)
|SaMS>

Daher muss der “Rest” des Zustands (in Ortsdarstellung ist das
dann die Ortswellenfunktion) symmetrisch sein. Fiir den Grund-
zustand schreiben wir

Symi.
0p) = "[100) |100) |0, 0) . (3.32)
M

|n1€1m1> |n2€2m2> |S,M5>
Der Index “P” steht fur Parahelium.

e Bei den spin-triplet-Zustdnden ist der Spinanteil symmetrisch.
Also muss der Rest antisymmetrisch sein. Damit das funktio-
niert, miissen wir einen zweiten rdumlichen Einteilchenzustand
|2¢m) ins Spiel bringen, da sich |100)|100) nicht antisymmetri-
sieren lasst,

1

00) = NG

Der Index “O” steht fur Orthohelium.

(\1oo> 120m) — [20m) |1oo>) 1, Ms).  (3.33)

e Man kann sich auch andere total antisymmetrischen Zusténde
iiberlegen, z.B.
1
V2
bei denen der Spinanteil und der Rest nicht faktorisieren. Aller-
dings sind diese dann keine Eigenzustidnde zu S, und S%. Aw
Berdem ist V/(1,2) in ihnen nicht diagonal. Sie sind daher fiir
Storungstheorie (s.u.) ungeeignet.

(1100} [20m) [+=) — [26m) [100) [—+)), (3.34)

e Wie oben schon angemerkt, ist die Vernachlissigung von V (1, 2)
eine sehr grobe Naherung. In der Tat ist die exakte Grundzu-
standsenergie des He-Atoms nur Fyeo = —78.975eV= —5.807 Ry
und nicht —8 Ry. Die Elektronenabstofung hebt die Grundzu-
standsenergie an, da es dann energetisch weniger vorteilhaft ist,
wenn sich beide Elektronen am gleichen Ort aufhalten.
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3.2.2 Storungstheoretische Behandlung der Elektronenab-
stoflung

e In Storungstheorie berechnen wir den Energieerwartungswert
des Storoperators V(l,?) mit den ungestorten Zustdnden. Die
Energiekorrektur fiir den He-Grundzustand in erster Ordnung
Storungstheorie ist also

AFE = (0p|V(1,2) |0p) . (3.35)

e DaV unabhéngig vom Spin ist, bleibt lediglich

AE = (100[(100]V/( rl,r2)\100>|100> (3.36)
\\j Y 2
_ /d3 /d3 |U100(r1)|?[W100(T2)] (3.37)
T — 13

mit den wasserstoffartigen Wellenfunktionen

3/2
¢100(r) = % <§O> e_ZT/aO, (338)

mit dem BOHR-Radius

h2
ag=—5 =5.29-10""cm = 0.529 A. (3.39)
me

e Wir rechnen

7 3\ 2 o0 0
AE = 62 <( /CL()) > / dry 7"% 6227’1/@0/ dry 7” e —2Zry/ag
Q 0 0

1
x / 0, / A0y, — (3.40)
r] — 13

e Um die Winkelintegration auszufiihren, nutzen wir die sphérische
Multipolentwicklung

o0 (
1 A rt
F——— Z{%H > £+1Y€m(Ql)Y£m(Q2)}, (3.41)
/=0

m=—{ r>




3.2. HELIUM-ATOM 69

wobei r~ = max(ry, ) und r- = min(ry, r5), sowie die Orthonor-
malitétsrelation der Kugelflachenfunktionen,

/ AQYE, ()Y (Q) = 810G (3.42)

und erhalten (— Ubung)

4 2
/ ao, / dQs Um)” (3.43)
Iy — rg\ max(rl, T9)
e Damit wird also

Zlag)*\* [
AE = ¢ (( /CLO)) / dry 2 e724r/ao (3.44)
0

s

4 2 1 o0
X {( ) / dryr2 e722r2/a0 4 (4#)2/ draro e_2zr2/“0} .
0

™ r

e Man erhilt (— Ubung)

5 Ze? 5 mcta? 5)
AE = 27 _27Ry. 3.45
424, 47 2 i (3:45)

o Fir 7 = 2 liefert dies

E=FEy+AE = —8Ry+25Ry = —5.5Ry = —74.8¢V. (3.46)

e Dies ist schon eine deutliche Verbesserung in Richtung des exak-
ten Wertes —5.8 Ry.

Austauschwechselwirkung

e Fiir einfach angeregte Zustéinde (d.h., eines der Elektronen bleibt
im niedrigsten Zustand |100), das andere befindet sich in ei-
nem energetisch hoheren Zustand |ném) # [100)) findet man die
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(storungstheoretische) Energieverschiebung aufgrund von Elek-
tronenabstoflung

AE@ _ 6—2/d3r1/d3r2 \¢100(r1)¢n£m(1‘2)i¢nem(rl)¢1oo(r2)\2

r; — 19

_ 3 5 |Y100(r1) |2 |Ynem (r2) |2
a [/d /d |I'1 —I‘2|
+ /dgrl/d3r2 V100 (1) (T2) V100 (T2) Vnem (r1)

r; — 19
— Tt Ko (3.47)

Das obere Vorzeichen bezieht sich auf den spin-singlet-Fall, das
untere auf den spin-triplet-Fall.

Jne ist der Beitrag der sog. direkten Wechselwirkung, wie zwi-
schen zwei klassischen Ladungsverteilungen py(r1) = e|t190(r1)|?,

pQ(rQ) = e‘wném(rQ) ‘2'

K, ist der Beitrag der sog. Austauschwechselwirkung. Man kann
zeigen, dass K,y > 0. Es ist aber auch aus physikalischen Griinden
leicht einzusehen, dass es so sein muss (— Ubung).

Man beachte: Obwohl im HAMILTON-Operator keine Wechselwir-
kung der Spins beriicksichtigt wird, geht die Spinkonfiguration
iiber die Symmetrie der Wellenfunktion in den Energiewert ein!
Genauer: Die Symmetrie des Spinanteils der Wellenfunktion be-
stimmt die Symmetrie des Ortsanteils, und dieser geht in die Be-
rechnung ein. Es handelt sich bei der Austauschwechselwirkung
also um eine neue Art von Wechselwirkung, die nicht von einem
Potential herriihrt!

AE* ~, ist unabhéngig von der magnetischen Quantenzahl m, da
A 1 ~ ~ A
[L, —] =0, L=1+1 (3.48)
[T — 1y

(soll heiflen: m vertauscht mit jeder Komponente von L) (—
Ubung).
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3.2.3 Variationsansatz

e Wir mochten nun einen noch genaueren Wert fiir die Grundzu-
standsenergie He-artiger Ionen als den eben mit Storungstheorie
erster Ordnung berechneten (3.45) und verwenden dazu die Va-
riationsmethode aus Abschnitt 1.2.

e [dee: bestimme eine effektive Kernladungszahl Z* < Z, welche die
Elektronenabstoflung effektiv beriicksichtigt. Z* ist also hier der
Variationsparameter. Ansonsten bleibt alles wasserstoffahnlich.

e Ansatz: Produktwellenfunktion aus

NEY:
P100(r) = % (f—o> e 4/, (3.49)

e Schreiben wir den HAMILTON-Operator (3.18) um als

2 ) * 2 7R\ 2 2
i — (pz Zret (Z Z)e>+ e C(350)

2m T T lr; — 1o

so erkennen wir, dass der Energieerwartungswert £ = (4| H 1))
in der Form

(Z — Z%)e? ?

T T ) (351)

geschrieben werden kann. Dabei ist es im mittleren Term egal, ob
im Nenner r; oder r9 steht.

E(Z7) = 2Ey(Z7) = 2(¢|

e Wir kénnen nun oben bereits berechnete Ergebnisse fr die Grund-
zustandskonfiguration (Parahelium) verwenden:

2Ey(Z*) = —2Z**Ry, (3.52)
7 — 7Z%e Z A e2
Ty — - W 2% )
" %,_/
_Epot(Z*)
7 7F
= 27—, 2Z**Ry,  (3.53)
W) = 27w (354)
\rl—r2| N 4 Y- '
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e In (3.53) haben wir den Virialsatz FEy, = —%Epot fir das
CouLomB-Potential benutzt:
1
E - Ekin _I_Epot - §Ep0t' (355)
*%Epot
e Damit erhélt man also
5
E(Z*) = —2Ry (—2*2 +227" — §Z*> . (3.56)
e Das Energieminimum erhalt man aus
OF
=0 3.57
07* ’ ( )
und zwar .
7" =7 — —. 3.58
. (3.58)

e Einsetzen in E(Z*) liefert

2
Ey = o242y 9 (3)

] ) | By (3.59)

e Man sieht: der erste Term ist das Ergebnis fiir nicht-
wechselwirkende Elektronen. Der zweite Term ist die gleiche
Energiekorrektur, die man auch in erster Ordnung Storungstheo-
rie [s. (3.45)] erhélt. Der dritte Term ist neu. Er verringert die
obere Schranke fiir die wahre Grundzustandsenergie weiter (vgl.
RiTZsches Variationsprinzip in Abschnitt 1.2). Unser Variations-
ansatz ist in diesem Sinne erster Ordnung Stérungstheorie iiber-
legen.

o Fiir Z = 2 liefert (3.59)
Ey=-57TR —5. :
0 y < 55Ry |, (3.60)
erste Ordng. Strgsth.

liegt also schon ziemlich dicht am richtigen Wert Ey = —5.8 Ry
dran.
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Existenz von H™: Ein Beispiel fiir starke Elektronenkorrelation

e L ist erstaunlich, dass H™ einen stabilen Grundzustand hat, ob-
wohl netto eine negative Elementarladung als Uberschuss im Sy-

s

stem vorliegt. Wie schafft das eine Proton, zwei Elektronen “in
Schach zu halten”?

e Die beiden Elektronen in H™ sind korreliert.

e Korrelation bedeutet in diesem Zusammenhang, dass man den
Ortstanteil der Zweiteilchenwellenfunktion nicht als Produkt von
Einteilchenwellenfunktionen schreiben kann.

e In der Tat sagt unser Variationsansatz kein stabiles H™ voraus,
denn fiir Z =1 ergibt sich aus (3.59)

5 5\
94+ 2 _9
1 (16>

d.h., H™ wiirde in ein neutrales H und ein freies Elektron zerfallen.

Ey = Ry = —0.945Ry > —1Ry, (3.61)

e HYLLERAAS hatte die Idee, direkt Korrelation in den Variations-
ansatz fiir die Wellenfunktion “einzubauen”:

¢(r1, I'Q) = f(S, t, u, Ci), 1= 0, 1, 2, .. -imaxa (362)
s =a"(ry +r), t=a*(r; —r9), u = a’|r; —rol.

f(s,t,u,c;) besteht aus einer Summe iiber i mit Koeffizienten ¢;,
deren genaue Gestalt hier nicht diskutiert werden soll.

e HYLLERAAS konstruierte f derart, dass alle in (H) = (4| H |¢))
auftretenden Integrale analytisch 16sbar sind.

e Die Forderungen
0(H) O(H)
oa* 0¢;
bilden ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir a* und die ¢;. Des-
sen Losung fiihrt zu Ey von sehr hoher Genauigkeit, sofern man

=0, Vi 20 (3.63)

ausreichend viele ¢; mitnimmt.
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e Achtung! FEine sehr genaue Losung einer gegebenen
SCHRODINGER-Gleichung mittels Variationsrechnung mit aus-
reichend vielen Parametern bedeutet noch nicht, dass das
Ergebnis sich immer mehr dem exakten, experimentellen Resul-
tat anndhert, denn der HAMILTON-Operator selbst konnte noch
zu ungenau sein. Welche Effekte haben wir in (3.18) noch nicht
beriicksichtigt (— Ubung)?

e Betrachtet man den Aufwand zum Losen der SCHRODINGER-
Gleichung, hat man den Eindruck, zwei Elektronen sind schon
(mindestens) eines zu viel. Die Situation wird fiir Vielelektro-
nensysteme wie z.B. schwerere Atome nicht besser. Gesucht sind
systematische und wielseitig anwendbare Methoden, um quanten-
mechanische Vielteilchensysteme effizient (numerisch) behandeln
zu kénnen. Die wichtigsten werden wir im folgenden behandeln.

3.3 HARTREE- und HARTREE-FOCK-Methode

e Wir betrachten N Elektronen, die sich in einem &dufleren Potential
Ze? [r bewegen und sich gegenseitig abstofien:

H:Z(AZ ) Zm_rj (3.64)

1=1 1>]

Hierbei bedeutet
N N i—1
1>] 7j=11i=j5+1 =1 j=1
Alternativ kann man auch schreiben
oy

1>7 1 =1
J J= i£j
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e H ist invariant unter Teilchenaustausch und vertauscht daher mit
dem Permutationsoperator, so wie es bei einem System aus un-
unterscheidbaren Elektronen sein muss.

e Die Vielelektronenwellenfunktion 1(1,2,3,...,N) erfiillt die
SCHRODINGER-Gleichung

A~

Hy(1,2,3,...,N)=FE¥(1,2,3,...,N) (3.65)
und muss antisymmetrisch sein.

e Die exakte, analytische Losung dieses Problems ist fir N > 1
nicht moglich. Selbst eine numerische Losung fiir groflere IV ist
hart, da der Rechenaufwand exponentiell mit N steigt (sog. “ex-
ponential wall”).

e Idee: leite effektive Einteilchen-SCHRODINGER-Gleichung ab, die
ein Elektron unter dem Einfluss des Kernpotentials und dem
mittleren Potential aller anderen Elektronen (“mean-field”-Néhe-
rung) beschreibt.

3.3.1 HARTREE-N&herung

e Ansatz fiir die Wellenfunktion: Produkt aus Einteilchenwellen-
funktionen ¢y (i) (d.h. Teilchen i im Einteilchenzustand k), z.B.3

\IJ(L 2,3,..., N) = 901(1)902(2)903(3) T QON(N)' (3'66)

e Wir verzichten hier zunéchst einmal auf die Antisymmetrisie-
rung.*

e Die Einteilchenwellenfunktionen (i) haben einen Spin- und
einen Ortsanteil,

or(i) = or(ri)x(msi). (3.67)

3Das o im unteren Index in der Kennzeichnung des Zustands aus Abschnitt 3.1 ersparen wir
uns hier.
4Diese wird zum “FOCK-Term” in Abschnitt 3.3.3 fiihren.
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e Wir setzen voraus, dass die Einteilchenwellenfunktionen ¢y (7)
normiert sind,

/dl lor(1)]? = 1. (3.68)

Hierbei soll
1/2

/ di= ) / d*r (3.69)

m81:—1/2

bedeuten. Es gilt also separat

/d?’r lor(r)]? =1 (3.70)

und
1/2

S ham)P =1 (3.71)

ms=—1/2

e Wir wollen nun die Energie minimieren. D.h. wir suchen einen
Satz von Einteilchenortswellenfunktionen, fiir den

1) = (1) = S [ @l -1) (372

k

minimiert wird. Hier haben wir die Bedingung, dass die Ein-
teilchenortswellenfunktionen normiert sind, durch LAGRANGE-
Parameter €, beriicksichtigt.

e Berechnen und Einsetzen von (H) liefert

) = 3 [ @ [ @rvgie) et

h? Ze?
X [—%V? - T] p1(r1) - - on(ry)

X ([ #riawre-1)

—|—Z/d37’1-.-/d37’]\/' 62g0>1k(r1)...sp}kV(rN)gol(rl)”'@N(rN)

= ri — 1
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= & gj(r _;—mv —72—€j p;(r) +¢;
S{ [ #reio [ 5w =T -+

3 [ [ e S oama). 6T

1>]

e Im zweiten Schritt wurden alle Integrationen ausgefiihrt, die we-
gen der Normierung lediglich einen Faktor 1 liefern.

e Man iiberzeuge sich davon (— Ubung), dass wenn wir den
Spinanteil der Einteilchenwellenfunktionen mitgeschleppt hétten,
auch kein anderes Ergebnis vorldge. Dies liegt daran, dass der
HAMILTON-Operator spinunabhéngig ist.

e Um das Minimum zu finden, wird nun variiert,
6(H)

|
= 0. 3.74
e (3.74)

e Zur Erinnerung: Variation eines Funktionals f[p(x)]
0flp(x)] = fle(x) + op(x)] — fle(x)]. (3.75)

e Die Variationsableitung g_f ist definiert durch

/da: % do = 0 f[p(x)]. (3.76)

e In der Praxis rechnet man ¢ f[p(x)] mittels (3.75) aus und liest
o mittels (3.76) ab.

3
e Wir erhalten fiir eine Variation bzgl. ¢}

stity = [ [s6i0) (=5 - 25— a) i) 370

2m

+Zdlk/d3 /d3 / 259% ‘r(_)r/‘( )i (r')

1>

—|—Z5jk/d3 /d3 ,6 90@ 6S0f‘(_)r9/0|i(r)90k(r/)’

1>
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mit den KRONECKER-Deltas d;; und 0. Im letzten Term kann
man die Summationsindizes ¢ und j sowie die Integrationsvaria-
blen r und r’ vertauschen, sodass man

i [ /dg,w] o) o

v — /|

J>t

erhiilt. Dann liefern die beiden Wechselwirkungsterme in (3.77)
zusammen

e2d
Z/d?, /d3 , €70 (r ’r(_)r/‘ er(r)p;(r ) (3.79)

J#k

Somit folgt

. h? 7Ze?
S(H) = /d3r S (r) [—%V2 - — ¢

r

+Z/d3 / “Iﬁ‘pﬁ_ o er(r).  (3.80)

J#k

O(H) >

o ablesen [ndmlich die eckige

Hieran kénnen wir mittels (3.76)
Klammer mal ¢ (r)].

Somit liefert (3.74) die HARTREE-Gleichung

[—’iw SELt >} (1) = cxnlr) (3.81)

2m
mit dem HARTREE-Potential

e’|
Pj
E /d3 / |rﬂ_r/| (3.82)

J7k

Die HARTREE-Gleichung (3.81) hdtte man auch erraten kénnen,
denn der HAMILTON-Operator besteht offenbar aus kin. Energie
+ pot. Energie im Potential des Kerns + Wechselwirkung mit
allen anderen Elektronen.
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e Das HARTREE-Potential Vi hdngt von Einteilchenortswellenfunk-
tionen ab. Daher ist die HARTREE-Gleichung eine mnichtlinea-
re SCHRODINGER-Gleichung, die selbstkonsistent gelost werden
muss. Aulerdem gilt fiir nichtlineare Gleichungen kein Superpo-
sitionsprinzip.

o V. ist im Allgemeinen fiir jedes Orbital ) anders. Daher wer-
den die selbstkonsistent gefundenen, geméfi des PAULI-Verbots
besetzten i, k =1,2,..., N i.a. nicht orthogonal sein. Es bietet
sich die Vereinfachung

)2

Vi(r) Z/d?’ / 2':"]_1“ (3.83)

an. Dann “sehen” alle Elektronen das gleiche gemittelte Poten-
tial, und die Orbitale ¢, der selbstkonsistenten Losung werden
automatisch orthogonal sein.

e Problem: Potential V(r) in (3.83) hat einen unphysikalischen
Selbstenergiebeitrag, da das Orbital ¢ die “eigene” Ladungsver-
teilung “spiirt”.

e In der Praxis verwendet man meist die sog. Zentralfeldnédherung,

V() — V(r) = ﬁ / A0V (r). (3.84)

Das HARTREE-Potential wird also durch Mitteln iiber die Winkel
kugelsymmetrisch gemacht. Dies hat den Vorteil, dass ¢ und m,
wie im Fall nichtwechselwirkender Elektronen in einem kugelsym-
metrischen Potential, gute (Einteilchen-) Quantenzahlen bleiben.

e Die Gesamtenergie ist bei nichtlinearen SCHRODINGER-
Gleichungen im Allgemeinen nicht mehr einfach nur die Summe
der Einteilchenenergien (wie es bei nicht-wechselwirkenden
Teilchen der Fall war). Aus der HARTREE-Gleichung (3.81) folgt
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nach Multiplikation mit ¢ (r) und Integration iiber r

h? Ze? e’ )|
ek:/d3r<p2< —V? - ><pk+/d3rcpk2/d3 ' ‘% ‘ — 0k

(3 85)
rgument r unterdrickt i ¢, 7). Vergleich mit £ = lefert
A driickt in ¢\”). Vergleich mit E = (H) lief
(— Ubung)
3 316 *lgi(r)|? (T N7
E = Zel Z/d /d R . (3.86)

1<J

Der letzte Term zieht die doppelt gezédhlten Wechselwirkungen in
der Summe ). ¢; wieder ab.

3.3.2 Rechnen mit SLATER-Determinanten

e Als Vorbereitung fiir die Ableitung der HARTREE-FOCK-
Gleichung fiir Fermionen ist es niitzlich, sich mit dem Rechnen
mit SLATER-Determinanten

N

) 1Y) e )

(1) . :

/\_ 1 w l. .
Al lea) -+ lew) = ’

1 N

Y

ein wenig vertraut zu machen.’

e Betrachte die antisymmetrisierten Zustédnde

() = A~ iy) [1h) -+ [ihw) @) = A [¢1) o) -+ - |d) -
(3.87)

e Nochmal zur Schreibweise: die |¢);), [¢;) und |¢;), i =1,2,..., N,
sind Einteilchenzustinde, |¥), |®) und A~ |¢) \ch> ]goN>

®Wir denken uns hier im Produktzustand auf der linken Seite die Einteilchenzustéinde der Reihe
nach gemifl dem Teilchenindex aufgeschrieben, d.h., |o1) [@2) - |on) = ‘¢§1)> ‘cpf)> e <pS\J,V)>.

Observable sind natiirlich unabhéingig von der Einteilchenindizierung (wieso?).
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sind  antisymmetrisierte ~ Vielteilchenzustinde  (SLATER-
Determinanten).

e Was ist z.B. (®|W)?
o Wir wissen (— Ubung), dass mit A* = - > p (£1)PP [s. (3.16)]

Daher gilt®

(P|V) = \/_<¢1’<¢2| Ao AT 1) o) -+ o)
= (d1]{¢o]- ch\Z )PP ) [s) - - |th)

= ) (-1 <¢1\wm><¢2wm>---<¢N|¢PN>

- Det( @ ) (3.89)

Matrix mit Zeilen—/Spaltenindex i,j

Hier soll z.B. P1 der neue, durch Permutation an die Stelle 1
gelangte Index bezeichnen. Im letzten Schritt haben wir die De-
finition der Determinante (Det) verwendet.

e Man sieht: das Skalarprodukt zweier SLATER-Determinanten ist
die SLATER-Determinante der Einteilchenskalarprodukte.

e Wir spezialisieren nun auf den uns interessierenden Fall, wo |P)
und |¥) aus dem selben Satz von orthonormierten Einteilchen-
wellenfunktionen aufgebaut sind.

e Eis folgt, dass

nur dann, wenn die gleichen Einteil-

(2T) # chenzust. in |®) und | V) besetzt sind.

(3.90)

6In manchen Biichern wird der (Anti-) Symmetrisierungsoperator als A* = S p(EDP P
definiert. Dann gilt (schoner) A=A~ = A~ (Idempotenz), aber |®) = A~ |¢1) |¢2) - - - |on) ist (fiir
normierte Einteilchenzustéinde |¢;)) nicht normiert (unschén). Ein extra v/N! taucht also so und
so irgendwo auf.
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Ansonsten wiirde eine ganze Spalte (oder Zeile) in M;; null, und
die Determinante in (3.89) verschwindet.

o Eis gilt
(U|¥) =Det1 =1, (3.91)
wobei 1 die N x N-Einheitsmatrix sei.

e Fiir eine Summe aus Einteilchenoperatoren, wie sie iiblicherweise
in Einteilchen-HAMILTON-Operatoren vorkommt (z.B. Y, V(i) =

— > e*Z/r;) folgt

(V] Z V(i) |0) = Z(m\f/ |13 | (3.92)
denn
N A
(\If\. V(i) | W) (3.93)
=1 N
= (x| A Y V()| A Y1t )
(¥ = )
(A= 5, V) al
7 (Priha -] | D V(@) | A" A [briby - - 1hw)
=1

_ mzwlwz N[V (DA [y - - o)

N
- ZZWW?'"wNW(i)(—l)PWPWPz'--¢pN).

=1 P

Nehmen wir z.B. den Term ¢ = 1,

> (hitha - N V() (=) [op1topa - - py)

pP

= Z Papi [V [9p1) (Walthpa) - - - (b [op).

= (W1 |V o).
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Der letzte Schritt folgt, da nur die Einheitspermutation P = 1
beitragt, weil bei allen iibrigen Permutationen orthogonale Ein-
teilchenwellenfunktionen mindestens in einem der Skalarproduk-
te aufeinandertreffen und Null ergeben. Das Gleiche gilt fiir
i=2,3,...N, womit (3.92) bewiesen ist.

e Man sieht also: der Erwartungswert einer Summe von Einteilchen-
operatoren bzgl. einer SLATER-Determinanten |V) zerfillt in eine
Summe von FEinteilchenerwartungswerten des Einteilchenopera-
tors bzgl. Einteilchenzusténden.

e Fiir eine Summe von Zweiteilchenoperatoren (man denke an

A

W(i,j) = ==—) erhilt man (— Ubung)

ri—r;|

(V32 W) 1) = 5 5 (sl 1) — s W 1))

i<j ]

direkter Term Austauschterm

(3.94)
D.h. wir bekommen einen Austauschterm, wie er uns schon in
der He-Rechnung begegnet ist. Wir brauchen hier ¢ = 7 nicht aus
der Summe ausschlielen, da sich fiir ¢ = j direkter Term und
Austauschterm wegheben.

Einteilchen-Einloch-Anregungen

e Wir nehmen an, |¥) und |®) unterscheiden sich nur in einem
Einteilchenzustand.

e Sei ¢y, in |¥) besetzt, aber in |®) stattdessen v,

e Wir schreiben
D) = |\prh>. (3.95)

e p steht fiir “particle”, h steht fiir “hole”, daher nennen wir |¥,;,)
FEinteilchen-FEinloch-Anregung (ETELA).
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e Physikalische Interpretation: startend von |¥) macht ein Elek-
tron einen Ubergang vom Einteilchenzustand h zum Einteilchen-
zustand p. Der Endzustand ist dann |W¥,,). Er beschreibt eine
elementaren Anregung, eben eine ETELA.

‘qj> ‘quh>
Yo
000000 o,
o—© o —©
e Fiir eine solche ETELA gilt wegen (3.90)
(U, | W) = 0. (3.96)
o Auflerdem
(W Zv )W) = (| V [n) (3.97)
denn [vgl. (3.93)]
(| i V(i) W) (3.98)
=
= ;2}; Yty -y ONV (@) (1) [prtopa - pn - dpw)

Nehmen wir z.B. den Term ¢ = 1,

> (Witha -ty by V() (=1)7 [bprtppa - bp - - py)

P

= Z POV [hpr) (dhaltopa) - - (Wplopn) - - (nlibpn).

Da nun unter den Einteilchenzustéanden im Ket 1, gar nicht vor-
kommt, gilt

(¢p|topn) =0,
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egal welcher Einteilchenzustand an die Stelle (an der urspriinglich
h stand) hinpermutiert wurde.

Man sieht: nur die Terme p =1
D (D Wlpr) - (Wl V ibpn) - - (nltpn)
P

konnen iiberhaupt beitragen, und von denen nur die Einheitsper-
mutation P =1,

(Wrlihn) - (Wl V [0n) - - (| WV )

denn alle anderen wiirden zu einem Skalarprodukt von (v, i #
p mit dem unter den Kets nicht vorkommenden Zustand |,)
fithren. Daher (3.97).

(wilys)=
)

e Auf die gleiche Weise kann man zeigen, dass fiir eine Summe von
Zweiteilchenoperatoren Y. W (i, 5) gilt (— Ubung)

1<J

(Wonl ST W (0,3 19 = D7 (Wbl e — it W ) ).

(3.99)

e Analog zur ETELA kann man auch Zweiteilchen-Zweiloch-
Anregungen |W, ,.n.5,) einfiihren. Es gilt (— Ubung)

mm\Zv )W) =0, (3.100)

<\pp1p2h1h2‘ Z W(Z7]) ‘\Ij> - <¢p1¢p2|W |¢h1¢h2>_<¢p1wp2|w |¢h2¢h1> :

i<j

(3.101)

3.3.3 HARTREE-FOCK

e In der HARTREE-Néherung haben wir den energieminimierenden
Produktzustand gesucht. Das PAULI-Prinzip wird “per Hand” da-
durch “eingebaut”, dass die Einteilchzusténde nur einmal besetzt
werden.
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e In der HARTREE-FOCK-Nédherung suchen wir die energieminimie-
rende SLATER-Determinante. Da in einer nichtverschwindenden
SLATER-Determinante keine zwei gleichen Einteilchenzusténde
besetzt sein konnen, ist das PAULI-Prinzip automatisch erfiillt.

e Subtilitdt: wir miissen derart variieren, dass die Variation
(W) + 0| )

ebenfalls eine SLATER-Determinante ist. Dies kann man dadurch
erreichen, dass man zu einem Einteilchenzustand einen kleinen
Anteil X eines in |U) unbesetzten Einteilchenzustands |¢,) hinzu-
addiert:

i) — [¥0) = [i) + XilYy) - (3.102)

N——
6]tbi)
e Auf diese Art ist sichergestellt, dass

o 0 falls 7 #1

(510 —{ |+ O falls =i (3.103)

e (3.102) entspricht nun gerade dem stérungsméBigen Hinzuaddie-
ren einer ETELA:

[U) — [U') = [T) + X |U,) . (3.104)
——

5|w)

e Oder mehr physikalisch: wenn wir uns vom Grundzustand weg-
bewegen, so geschieht dies durch elementare ETELA, welche die
Energie erhohen.

e Zwei-, Drei- etc. Teilchen-Lochanregungen sind von Ordnung A2,
A3 etc. und brauchen in der folgenden Variationsrechnung nicht
beriicksichtigt werden.

e Wie bei der HARTREE-Nédherung wollen wir nun variieren [vgl.
(3.72)]. Wir beriicksichtigen schon durch (3.103), dass die variier-
ten Einteilchenwellenfunktionen (in Ordnung A!) orthonormiert
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bleiben, schreiben dies aber formal nochmal explizit als Randbe-
dingung mit LAGRANGE-Parametern ¢;; dazu:

(Hy = (H) + Z €ij[(Vilthy) — 4] (3.105)
e Wir finden
O(H) = (ULH|Y) + Y ey (dlys) =0 (3.100)
</\\I/ph| Y 0, da <1/)p|1/)j>:0

e Damit folgt das sog. BRILLOUIN-Theorem: Ist |¥) der Grundzu-
stand, so ist fiir alle |W,,)

(U | H W) = 0. (3.107)

e Mit den oben hergeleiteten Formeln fiir ETELA folgt

Py - A A
(Wpl (3 7) i+ (Wil W [t — (it IV fun)) = 0.
- (3.108)

e Diese Gleichung wird sicherlich erfiillt, wenn wir uns einen
vollstédndigen Satz von besetzten und unbesetzten Einteilchenwel-
lenfunktionen 1,, 13 beschaffen, welche die folgende Gleichung

erfiillen:
/\2 R N R R
(Wal (o + V) ) + 3 ({WtbalW [itos) — (bsteal W [0 )
=1
—: (tho| Hur [¥5) = €a0ap. (3.109)

Hierbei lduft die Summe iiber ¢ {iber alle in |V) besetzten
Zusténde. Den durch diese Gleichung definierten HARTREE-
Fock-Operator Hyr betrachten wir gleich noch genauer.

e Lirfiillt ein orthonormierter Satz von Einteilchenwellenfunktionen
die HARTREE-FOCK-Gleichung

Hyr |v5) = 25 [1g) , (3.110)
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wobei [ iiber besetzte und unbesetzte Zusténde lauft (die Summe
tiber ¢ in Hyp allerdings nur iiber die besetzten), so ist sicherlich
auch (3.109) erfillt.

Direkter Term

e Wir identifizieren in (3.109) den aus dem He-Problem bereits be-
kannten direkten Term

N
Jog = (ol T [1hg) = (Witha W [tbits) . (3.111)
=1
Also ist N
T = (i W Jay) (3.112)
=1

1=
und in Orts—Spin—Darstellung

2 2 !
d3 / € |¢Z I' ms —. /d3 /L() 3 113
-3 [aryin e G
mit der Emtezlchendzchte

p(r) = ZZ [i(r, ms) 2, (3.114)

die man auch (— Ubung)
N
= (U] o(rl—1)|P) (3.115)
schreiben kann.

Austauschterm

e Der zweite in (3.109) unter der Summe auftretende Term ist der
ebenfalls aus dem He-Problem bereits bekannte Austauschterm,
N

Kap = ZWH%\W [pthi) - (3.116)

1=1

"D.h. Teilchen pro Volumen. Die Ladungsdichte wire dann —ep(r).
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e In Orts-Spin-Darstellung

Ko = (3.117)
2

N
2 Jf e D R i ma) e, e ).

e Der Austauschterm ist nichtlokal, denn schreiben wir (3.110) aus,

f)2

e o = (2047 ) Wb+ =K ) = e5103) . (3119

dann sehen wir, dass K nicht einfach ein multiplikativer Operator
(so wie J) ist, denn anhand von (3.117) folgt, dass in Orts-Spin-
Darstellung

Ksteim) = Y [ @ K(om, o) (3.119)

mit

1st.

Der Zustand |1)3), auf den K in Hyp (3.118) wirk, “rutscht” in
Ortsdarstellung unter das Raumintegral (daher “nichtlokal”). K

ist also ein Integraloperator. IC nennt man auch Integralkern (engl.
“kernel”).

Einteilchen- und Gesamtenergie

e Gleichung (3.109) liefert fiir « = f = j unmittelbar die Einteil-

chenenergien
~ 9 A N A A
ej = (V| (;—m + V) WjHZ((%WW ik — (Wit | W \¢j¢z‘>>-
i=1

(3.121)
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e Andererseits ist die Gesamtenergie
E[Wyp] = (Vur| Hup [Var) - (3.122)

e Mit (3.92) und (3.94) folgt

E[¥up] = Z(W (QP—m + V) ;) (3.123)
42 7 (sl ) — (sl )

Durch Vergleich mit (3.121) erkennt man:

1 . .
ElWr] =) ci—5) (Gabotg W o) — (bW [0 )
i irj

(3.124)

e Wie bei der HARTREE-Methode auch, muss also von der Sum-

me der Einteilchenenergien der (besetzten) Orbitale die Hélfte

der Wechselwirkungsenergie abgezogen werden, da man anson-
sten jede Paarwechselwirkung doppelt zéhlte.

Einige Anmerkungen

e Wie schon die HARTREE-Gleichung, ist die HARTREE-FOCK-
Gleichung (3.110) aus mathematischer Sicht ein Satz gekoppelter,
nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen, der selbstkonsi-
stent gelost werden muss. In der Praxis erfolgt dies iterativ, z.B.

1. Starte mit einer geratenen SLATER-Determinanten V.
2. Diagonalisiere Hyp[W].

3. Bilde neue SLATER-Determinante W; mit Eigenzustdnden
von Hyp[Wy.

4. Gehe zu Punkt 2, es sei denn die Einteilchenenergien und
Einteilchenenzustidnde éndern sich (in der gewiinschten Ge-
nauigkeit) nicht mehr.
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e HARTREE-FOCK mit — wie hier eingefithrt — einer SLATER-
Determinanten und keinen weiteren Einschriankungen heif3t auch
“unrestricted HARTREE-FOCK”.

e Zwingt man die Einteilchenwellenfunktionen in die Form

_ dulr)

¢i (I‘, ms)

so spricht man von “restricted HARTREE-FOCK”. Hierbei bleiben
¢, m “gute Quantenzahlen” und alle Radialwellenfunktionen fiir
eine Unterschale n, ¢ sind gleich.

Yo ()Xo, (3.125)

e Aus HARTREE-FOCK erhilt man die “optimale” (d.h. energie-
minimierende) SLATER-Determinante. Eine gemittelte Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen inklusive Austauscheffekten,
PAuLI-Verbot und ohne Selbstwechselwirkung ist in HARTREE-
Fock-Theorie enthalten.

e Korrelation ist noch nicht beriicksichtigt.®

Multikonfigurations-HARTREE-FOCK

e Der Raum aller Vielteilchenzustédnde, die sich durch eine einzige
SLATER-Determinante ausdriicken lassen (d.h. unkorreliert sind),
ist ein Unterraum des Raumes aller antisymmetrischen Wellen-
funktionen.

e Allerdings: jede antisymmetrische Wellenfunktion kann in
SLATER-Determinanten entwickelt werden,

Teon) = Y ¢ [T,), (3.126)

(denn jede Wellenfunktion kann in Produktwellenfunktionen ent-
wickelt werden).

8Der Begriff “Korrelation” wird in unterschiedlichen Gebieten der Physik unterschiedlich ver-
wendet. Geldufig ist die Definition “ein System ist korreliert, wenn man dessen Wellenfunktion
nicht als Produktwellenfunktion schreiben kann”. In Zusammenhang mit HARTREE-FOCK nennt
man ein System korreliert, wenn man dessen Wellenfunktion nicht als eine SLATER-Determinante
schreiben kann.
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e Variation bzgl. der Einteilchenzusténde in den ¥, und den Ko-
effizienten ¢, liefert die “multi-configurational” HARTREE-FOCK
(MCHF)-Gleichungen, die selbstkonsistent gelost werden miissen.
Die MCHF-Methode ist prinzipiell exakt, in der Praxis jedoch
durch Einschrinkungen der gewédhlten Basis beschrénkt.

e Wenn wir mit einer ausreichend grofien Basis von antisymme-
trisierten Einteilchenzustinden arbeiten, konnen wir auch direkt
versuchen, den Vielteilchen-HAMILTON-Operator in dieser Basis
zu diagonalisieren. Dies ist die “configuration interaction” (CI)-
Methode, hinsichtlich deren Exaktheit die gleiche Anmerkung wie
bei MCHF gilt.

e Beispiel fiir He-artige Ionen in atomaren Einheiten (la.u. =
27.21eV).

Eyr FEnicnr E(Celxakt) Eexp.

H™ | -0.487927 -0.527510 -0.527751 -0.52776
He |-2.861680 -2.903033 -2.903724 -2.90378
Lit | -7.236416 -7.279019 -7.279913 -7.28041

Hier ist Eyvicar # Eéelxakt), da die Anzahl SLATER-Determinanten
in der MCHF-Rechnung offenbar noch zu gering war.

e Man sieht:

kt : ..
* Eéelxa ) < Fyvenr < Eyr, wie aus dem RiITZschen Variations-
prinzip zu erwarten.

* Bayp — Eéelxakt) ist ein Mafl fir Korrelation. Dieser
Wert ist ziemlich konstant entlang isoelektronischer Seri-
en (wie hier die der He-artigen Ionen). Der relative Fehler

(Eur — ES™Y/ES™) sinkt also mit wachsendem Z.

KooprMmANS-Theorem

e Berechnet man den Unterschied der Gesamtenergie fiir
das HARTREE-FOCK N-Elektronensystem und das N — 1-
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Elektronensystem, bei dem das kte Elektron entfernt wurde, so
findet man (— Ubung)

Ex—E}y_, (3.127)
/\2 R R .

= (V] <2p_m + V) V) + Z <<¢i¢k\w i) — (i | W WMM)

= &k Z (3.128)

(KoopPMANs-Theorem).
e Die Summe iiber i lauft wieder iiber alle besetzten Zustinde.?

e Es wird angenommen, dass die anderen Elektronen nach dem Her-
auslosen des kten Elektrons “eingefroren” bleiben, d.h. nicht zu
der i. Allg. niedrigeren Gesamtenergie En_1 relaxieren. Deshalb
schreiben wir F/},_;, um anzudeuten, dass es sich i. Allg. um eine
angeregte Elektronenkonfiguration handelt.

e Insbesondere beim Entfernen des Valenzelektrons erwartet man,
dass sich wenig an den Orbitalen der energetisch tieferliegenden
Elektronen &dndert. In diesem Fall sollte also

EValenzelektron == EN - EN—I — _[p (3129)

sein, wobei [, das Ionisationspotential ist.

Beispiel: HARTREE-FoCk-Behandlung des Beryllium-Grundzustands

e Be: 4 Elektronen, Konfiguration 1s?2s?, SLATER-Determinante

Prs(1) [ )Y (1) [0 (1) [ (1) [P
1| 90,(2) [P 01,2) | 9)® n(2) [9)® 4ns(2) |-
VA ¥13) [0 0n(3) [0 ns(3) [P s (3) |—)

Pro(4) [0 rs(4) |2 (@) )Y as(4) )P

Hierbei bedeutet (i) jeweils der Teilchenindex und 1s, 2s, |£) bezeichnet den
Zustand mittels Einteilchenortswellenfunktion 1, oder 19, und Spin |+) =
|ms = £1/2).

9In welchem System? Egal, da i = k sowieso nicht beitréigt.



94 KAPITEL 3. MEHRELEKTRONENATOME

e Die in (3.118) auftretenden Potentiale lauten

N 4e?
v=_2C (3.130)
r
J = Jiap + Jis— + Josr + Jas_, (3.131)
2
Jigp = / a3 ||f¢isi/1)|| Sy (3.132)

und jgs analog. Also konnen wir auch schreiben

J =215 + 25 (3.133)

e Betrachten wir nun, wie K z.B. auf ¢1,(r)|+) wirkt. Durch Vergleich mit
(3.119) erkennen wir, dass in diesem Fall mg = +1/2. Daher folgt mit

Ro@le) = 3 [ @ e em o, m)
— /d?’r//C(r—i-,I‘/—)wls(r/) |—)
+/d37“’lC(r+,r’+)¢15(r’) +) -

Nun folgt mit (3.120), K(rmg, r'm.) = S8 4 (r',m ) ,|1/12(r ms),

4 2
K(rt.r'—) = () (| : = r/|wi(1‘) +) = 0.
i=1
e Fiir K(r+,r'+’) finden wir
2 2
K(r+r'+) = ¢;0055§;ﬁm4m—+wauvﬁfépﬁb4m.

Damit folgt dann also
> 3 7 x / 62 /
meww=:/dm%@¢jﬂmwwaww>
62
+/&w@wk—7w¢mmww>
= [ v

v — 1’|

v~

Jis
/d3 / 2¢23( /)¢1s(r/)

v — |

thas(r) [4+)
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und analog fiir Kvy,(r) |—).
Fiir 15, findet man

Rt ) = [ Sy ) )
b [ S .

e Damit bekommen wir zwei gekoppelte, nichtlineare, partielle Differentialglei-
chungen, die HARTREE-FOCK-Gleichungen fiir Be:

R _,  4e?
513¢15(r) = _%V - — + 2J15 + 2J28 - Jlg wls(r)

Jls +2J25 Selbstenerglekorr‘

_ ( / & e%;’sfr;)ﬁlf(r’)) bar(1),

o,  4e?
EQSwQS(r) = _%V - — + 2J15 + 2J25 J2§ ¢28(r)

2J15+Jo2s, Selbstenerglekorr.

( / s UL ’)%(r’)) e (3134

v —r'|

e Diese beiden Gleichungen kann man auch in einer Matrix-Gleichung zusam-

menfassen:
er 0 @Dls(r)) ( Dy Ay ) (¢1s(r)) .

— Ay =A 3.135
< 0 e ) (wzsm Ao Dy ) Ny} A=z (3139

wobel 2 12

Vg P =
Di=—5 V= — +§j:2J] Ji, i=1,2, (3.136)
2 / /

A = /d3 / ¢2|s£ _)zf,lf( ) (3137)

e Die Orbitalenergien sind spinunabhéngig. Dies liegt an der Spinneutralitit bei
geschlossenen Schalen.

e Man kann zeigen, dass fiir abgeschlossenen Schalen (so wie hier bei Be) alle
auftretenden Potentiale kugelsymmetrisch sind. Daher kénnte man die Glei-
chungen noch weiter herunterkochen zu Gleichungen fiir die Radialwellenfunk-

tionen ¢y4(r) und ¢og(r).
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3.4 TuaomAs-FERMI-Methode

e Idee: Man tue so, als ob man lokal die Theorie des freien, homo-
genen Elektronengases verwenden kann.

e FERMI-Energie (nicht-relativistisch)

R
9m

B (3.138)

e Die Anzahl der Elektronen ist gegeben durch (vgl. Statistische
Physik)
Vin(hky)? 1%
_ 93 _ 13
(Faktor 2 wegen der zwei Spineinstellmoglichkeiten m, = £1/2),
also ist die Dichte

p= N_ ke = ke = (3m2p)'/3. (3.140)
V. 3n?
e Wenn wir nun annehmen, dass lokal die Theorie des freien, ho-
mogenen Elektronengases angewendet werden kann, ist die Ge-
samtenergie!”

h2
Ey = %k%(r) +V(r), (3.141)

wobel wir von Kugelsymmetrie ausgehen.

e Wir erwarten, dass die Theorie gut funktionieren wird, solange
die Gradienten in der Elektronendichte klein sind.

e Die kinetische Energie des am wenigsten gebundenen Elektrons

lautet ,
h
T(r)=FEy—V(r) = %k%(r). (3.142)

10Man beachte die Analogie zur WKB-Niherung, wo man den Wellenvektor (oder Impuls) lokal
durch den einer ebenen Welle annéhert (s. Abschnitt 1.1).
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V, Energie r

e V(r) wollen wir nun selbstkonsistent bestimmen. Wie in der Elek-
trostatik ziehen wir dazu die POI1SSON-Gleichung heran:

V2V = —4me?p. (3.143)

o Wegen (3.142) gilt auch

—V2T = —4re?p. (3.144)
o Mit
3 3 3/2
kg 1 (v2mT\ 1 (2mT (3.145)
P= 302 ™ 3n2 h ~ 3m2 \ R? ' '
e Einsetzen in (3.144) und V? in Kugelkoordinaten liefert
1 5? 4¢® (2mT\™?
-——(rT) = — . 14
r Or? (rT) 3 ( h? ) (3.146)

e Wir fithren nun die dimensionslose THOMAS-FERMI-Funktion

X (r) ein:
T(r) rT(r)

x(r) = Zetlr  Zer
Man sieht, dass x(7) lokal das Verhéltnis von kinetischer Energie
zu potentieller Energie beschreibt.

(3.147)
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e Gleichung (3.146) wird mit y zur THOMAS-FERMI-Gleichung (—
Ubung)

52 X3/2 , 972 1/3
= = = _ — . 14
X = . YTy T (1282) (3.148)

ag = h*/(me?) ist wieder der BoHRsche Radius.

e Der duflere Umkehrpunkt (s. Abb. ) liegt bei g = /b, wo Ey =
V(ro) und T'(ry) = 0, also auch y(xg) = 0.

e Randbedingung bei x — 0: hier dominiert V(r) = —Ze?/r iiber
Ey, sodass

T(r—0)=-V(r—0) = T(r—0)= Z—GQ. (3.149)

-
e Daraus folgt fiir die THOMAS-FERMI-Funktion die Randbedin-

gung
x(x —0) =1. (3.150)

e Auflerdem gilt [s. Definition (3.147)] x(z) # 0 fir € [0, zo|.
Daher ist aufgrund der THOMAS-FERMI-Gleichung (3.148) auch
X" # 0, d.h. ¥’ dndert nicht das Vorzeichen.

e Da x(x9) = 0, ist x also eine Funktion, die an der Stelle z = 0
bei 1 startet und dann monoton abfallend sein muss.

X
1+
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e 1, bestimmt sich aus der Bedingung, dass das Integral iiber die
Teilchendichte die Anzahl Teilchen N liefern muss,

To
47r/ p(r)r?dr = N. (3.151)
0
e Diese Bedingung kann man umschreiben in y und z (— Ubung)

Z/xo X (x)y/rder =N (3.152)
0

und mithilfe der THOMAS-FERMI-Gleichung

X0 To
N = Z/ ax'de =7 {xx']go — / X d:r:} (3.153)
0 0

= Zlzox' (29) — 0 — {w—x\@/}] = Zlzox'(zo) + 1].
0 1

e Daher
N —Z

Z

zoX' (T0) = (3.154)

e Da \' < 0 sein muss, folgt Z > N, also konnen negative Ionen
nicht mit dieser Methode beschrieben werden.

e N = Z beim neutralen Atom. In diesem Fall gilt
zoX (z0) = 0. (3.155)

Wie ist das moglich? xyp = 0 scheidet aus, aber trotz y' < 0 fiir
z € [0, xo[ kann lim,_,. X'(z) = 0 gelten. Also ist bei neutralen
Atomen xy unendlich.

e Wenn der Umkehrpunkt im Unendlichen liegt, gilt £y = 0. Dann

15t
V(r)=-T(r)= —ZTBXO(T). (3.156)

e V(r) ist also das durch y(r) abgeschirmte CoOuLOMB-Potential.
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e Die THOMAS-FERMI-Funktion fiir neutrale Atome yo(x) ist eine

universelle Funktion, d.h. eine Funktion fiir alle Atome, dank des
Skalierungsverhaltens mit 7.

Zur Bestimmung von x(x) gibt man sich bei z = 0 die Randbe-
dingungen x(0) = 1, x’(0) = B < 0 vor und berechnet x(z) fiir
x > 0. Schneidet x(z) die x-Achse bei endlichem z;, so hat man
die Losung fiir ein positives lon Z > N gefunden. Schneidet x(z)
die x-Achse nirgendwo, so ist die Dichte nicht auf N normierbar
und die Losung ist aus physikalischen Griinden zu verwerfen. Fiir

B = —1.588 (3.157)

findet man zy — oo. Dies ist also der Fall des neutralen Atoms.

Fiir B = —1.608 findet man zp ~ 2.9 und (N — 2)/Z = —1/2
(positives lon, bei dem die Hélfte der Elektronen fehlt).

Vorteile von THOMAS-FERMI-Theorie: universell, elegant, (fast)
analytisch, wird i. Allg. umso besser, je mehr Elektronen im Sy-
stem sind; exakt im Z — oo-Grenzfall; Quantenmechanik ohne
Wellenfunktion.

Nachteile: keine “Details”, wie 2z.B. Schaleneffekte, falsches
asymptotisches » — oo-Verhalten von Elektronendichte und Po-
tential, Valenzelektronen zu schwach gebunden, keine Bindung

bei Molekiilen.

Korrekturen: Gradientenkorrektur (VON WEIZSACKER)

N /d3r ‘v%f, (3.158)

Austauschterm (DIRAC)

. / &r p3(x) (3.159)

zerstoren das einfache Skalierungsverhalten und sind daher ange-
sichts moderner Dichtefunktionaltheorie (s. folgenden Abschnitt)
nicht mehr sonderlich attraktiv; aulerdem sind sie nicht exakt im
Z — oo-Grenzfall.
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3.5 Dichtefunktionaltheorie

e Dichtefunktionaltheorie (DFT) ist die Methode moderner Struk-
turrechnungen (in Physik, Chemie, Biochemie, ...).

e Nobelpreis fiir Chemie 1998 an WALTER KOHN und JOHN A.
PoOPLE.

e Grundlegende Arbeit: P. HOHENBERG und W. KoHN, “Inhomo-
geneous Electron Gas”, Phys. Rev. 136, B864 (1964).

e Verdffentlichung von W. KOHN und L. J. SHAM, “Self-
Consistent Equations Including Exchange and Correlation Ef-
fects”, Phys. Rev. 140, A1133 (1965) meistzitierte Arbeit: 21492
Zitate am 24.11.2013.

e Die numerische Darstellung der Vielteilchengrundzustandswellen-
funktion W(1,2,..., N) (auf Gitter oder entwickelt in irgendwel-
chen Basisfunktionen) skaliert exponentiell mit N (“exponential
wall”, — Ubung, s. Abschnitt 3.3).

Frage: Kann man ohne Wellenfunktionen auskommen? In ande-
ren Worten: kann man Quantenmechanik ohne Wellenfunktionen
treiben? Antwort (vorweggenommen): Im Prinzip ja ...

e Bereits in THOMAS-FERMI-Theorie taucht keine Wellenfunktion
auf, sondern nur die Finteilchendichte p(r). Hat man eine Vielteil-
chenwellenfunktion W(rymgq, romss,...rymsy) gegeben, so be-
rechnet sich die Einteilchendichte geméaf

N

p(r) = Z Z / H dSTj ‘\P(rlmslu romgo, . .. I'NmSN)‘Q
i=1 Mg JFi r—r

(3.160)
(wieso?).

e p(r) heifit Einteilchendichte, weil p(r)/N die Wahrscheinlichkeit
angiebt, irgendein Teilchen am Ort r (ungeachtet des Spins) an-
zutreffen.
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e Wenn U antisymmetrisiert ist (oder im Fall von Bosonen sym-
metrisiert), dann liefert jeder Summand ¢ in (3.160) den gleichen
Beitrag, und es gilt

N
p(r) = NZ/Hd?’rj Z W (rmy, Tamss, ... Tymey)| .
Mg 7=2 Mg
(3.161)
e p(r) ist immer dreidimensional, nicht 3/N-dimensional. Konnte
man anstatt die SCHRODINGER-Gleichung eine andere Gleichung
(bzw. ~ N Gleichungen) fiir p(r) l6sen, um den Grundzustand

eines Systems zu beschreiben, so skalierte das Problem nicht mehr
exponentiell mit V.

3.5.1 HOHENBERG-KOHN-Theorem

e (3.161) definiert eine Abbildung

D : {v} — p} . (3.162)
~ ~
Menge der Grundzustandswf. Menge der Einteilchendichten

e Die SCHRODINGER-Gleichung

A~ ~

H|W)=F, W), H= T,  + V, + W, ,
kin. Energie  Einteilchenpot. = Wechselw.
(3.163)
wobei, wie iiblich,
N p?
T = ! 3.164
; o (3.164)
die kinetische Energie,
N 2

A e
W = z_:zm (3.165)
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die Zweiteilchenwechselwirkung!! und

N
~ 7 62
v=-3 (3.166)

7
i=1

die Einteilchenpotentiale!'? sei, definiert fiir gegebene Wechselwir-
kung W eine zweite Abbildung

C: vy — v} . (3.167)
~ ~
Menge der Einteilchenpot. Menge der Grundzustandswf.

e Man sieht: setzt man eine gegebene Wechselwirkung W voraus,
so definiert V das konkrete, betrachtete System (z.B. Atome,
Molekiile, Cluster, Festkorper, Plasmen, ..., bei denen W immer
gleich ist).

Wo treten andere W auf (— Ubung)?

e Wenn wir zeigen konnen, dass

CD: ! — {p} (3.168)
~ ~
Menge der Einteilchenpot. Menge der Einteilchendichten

eindeutig umkehrbar (bijektiv) ist, dann lage die gesamte Informa-
tion iiber das betrachtete System bereits in der Einteilchendichte,
denn dann gilt

— p(r) bestimmt eindeutig V,

— V bestimmt H , da T, W universell, d.h. immer gleich (fiir
eine vorgegebene Teilchensorte),

— H bestimmt iiber die SCHRODINGER-Gleichung U,

— und ¥ enthélt jegliche prinzipiell messbare Information.

Tm Fall von Elektronen in Atomen, Molekiilen, Festkérpern, Plasmen, ...
12Tm Fall von Atomen (N = Z) oder Ionen (N # Z).
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Beweis des HOHENBERG-KOHN-Theorems

e 1. Schritt: Man beweise, dass unterschiedliche V stets zu unter-
schiedlichen Wellenfunktionen W fiihren.

e Offenbar miissen wir hier ausschlieflen, dass sich die Potentiale
nur um eine additive Konstante unterscheiden,

V # V' + const., (3.169)
da ansonsten die Wellenfunktionen gleich sind (wieso?).

e Fiir zwei im Sinne von (3.169) unterschiedliche Potentiale schrei-
ben wir die entsprechenden SCHRODINGER-Gleichungen auf:

(T+W+V)|¥) = E|T), (3.170)
(T+ W+ V)W) = E' |0 (3.171)

e Widerspruchsbeweis (reductio ad absurdum): angenommen, die
beiden Potentiale lieferten die gleiche Wellenfunktion |¥) = | W),

= (V -V |¥) = (E - E V). (3.172)
In Ortsdarstellung wird dies zu
V(r)—V'(r) = E — E' = const., (3.173)
denn ¥ kann nicht iiberall verschwinden.
e Gleichung (3.173) ist im Widerspruch zu (3.169). Daher folgt
w) £ ), (3.174)

Abbildung C' ist also injektiv.
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e 2 Schritt: Man beweise, dass auch die Abbildung D : {U} — {p}
injektiv ist.

e Seien

W) # [V) (3.175)

zwel normierte Grundzustinde zu den Hamiltonians H bzw. H'.

e Gemil RITZ [s. (1.72)] gilt fiir die Grundzustandsenergie Fj eines
Systems mit Hamiltonian H und Grundzustandswellenfunktion W

Ey = (U|H |U) < (V'|H [T, (3.176)

denn W' ist geméB (3.175) nicht der Grundzustand bzgl. H. Ana-
log gilt fiir das gestrichene System

E) = (V'|H'|V') < (U|H'|T). (3.177)

Hierbei nehmen wir an, dass die Grundzustidnde nicht entartet
sind, da wir ansonsten < anstatt der <-Relation héitten. Der Be-
weis lasst sich auf den Fall entarteter Grundzustinde erweitern

(— Ubung).

e Die erste der beiden Ungleichungen schreiben wir um als

By < (W|@ =V + V)W) = By + [ S5 @V ) - V()

(3.178)
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e Die zweite der beiden Ungleichungen schreiben wir um als

By < (W|(f =V + V') |0) = By — / Bp(r)[V(x) - V/(r)].

H/
(3.179)

e Widerspruchsbeweis: angenommen, p(r) = p/(r), dann folgt durch

Addition der Gleichungen (3.178) und (3.179)
Fy + E| < E| + Ej,
was Unsinn ist. Daher

p(r) # p(r) = D injektiv. (3.180)

e Dieses Ergebnis mag iiberraschen, da p(r) eine so “ausintegrierte”

Grofle ist. Man konnte meinen, dass deshalb viele Vielteilchen-
grundzustandswellenfunktionen zur gleichen Einteilchengrundzu-
standsdichte fithren. Dem ist also nicht so.

Man beachte, dass wir uns im zweiten Teil des Beweises (zur
Abbildung D) auf Grundzusténde spezialisieren mussten (sonst
funktioniert RITZ nicht). In der Tat kann eine Einteilchendich-
te in einem Potential eine Grundzustandsdichte sein, in einem
anderen Potential aber die Dichte eines angeregten Zustands.
Wir beschéftigen uns hier ausschliefSlich mit Grundzustandsdich-
tefunktionaltheorie.
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e Wir haben nun gezeigt, dass zwei unterschiedliche Potentiale
(3.169) notwendigerweise zu zwei unterschiedlichen Einteilchen-
grundzustandsdichten p(r), p(r’) fithren. Die Abbildung ist C'D

also injektiv.

e Es bleibt die Frage nach der sog. v-representability: Gibt es zu
jeder vorgegebenen Dichte ein Potential, welches diese Dichte als
Grundzustandsdichte hat? Mathematisch ist dies die Frage nach
der Surjektivitdt der Abbildung C'D.

o

e Die Antwort lautet “nein”. Man kann Beispiele finden fiir Dich-
ten, die keine Grundzustandsdichten eines Potentials sind (—
Ubung). Fiir das praktische Rechnen (s.u.) stellen diese “patho-
logischen” Beispiele jedoch kein Problem dar.

e Wir fassen nun die drei Hauptaussagen des HOHENBERG-KOHN-
Theorems zusammen:

1. Wegen der Eindeutigkeit der Abbildungen C' und D ist der
Grundzustandserwartungswert einer jeden Observablen O ein
Funktional der Grundzustandseinteilchendichte,

Olp) = (¥[pl|O [¥[p]) . (3.181)
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2. Die Grundzustandseinteilchendichte liefert geméafl RiTz die
Grundzustandsenergie,

Ey = min Ey[p]. (3.182)
pe{p}

3. Das Energiefunktional

Eylo) = (U[)|(T+ W+ V) [W[o) = Fisk[] + / & V() p(r)

(3.183)
lasst sich aufspalten in das (fiir eine vorgegebene Teilchensor-
te und Zweiteilchenwechselwirkung) universelle Funktional

Fii[p] = (P [p]|(T + W) [¥[p]) (3.184)

und den systemspezifischen Einteilchenanteil [ d*r V(r)p(r).

3.5.2 KOHN-SHAM-Methode

e Bisher wissen wir nur, dass im Prinzip die Einteilchengrundzu-

standsdichte bereits alle Informationen {iber das System in sich
tragt. Wir wissen allerdings noch nicht, wie wir sie effizient be-
rechnen kénnen.

Die KouN-SHAM (KS)-Methode liefert ein praktisches Schema
zur Berechnung der Einteilchengrundzustandsdichte, der Grund-
zustandsenergie und weiterer Gréflen.

Idee: Betrachte “Ersatzsystem” von nicht-wechselwirkenden
“Hilfsteilchen” (KS-Teilchen), welches die gleiche Einteilchen-
grundzustandsdichte liefert,

|

prs(r) = p(r), (3.185)
Hys = Tks + Vks,  Wks = 0. (3.186)

Hierbei nehmen wir an, dass dies moglich ist (s.u.).
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e Wir wissen bereits, dass fiir W = 0 die Vielteilchen-
SCHRODINGER-Gleichung in N Einteilchen-SCHRODINGER-
Gleichungen separiert (s. Abschnitt 3.1). Daher gilt (in Ortsdar-
stellung)

(g ¥+ Tis(r) ) lr) = i), (3187)

2m
ps(r) = D L) = o), (3.188)

FExs = Txks[p] + / d®r Vis(r)p(r). (3.189)

Hierbei ist

Tisll =~ Y [ @ o' 9(m) (3.190)

e Man beachte: Vkg(r) ist lokal und fiir alle KS-Teilchen gleich. Da-
her ist die KS-Methode nicht dasselbe wie HARTREE-FOCK und
aus numerischer Sicht effizienter. Im Prinzip ist die KS-Methode
sogar exakt, denn noch haben wir keine weiteren, vereinfachenden
Annahmen gemacht.

e Wir haben noch nicht wirklich etwas gewonnen, denn die ganze
komplizierte Vielteilchenphysik wurde abgewilzt auf ein unbe-
kanntes Vks(r). Dieses Potential muss gerade so gewéhlt werden,

dass pis(r) = p(r).

e p(r) ist die Grundzustandsdichte eines, wegen des HOHENBERG-
KoOHN-Theorems, eindeutig zugehorigen Potentials V', welches in
einem Vielteilchen-Hamiltonian A (mit W darin) steht. Kann
man immer ein Potential Vkg (in einem nicht-wechselwirkenden
Hys ohne W) finden, das ebenfalls p(r) als Grundzustandsich-
te hat? Dies ist das sog. “non-interacting v-representability”-
Problem. Wir nehmen im Folgenden an, es sei moglich.
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Bestimmung von Vg

e Wir teilen (3.183) des wechselwirkenden Systems auf:

Bvl) = [ vl (3.191)

+ Tks[p /d3 /d?’?“'p r, v )p(r") + Ex[p]

= Fudel + [ Vi),

62

Wir,x') =

v —x|’

d.h. den Fehler, den wir dadurch machen, dass wir Txg anstelle
(U[p]|T |¥[p]) schreiben und nur den direkten Wechselwirkungs-
anteil von (U[p]|W |¥[p]) mitnehmen, kompensieren wir durch
Einfithren des sog. Austausch-Korrelations-Energiefunktionals

Ey.[p].

e Fy soll minimiert werden, daher die Variation:
0 = dEv[p] = Evlp+dp] — Ev[p] (3.192)
— Tislel + [ Vi) sole)

—I—/d37’/d37” dp(r) W(r,x')p(r') + dEx[p]

e Wir definieren

0Ly [p(r)]
op(r)

als sog. Austausch-Korrelations-Potential.

Vielp(r)] =

e Damit haben wir also

0 = 6Tis + / & dp(e) {V () + Vaelp()] + Virlo(o)] b, (3.194)
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mit dem HARTREE-Potential
Valp(r)] = /dgr/W(r,r’)p(r'). (3.195)

e Nun fehlt noch die Berechnung von §7ks:

Txs = Z/d?’q«% <——V2> (1) (3.196)
= ;/dgr @i (r) [ei — Viks(r)] @i(r)
- _zjv;gi]dgr¢i(r)|i/d3TVKs(r)p(r).

~
1

Variation liefert
0Tks = —/d3r Vks(r) dp(r). (3.197)

Zusammen mit (3.194) also

0= [ @ ap(e) {~Vies(e) + Vx) + Vialplx)] + Vio()] }

\

-~
|

=0

(3.198)

e Das gesuchte KS-Potential in der KS-Gleichung (3.187) lautet
damit also

Vis(r) = V(r) + Valp(r)] + Vie[p(r)]. (3.199)

e Noch immer scheint nichts gewonnen, da V. (und E\.) unbekannt
sind.

e Allerdings haben wir das Problem heruntergekocht auf die univer-
sellen Groflen Vi, (und Ex.). Das bedeutet, kennt man gute Néhe-
rungen fiir eine vorgegebene Wechselwirkung, z.B. COULOMB-
Wechselwirkung (relevant bei Atomen, Molekiilen, Clustern,
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Festkorpern, Plasmen, ...)

62

Wir,r') = : (3.200)

-1

so konnen wir das Vielteilchenproblem effizient (d.h. mit einem
~ N skalierenden Aufwand) behandeln.

Es existiert eine Hierarchie von Naherungen fiir Fy., und damit
(durch Variation) auch fiir V..

Am ganz unteren Ende dieser Hierarchie steht die exchange-only
local density approximation (XLDA). Dabei geht man (wie bei
THOMAS-FERMI) vom homogenen Elektronengas aus, fiir das
man die Austauschenergie exakt berechnen kann (— Ubung).

Die exakte Korrelationsenergie des homogenen Elektronengases
kann man nicht analytisch berechnen, es existieren allerdings nu-
merisch ermittelte Parametrisierungen.

Auf der nachsten Stufe der Hierarchie stehen Gradientenkorrek-
turen.

Weit oben stehen optimized effective potential-Methoden, etwas
darunter Vereinfachungen davon.

Fiir viele Anwendungen in der Chemie und Biochemie sind die
beiden untersten Stufen schon ausreichend.

Die THOMAS-FERMI-Methode ist formal auch eine Dichtefunk-
tionalmethode, bei der auch die kinetische Energie durch ein ex-
plizites Funktional der Dichte ausgedriickt wird.

Erweiterungen

e DFT mittels KS-Methode kann auch als Ausgangspunkt fiir CI-Rechnungen

dienen, indem man die (besetzten und unbesetzten) KS-Orbitale als Basis
verwendet (sog. Hybrid-Methoden,).

e Es existieren Erweiterungen hinsichtlich Ensembles (zur Behandlung angereg-

ter Zustinde), offener Systeme und Hamiltonians mit Vektorpotentialen darin
(Stromdichtefunktionaltheorie).
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e In Strukturrechnungen miissen die Positionen der Ionen (im Festkorper, Mo-
lekiil etc.) erst bestimmt werden. Man macht dann {iblicherweise eine elek-
tronische DFT-Rechnung fiir festgehaltene, klassische Ionen. Dies miisste man
fiir alle moglichen Ionenkonfigurationen wiederholen, bis man das absolute
Energieminimum gefunden hat. Es handelt sich also um ein typisches Opti-
mierungsproblem.

e Fiir grofle Molekiile mit vielen Ionen kann man nicht alle Konfigurationen
durchprobieren. Die Entwicklung von effizienten Strategien ist noch immer
Gegenstand aktueller Forschung.

e Die klassische Behandlung von Ionen ist oft eine gute Naherung. Aufgrund
des groflen Masseunterschieds zwischen Elektronen und Ionen sind die Ionen
sehr viel langsamer. In Quantenmolekulardynamik-Rechnungen geht man da-
her iiblicherweise davon aus, dass die Elektronen nur die instantane Ionenkon-
figuration “spiiren” und die Ionen sich aufgrund der gegenseitigen Abstoflung
und der Wechselwirkung mit der Elektronendichte bewegen.

e DFT wurde von MERMIN erweitert, um endliche Temperaturen behandeln zu
kénnen (bisher haben wir nur Grundzustinde, also 7'~ 0 betrachtet).

e Es existiert ein HOHENBERG-KOHN-artiges Theorem auch fiir zeitabhéngige
DFT (RUNGE und GROSS, 1984). Zeitabhéngige DFT (TDDFT) ist niitzlich,
um die response von Systemen auf Stérungen zu berechnen. Zunehmend wer-
den auch nicht-perturbative Phinomene mittels TDDFT untersucht.

3.6 Aufbau von Vielelektronenatomen

e Wir haben nun einige Methoden zur Bestimmung des selbstkonsi-
stenten atomaren Potentials kennengelernt (HARTREE (-FOCK),
THoOMAS-FERMI, DFT).

e Im Folgenden diskutieren wir einige qualitative Aspekte.

e Gehen wir von einer Zentralfeldndherung aus, so gilt V(r) =

V(r).
e Das asymptotische Verhalten ist bekannt:

2
lim V(r) = — 2, (3.201)

r—0 r
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lim V(r) = - 2 - (A; — e (3.202)
e Bei endlichen, neutralen Ladungssystemen gilt also
o2
}i)rgo V(r) = - (3.203)

e Nahe am Kern “spiirt” jedes der Elektronen die “nackte” Kern-
ladung Ze, weit weg schirmen N — 1 Elektronen die Kernladung
ab, sodass die effektive Kernladung dort [Z — (N — 1)]e ist.

e In Zentralfeldnéherung sortieren wir die (nur {tiber das ge-
mittelte, selbskonsistente Potential aber ansonsten) nicht-
wechselwirkenden Teilchen in Orbitale (d.h. Einteilchenwellen-

funktionen)
e (T
Untmm, (r) = ¢ i( ) Yo (Q) X, (3.204)
——
Rn((r)
n:1,2,..., EZO,TL—L m:—&._.)f’ m5:i1/2
ein

e Wegen des Potentialverhaltens (3.201) und (3.202) werden die
Energieniveaus (im Vergleich zum reinen COULOMB-Potential)
(-abhéangig.
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e Die Verschiebungen (bzgl. des puren —1/r-Potentials) sind in der
folgenden Abbildung schematisch dargestellt:

S 6p 6d 6f  n=gin-1r
- BS o ——5d— n=5in-1Ir
Sp of .
fffffffffffffffffffffff 4d - —— - n=4in -1/
S8 4f
aith
o T Bd n=3in -1/r
=2
Q
0 4s
=P
3s
9=0, 1, 2, 3

e Hierbei verwenden wir die spektroskopische Notation, also s, p, d,
f,g, h, ... fir{=0,1,2,3,4,5,....

e Man sieht z.B., dass 4s energetisch tiefer liegt als 3d. In der Tat
ist es bei Kalium energetisch giinstiger, nach der voll besetzten
3p-Schale das Valenzelektron in die 4s-Schale und nicht in die
3d-Schale zu platzieren.

e Je grofler ¢, desto mehr Aufenthaltswahrscheinlichkeit liegt bei
groferen r, wo V(r) schon signifikant durch die inneren Elektro-
nen abgeschirmt ist. Die f-Orbitale mit ¢ = 3 liegen im Beispiel
schon dicht an den Energien, die man vom —1/r-Potential erwar-
tet.

e In den /;-Unterschalen befinden sich maximal 6; = 2(2¢; + 1)
Elektronen, also
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l; = 01 2 3 4 5
Notation s p d f g h
0, =2(20;+1)|2 6 10 14 18 22

e Fiir die Hauptquantenzahl n = 1,2,3,4,5,6... wird manchmal
die Notation K, L, M, N, O, P (-Schale) verwendet.

e Bei v; ununterscheidbaren Elektronen gibt es

d; _ % <5> (3.205)

B VZ'((SZ - Z/z)' v;
Moglichkeiten, sie in eine Unterschale n;¢; zu fiillen (Entartung).

Bei geschlossenen Unterschalen ist d; = 1, da 9; = v;.

Bei Kohlenstoff befinden sich die beiden dufleren Elektronen in
der 2p-Schale. Hier gilt d; = 15. Ohne Beachtung des Spins und
ohne Abweichungen vom Zentralfeldpotential sind alle diese ent-
arteten Konfigurationen gleichwertig, da die Einteilchenenergie
weder von m noch von mg abhéngt (s.u.).

3.7 Jenseits des Zentralfelds und Spineffekte

e Methoden wie HARTREE-FOCK oder DFT verwenden effekti-
ve Potentiale Veg;, die dann noch (womdglich) iiber die Win-

kel gemittelt werden, ‘A/eﬂ‘i. Damit erhélt man einen HAMILTON-
Operator in central field Form

N
He=> b hi = —h—2v2 + Ve (3.206)
— ’ 2m " '

e Den wurspriinglichen HAMILTON-Operator mit der vollen
CouroMB-Wechselwirkung W (i, j) darin

0= Z <—%v2 + V) +Y Wi, j) (3.207)

i<j
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kann man schreiben als
H= et Hi== 3 (Vo = V) W(0.5). (3208
1 1<j

H, kann nun als kleine Stb'rung behandelt werden, ganz im Ge-
gensatz zum Term ., . W (i, ;) alleine (vgl. Betrachtungen zu
He in Abschnitt 3.2).

1<j

e Mit diesem Hamiltonian sind die Einteilchenquantenzahlen ¢, m
und my keine guten Quantenzahlen mehr (— Ubung). Stattdessen
gilt

[H.+H,,L]=0, L=>] (3.209)

(fiir jede Komponente von L)™ und ebenso
[H,+ Hy, LY = 0. (3.210)
Die neuen guten Quantenzahlen bezeichnen wir mit L und M.

e Zwar kommt in H, + H; kein Spinoperator vor, jedoch steht es
uns frei (wie bei der Rechnung fiir Helium in Abschnitt 3.2) Ei-
genzustinde des Hamiltonians H.+ H, 7zu konstruieren, die auch
Eigenzustéinde des Gesamtspins

S=>"§ (3.211)

sind. Sicherlich gilt [H,+ Hy,S] = 0 und [H.+ H;,S?] = 0, sodass
wir S und Mg als gute Quantenzahlen verwenden kénnen. Im He-
Beispiel hatten wir S = 0, Mg = 0 (“spin-singlet”) und S = 1,
Mg = —1,0,1 (“spin-triplet”).

e Beriicksichtigt man auflerdem noch die Spin-Bahn-Kopplung (ei-
ne Herleitung folgt spéter im Abschnitt zur DIRAC-Gleichung),
so hat man

H=H,+ H, + H, (3.212)

13Generell meinen wir bei Kommutatorgleichungen, in denen einer der Operatoren im Kommu-
tator ein Vektor ist, dass die Gleichungen fiir jede Vektorkomponente gilt.
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mit
. — 1 oV
Hy = ;5(%)1@' - Si, §(r) = S22y O (3.213)

Mit diesem Hamiltonian sind die Quantenzahlen My, Mg keine
guten Quantenzahlen mehr, weil [H,L] # 0, [H,S] # 0.

Fiithrt man den Gesamtdrehimpuls
J=L+S=) j (3.214)
=1+ (3.215)
ein, so gilt auch
[H,J]=0 (3.216)

(fiir jede Komponente von J) und ebenso
[H,J% = 0. (3.217)
Neue gute Quantenzahlen sind demnach J und M.

In Storungstheorie betrachtet man die Matrixelemente des Spin-
Orbit-Hamiltonians (3.213) bzgl. Zustdnden mit vorgegebenen
Quantenzahlen L und S. Nach der Diagonalisierung des Hamil-
tonians kann man die Energieniveauverschiebungen ablesen. Die
gleichen Energieverschiebungen kann man durch einen effektiven
Hamiltonian der Gestalt

Hy=AL-S (3.218)

erreichen. A ist eine effektive Spin-Bahn-Kopplungsstérke, die aus
den iiber alle Elektronen und den Radius gemittelten Funktionen
&(r;) herriihrt.

Mit H} bleiben L und S wegen (— Ubung)
[H3, L] = [H3,S*] =0 (3.219)

gute Quantenzahlen.
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e Wir kénnen unsere Losungen fiir H,.|W) = E,|¥) als Basis fiir
Storungstheorie in H; und Hy hernehmen. Dabei unterscheiden
wir drei Fille, die auftreten konnen:

— Fall 1: |Hy| > |H,| (fiir kleine bis mittlere Z), sog. LS-
Kopplung (RUSSELL-SAUNDERS).
Hier fiihrt die Wechselwirkung der Elektronen zu einer Kopp-
lung der einzelnen 1; zu L (und §; zu S) und die Spin-Bahn-
Wechselwirkung zwischen beiden wird als Storung angesehen.

— Fall 2: |Hy| > |H,y| (fiir groBe Z), sog. jj-Kopplung. Hierbei
iiberwiegt die Spin-Bahn- Kopplung in ﬁg, und es ist sinnvol-
ler 1; und S; zunéchst zu j; zu koppeln und die Kopplung zu
J = > JZ durch die Elektronenwechselwirkung als Storung
hoherer Ordnung zu behandeln.

— Fall 3: |H,| ~ |Hy|, sog. intermediire Koppluny.

Fall 1: |H,| > |H,|

e Ausgangspunkt (d.h. in nullter Ordnung) ist hier H, = 0. Nach
den obigen Uberlegungen sind die guten Quantenzahlen ganz oh-
ne Spin-Bahn—Kopplung LSMMs.

e Da alle zu vorgegebenen L und S gehorenden M, Mg zur gleichen
Energie fithren (wieso?) ist ein Term

25+, (spektroskopische Notation L =S, P,D,F,...)

(2L + 1)(2S + 1)-fach entartet. Der obere Index 25 + 1 heifit
Multiplizitdit.

e Notation: L = 0,1,2,3,... bezeichnet man nun mit den Grof3-
buchstaben S, P, D, F, ... und die Multiplizitit 25 + 1 =
1,2,3,4, ... mit singlet, duplet, triplet, quartet etc.

e Um von der ungekoppelten Darstellung n;l;m;mg; zur gekoppel-
ten Darstellung LS M Mg iiberzugehen (hier kennzeichne v die
Konfiguration bzgl. H,, von der wir ausgehen), miissen wir also
Drehimpulse addieren (und das PAULI-Verbot beachten).
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e Am einfachsten geht dies bei geschlossenen Schalen, denn dort

gilt
Mp=Y mi=0, Mg=)Y my=0, (3.220)

denn alle m; = 0,+1,42,... und my; = +1/2 kommen vor und
addieren sich zu Null (erste HUNDsche Regel).

Daher bleibt nur der Term mit L = .S = M, = Mg = 0 {ibrig,
1
S.

Nun der Fall fiir Elektronen in unterschiedlichen Schalen n, z.B.
fiir zwei Elektronen, eines in np, das andere in n'p. Das PAULI-
Verbot ist wegen n # n’ schon erfiillt. Aulerdem

61262:1:>L:|€1—€2‘,...,£1+£2:O,1,2,
1

51282:§:>S:‘81_52|,...,31+82:O,1.

Die moglichen Terme sind also
's, 'p, 'D, ’s, °P, °D
mit den Entartungen (25 +1)(2L +1) =1,3,5,3,9, 15.

Insgesamt gibt es damit 36 Moglichkeiten, genauso wie in der
ungekoppelten Darstellung:

2(20, +1)2(20, +1)=2-3-2-3 = 36.

Der Ubergang von ungekoppelter zu gekoppelter Darstellung ent-
spricht einem Basiswechsel. Die neue, gekoppelte Basis hat Ba-
siszustidnde, die Eigenvektoren zum neuen Hamiltonian (mit der
Kopplung darin) sind. “Gute Quantenzahlen” erlauben es, diese
Eigenzustdande durchzunumerieren, denn ihre zugehérigen Ope-
ratoren vertauschen mit dem Hamiltonian, sodass dessen Eigen-
zusténde auch Eigenzusténde dieser Operatoren sind.

Im Allgemeinen heben Kopplungen Entartungen auf. Ohne Elek-
tronenwechselwirkung und Spin-Bahn-Kopplung hétten alle 36
Konfigurationen die gleiche Energie. Mit Kopplung nicht.
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e Mit zwei Elektronen in der gleichen Schale, (np)?, wie beim Koh-
lenstoffbeispiel von oben, wird es schon recht kompliziert. Mit
¢1 = l5 = 1 ergeben sich folgende Konfigurationen:

Nr. my mg; ma mgy Mp Mg
1 1 + 1 — 2 0
2 1 — 0 + 1 0
3 0 + 0 — 0 0 D
4 0 - -1 + -1 0
5 -1 + -1 - =2 0
6 1 + 0 + 1 1
7 1 — 0 - 1 -1
8 0 + -1 + -1 1
9 0 - -1 - -1 -1
10 1 + 0 — 1 0 3P
11 1 - -1 + 0 0
12 0 + -1 - -1 0
13 1 + -1 + 0 1
14 1 - -1 - 0 -1
15 1 + -1 — 0 0 IS

In der letzten Spalte stehen die gekoppelten Terme, zu de-
nen die ungekoppelten Zusténde beitragen. In anderen Worten:
durch geeignete Linearkombinationen der z.B. fiinf ungekoppel-
ten Zustdnde 1-5 erhélt man Eigenzustinde des Hamiltonians
mit Kopplung, die zum Term 'D gehoren.

Die Terme 'P und 3D kommen nicht vor. Um sie zu konstruieren
brauchte man ungekoppelte Basisvektoren, die wegen des PAULI-
Prinzips verboten sind.

e Um die Wechselwirkung zwischen den Elektronen zu minimieren
und dadurch die Gesamtenergie zu verringern, ist es giinstig, wenn
die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir kleine Elektronenabstéande |r; —
r;| gering ist. Dies ist der Fall, wenn in einer Schale

* der Gesamtspin S maximal (zweite HUNDsche Regel) und

* der Gesamtbahndrehimpuls L maximal (dritte HUNDsche Re-
gel)

sind.
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3.7.1 LS-Kopplung: Feinstruktur

e Wie oben in (3.219), (3.216) und (3.217) bereits bemerkt, sind
bei Beriicksichtigung von Spin-Bahn-Kopplung JLS M ; die guten
Quantenzahlen.

e Wir erwarten also durch H» eine weitere Aufspaltung der im Term
25+1], enthaltenen, entarteten Energieniveaus in Terme mit unter-
schiedlichem J. Wir bezeichnen diese aufgespalteten Terme mit

25, (spektroskopische Notation).

e Da diese Aufspaltung klein ist im Vergleich zur Aufspaltung we-
gen der Elektronenwechselwirkung, bezeichnet man sie als Fein-
struktur.

e Die verbleibende Entartung ist wegen
My=—-J—-J+1,...,J (3.221)

(2J + 1)-fach. Sie kann durch Anlegen eines Magnetfelds aufge-
hoben werden (ZEEMAN-FEffekt).

e Mogliche J-Werte (Multiplett) sind
L —-S|,|[L-S|+1,...,L+ 5. (3.222)

Dies sind 2541 Moglichkeiten falls L > S oder 2L+1 falls L < S.
AuBerdem gilt (— Ubung)

L+S
> (2J+1)=(2L+1)(25 +1). (3.223)
J=|L-S|

e Beispiel: Grundzustand von Kohlenstoff (C).

— Die Besetzung der Orbitale in ungekoppelter Darstellung, so wie sie im
Periodensystem vermerkt ist, lautet

(1s)* (25)* (2p)".
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— Es brauchen nur die zwei p-Elektronen betrachtet werden, da sich der
Gesamtspin S und der Gesamtbahndrehimpuls L (und somit auch der
Gesamtdrehimpuls J) fiir geschlossenen Schalen jeweils zu Null addiert
[s. (3.220)).

— Aus den obigen Betrachtungen fiir C (s. Tabelle) wissen wir bereits, dass
unter Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung die Terme
'S, °p, 'D
verbleiben.
— Mit Spin-Bahn-Kopplung spalten diese Terme weiter auf:

* Zum Gesamtspin S = 0 gehoren 'S und D, was man direkt an der
Multiplizitat 25+ 1 ablesen kann. Aus (3.222) folgt, dass diese Terme
nicht weiter aufspalten konnen,

1S, 'Ds.

* Zum Gesamtspin S = 1 gehort >P. Hier ist L = 1 und somit wegen
(3.222) J =10,1,2, also

°Py, °Py, Py,

Der Term 3P spaltet also unter Beriicksichtigung von Spin-Bahn-
Kopplung in ein Feinstruktur-Triplett auf.
1 1

S S,
L=0, S=0 J=0

L sinkt
(Hund 3)

1D 1D2
L=2,5=0 J=2
1€ 28 2p (ond 2 o
2
sp ] J=2
Pl
L=1,S=1 J=1
°P) J=0
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* Warum liegt 3Py am tiefsten, und warum nimmt der Energicabstand
mit wachsendem J zu?

Storungstheorie liefert die Energieaufspaltungen

(YLSJMy|Hy |yLSTM;)
1 R R R
= §A(7LSJMJ]J2 —L? — S?|yLSJ M) (3.224)

1
— §Ah2[J(J +1) = L(L+1) = S(S+1)] = Ers(J).
Daraus folgt (fir L und S fest, aber unterschiedliches .J)
Ers(J) — Eps(J —1) = AR*J, (3.225)

also steigt der Energieabstand mit steigendem .J.

« Falls A > 0, dann hat der Term mit dem niedrigsten J = |L — S| die
geringste Energie (sog. normales Multiplett).

x Falls A < 0, dann hat der Term mit dem hochsten J = L + S die
geringste Energie (sog. invertiertes Multiplett).

e Bei weniger als halb gefiillten Schalen liegt ein normales Multi-
plett vor, ein invertiertes Multiplett bei mehr als halb gefiillten
Unterschalen. Bei exakt halb gefiillten Schalen tritt keine LS-
Aufspaltung auf (vierte HUNDsche Regel).

Bemerkung

e Durch die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Kernspin
kommt es zu einer weiteren, noch feineren Aufspaltung, der sog.

Hyperfeinaufspaltung. Aulerdem verursachen quantenfeldtheore-
tische Effekte (QED-Effekte) Energieverschiebungen und Auf-
spaltungen. Dazu spéater mehr.

3.7.2 jj-Kopplung
e Hier ist |Ho| > |Hy|.

e Reine JJ-Kopplung kommt praktisch nicht vor, am ehesten bei
hochgeladenen Tonen mit hohem Z (warum?).
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e Ausgangspunkt hier ist der Hamiltonian
X N A K2 N
H=H.+H,= Z <—%v? + Vig(ri) + €(r)); - sl-) . (3.226)
e Die  zugehdrige  SCHRODINGER-Gleichung  separiert in
Einteilchen- SCHRODINGER-Gleichungen. Die Einteilchen-
energien F, ¢, spalten fiir £; # 0 auf in E, 4,
1
Ji=ti*s, (i #0). (3.227)

e Die Energie ist unabhéngig von m,, also ist jede Einteilchenener-
gie (2j; + 1)-fach entartet.

e Die Gesamtenergie ist

E=) Euu. (3.228)

e Die Gesamtwellenfunktion ist eine SLATER-Determinante aus
Einteilchenwellenfunktionen ty,,¢,j,m; -

e Nun wird in néchster Ordnung die Elektronenwechselwirkung H,
beriicksichtigt.

e Die einzelnen j; werden zu einem Gesamt-.J addiert.

e Beispiel: zwei Elektronen in zwei verschiedenen Unterschalen
(HunDsche Regeln gelten hier nicht).

j, = 3/2 11

=1 (1/2,3/2),

322 1pap),

(1/2,1/2),

jz = 1;2 (1/2,1/2),
;=172
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Notation in den Termen ganz rechts: (j1, J2) .

e Wie sihe das entsprechende Diagramm in LS-Kopplung aus? (—
Ubung)



Kapitel 4

Allgemeine Beschreibung von
Vielteilchensystemen

e Die Beschreibung von Vielteilchensystemen mit explizit symme-
trisierten oder antisymmetrisierten Produkten von Einteilchen-
zustédnden ist sehr schwertéllig und wird schnell uniibersichtlich.

e In diesem Kapitel fithren wir eine elegantere Methode ein, die es
auflerdem erlaubt, die Teilchenzahl offen zu lassen.

e Dadurch kénnen
Anregungen = Quanten = (Quasi-) Teilchen

unterschiedlicher Sorte beschrieben werden, sowie deren evtl. Um-
wandlung ineinander.

e Praktisch jeden physikalischen Prozess kann man auf diese Weise
interpretieren:

— Beispiel: Emission eines Photons. Hier geht das Atom von
einem angeregten in einen energetisch niedrigeren Zustand
iber (d.h. ein “elektronisches Quant” wird vernichtet) und
ein Photon “entsteht”.

— Beispiel: Paarerzeugung. Ein «-Photon wird vernichtet, und
es entsteht ein Elektron und ein Positron.

127
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e Anmerkung: der im Folgenden {iber den Raum variabler Teilchen-
zahl einzufithrende Formalismus ist dquivalent zur sog. Zweiten
Quantisierung, die spater in der Feldtheorie auftaucht.

4.1 Raum variabler Teilchenzahl

e Bisher: Teilchenzahl N fest. Jetzt: Teilchenzahl N offen. Wir ar-
beiten mit einem grofleren unitdren Raum Uy Q Uy Q@ Us @ - - -.

e Unitdrer Raum Uy: kein Teilchen, Zustand |0);
Unitédrer Raum U;: ein Teilchen, Zustand |k);
Unitdrer Raum U : zwei Teilchen, Zustand ‘k1k§> etc.

Hier: + fiir symmetrische Zustédnde (Bosonen), — fiir antisymme-
trische (Fermionen). In k bzw. k; seien die die Einteilchenzusténde
beschreibenden Quantenzahlen zusammengefasst.

e Einen beliebigen Vielteilchenzustand |®) kann man in dieser er-
weiterten Basis entwickeln.

e Wir entwickeln im Folgenden den Formalismus fiir Fermionen.
Bosonen werden entsprechend in Abschnitt 4.8 behandelt.

@) = [0)(0]@7) + > [k) (k|@7)
> [kiky) (kaky [@7) (4.1)

k1 ki<ks

£35S Jhikoky ) (hikoky |07) 4 -+

k1 ki<ks k2<k3

e Skalarprodukte von Zustidnden aus Unterrdumen Uy verschiede-
ner Teilchenzahl N verschwinden,

(ky... K ylki.. . ky) =0 wenn N # N (4.2)
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e Die Basisvektoren eines Unterraumes mit festem N seien ortho-
normiert.

e Damit folgt dann in der Tat aus (4.1)
(0]107) = (0]0){0]27) = (0]®7). (4.3)

o [{0|®)|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein Teilchen im System
vorhanden ist.

o [{(k|®7)|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen im Zustand
|k) vorliegt etc.

4.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

e Wir definieren uns nun Operatoren, die vom Raum U/ in den
Raum Uy, fithren.

o Erzeugungsoperator a':

k) = al |0), (4.4)

|kky) = af [ki) = afal, 0), (4.5)

kky. k) =al k.. ky)=---=alal ---al_|0). (4.6
’ 1 N> k:‘ 1 N> E%ky kN’ > )

e Man beachte: &,J[J erzeugt per Definition automatisch einen anti-

symmetrischen Zustand.

e Da bei antisymmetrischen Zweiteilchenzustdnden

kK™Y = —|K'k™), (4.7)
folgt fiir Fermionen
atal, = —alal. (4.8)

e Das PAULI-Prinzip wird also automatisch erfiillt, denn

atal = 0. (4.9)



130 KAPITEL 4. ALLG. BESCHREIBUNG VON VIELTEILCHENSYSTEMEN

o Was ist a == (a))?

Um dies herauszufinden, berachten wir die Einheit im Raum va-
riabler Teilchenzahl,

1 =10) (0| +Z\k1> (k1| + Z \k1k2—><k1k;|+---. (4.10)

k1<ko

Wir wenden darauf dz an,

af = k) O+ |kky) (il + > [kkiky ) (kg |+ -+, (4.11)
k1 ki1<ko

und adjungieren:

e = 10) (k| + > k) (kky |+ > [kaky ) (kkiky |+ -

kl k1<k2
= Gl (4.12)
= ay <0> (O] + Z k1) (k| + Z |kerky ) (kiky | + - ) :
]4;1 k‘1<]<32
Daran kann man ablesen, dass
ar [0) =0, (4.13)
ik y k) (ki = [0) (k| = ar k) = 0, [0}, (4.14)
ky
i Y kiky) (ki | = (ko) (k| (4.15)
k1<ko k1

= g [kiky ) = Oy [R2) — O, K1)
gelten.

Allgemein

A~

ay

4.16
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e a; heifit Vernichtungsoperator.

e Da alle k; in ‘/431 . k;]> voneinander verschieden sind (PAULI),
folgt
i = 0. (4.17)

4.3 Vertauschungsrelationen

e Wende &kdz, auf einen allgemeinen Zustand {kl . kN> an:

ki ky) = @
Okky

Kk ky) (4.18)

dkd—i];/

e Nun wende &L&k auf allgemeinen Zustand {k:l . kN> an:

il |k ky) = d;i,(ékkl}kg...k&}—ék;@‘klkg...k&>+---—--->
= Ok, |K'ko. . ky) (4.19)
— Oty | K rks . k) e — e

e Addition von (4.18) und (4.19) liefert

(CALkCALL, + dlt’dk) ’]{31 ce k&> = Opp

ki... ky). (4.20)

Da jeder Zustand |®7) in diesen Basiszustéanden entwickelbar ist,
muss ganz allgemein gelten

aral, + al,ar = ol (4.21)

e Fiithren wir den (Anti-) Kommutator
[A, B, = AB+ BA (4.22)

ein (+ fiir Antikommutator, — fiir den bereits bekannten Kom-
mutator, fiir den wir — {iblicherweise weglassen), so gilt also fiir
Fermionen

[k, al]+ = Ol (4.23)
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e Gleichung (4.8) kénnen wir in der Form
af, aj,] =0 (4.24)
fassen. Adjungieren liefert

[, aw]s = 0. (4.25)

e Fiir Bosonen findet man die gleichen Beziehungen, allerdings bzgl.
des Kommutators anstatt des Antikommutators.

4.4 Transformationsverhalten

e Die Basiszustédnde ‘kl e k;[> waren nicht weiter spezifiziert.
e Wihle z.B. Orts-Spin-Zustédnde |rymq,roms,...7).

e Dann bekommen wir z.B. anstatt (4.11)
Ji(r) = [rm) (0] + 3 / &ry Jom, rimy ) (e + - (4.26)

bzw. das Adjungierte davon fiir ,,(r).

e Die Antikommutatorrelationen werden zu

~ ~

[ (r), 1 ()] = 6(r — 1), (4.27)
[ (x), Yo ()] = [, (x), 90F, ()] = 0. (4.28)

Auch wenn es die Schreibweise suggerieren mag: ¢, (r) und ¢ (r)
sind keine Wellenfunktionen, sondern Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren. Da die den Zustand charakterisierende Grofle r
kontinuierlich ist, spricht man von sog. Feldoperatoren.

e Wie kommt man von einer Darstellung zur anderen? Man denke
zum Beispiel an Orts- und Impulsdarstellung. Dazu schreiben wir
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zunachst die Transformationen fiir Produktzustande hin:
e = 37 1K) (klrm). (1:29)
k

lrm, rymy) = Z|kk1> (kky|rm,rimq)
Kk

= 37 [kky) (klem) (kafryma). (4.30)

Wendet man nun von links den Antisymmetrisierungsoperator A-
an, so erhélt man

‘rm rimy ) = Z ‘kk (k|lrm)(ki|rimy). (4.31)
Kk

Dies kann man in (4.26) (bzw. das Adjungierte davon) einsetzen
und bekommt (— Ubung)

Gn(r) = (rmlk). (4.32)

k

In die “andere Richtung” gilt entsprechend
=3 / &1 o () (o). (4.33)

e Durch Adjungieren folgen die Transformationsgleichungen fiir die

Erzeuger dL und ¥ (r).

4.5 Entwicklung von Operatoren

e Gegeben sei ein unter Teilchenaustausch invarianter N-Teilchen-
operator L,
[L, P] = 0. (4.34)

Hier sei P ein beliebiger Permutationsoperator. Dann gilt auch

[L,A7]=0. (4.35)
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e Wir schreiben

A

kN k/ /
(4.36)
wobei wir Einsen im Uy eingeschoben haben.

e Fiir Fermionen ist nur der antisymmetrische Teilraum des Raums
Uy relevant. Daher gilt

GA LA =L i Uy (4.37)

. L 1 .
Auflerdem gilt
1o s s 1. o

Das bedeutet, wirkt L nach links oder rechts auf einen bereits antisymmetri-
sierten Zustand

k;/>:A_’k1kN>7 <k1k&|:<k1]€N|A_,

so folgt z.B. fiir einen Ket

1. _ 1. .
ﬁLA }kl...kN>—ﬁLA ’fl |ky . k)
VNIA-

=LA ki ... ky)=L|ky...ky).

e Betrachte also

1 - .. .
~ATLAT N' Z Z oy ... N VA A (A
kN k/ /
(4.38)
e Man beachte: die auftretenden Matrixelemente

(ki...ky|L|K; ... Ky) werden mit den Produktzustiinden aus
dem vollen Uy gebildet, nicht nur mit denen aus U .

L=1L1= Z Z ki .. ki kn LK RN (KR

ki
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4.5.1 Summe von Einteilchenoperatoren

e Hier ist
N A
=> /i (4.39)
i=1

alle ﬁ haben gleiche Gestalt, z.B. ;; oder —Ze? /7.

e Es folgt
ko kD D fi Ik Ey) = (Rl oKD Gy O

0kt (Kol fo | kD) -+ O,
+o (4.40)
FOrny - (bl fv K -

e Dies wird nun in (4.38) eingesetzt,

f(k1,kY)
R —_——
d i = N' Z D ke k) (Rl fu K (Riks k)
i kK
Z S ki k) (ol fo k) (k) . k|
kn
S (4.41)

e Durch Vertauschen der Summationsindizes k; und ks im zweil-
ten Term, Umbenennen von k) in kj und Ausnutzen von
ok .. ky) = —|kika.. ky), (kokl...ky| = —(klko.. kY]
erhilt man den ersten Term Das gilt fur Jeden weiteren Term
ebenso. Daher bekommt man lediglich N mal den ersten Term,

2.0 = o & \kl---kfv>f<k1,k1)<k1kz...km

1 i . L
= o > GL‘kQ---kN>f(l<:1,k1)<k2...kN|ak3.
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e Nun ist aber

ﬁz (ko - k) (ko . Ky
ko...kn

= > ke ky) ke Ky

ko<ks<..<kn

A

— 1 i Uy, (4.42)

e Benennen wir noch Summationsindizes um: k; — k und k; — £/,
folgt

N
S fi=Dalfk K )aw. (4.43)
=1

kk'

e Interpretation: ein durch die in &' zusammengefassten Quanten-
zahlen charakterisiertes Fermion wird vernichtet, ein Fermion mit
den durch k£ charakterisierten Quantenzahlen wird erzeugt. Das
Gewicht, mit dem dieser Prozess stattfindet, ist durch das Matrix-
element des Einteilchenoperators f(k, k') bestimmt.

e Man beachte, dass die Teilchenzahl N auf der rechten Seite
in (4.43) nicht mehr auftaucht. Es treten nur Summen {iber
Zustande auf. Die Teilchenzahl bleibt offen, denn wir haben be-
reits in den Formalismus “eingebaut”, wie Zf\il ﬁ fiir beliebige N
in Uy wirkt.

e Die Darstellung (4.43) eines Operators in Erzeugern und Vernich-

tern nennt man auch “Darstellung in zweiter Quantisierung”.!

Beispiel: Gesamtimpulsoperator

e Betrachte

> pi=) alp(k K)aw,  pk k)= (kpK)  (444)
7 kk'

'Der Ausdruck “Zweite Quantisierung” wurde historisch im Rahmen der Feldquantisierung, die
in Kapitel 6 behandelt wird, gepragt.
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e 7.B. in Orts-Spin-Darstellung folgt fiir das Matrixelement
p(rm,xr'm’) = G (r|p 1)

_ s / d*p p (x|p) (p|r)

| o
S S / PP T/

und somit

an = Z / d’r / d*r 4l (x ) / d*pp e e (1)
| = Z/d3 /d3r’w* EINE /d?’phv(e P (x)
= Z / d*raf (r v / A3/ 4y (' ot / d®p e lr=r/h

4

~"

d(r—r’)

Beispiel: Summe von Einteilchen-HAMILTON-Operatoren

e Fiir

-2
ZA Z P; e
folgt analog
p?

Zh—Zakskk)ak/ e(k, k) = (k\—+V()\k’>.

kE’'

e Falls |k) Eigenvektoren von & sind, dann ist die Matrix e(k, &)
diagonal,

also

N
' k
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bzw. in Orts-Spin-Darstellung
Zh = Z/di”rw <——v2+V( )) Um(r).  (4.47)

4.5.2 Besetzungszahloperator n;

o Gl. (4.46) zeigt, dass nur die Kombination
Ay, = al a, (4.48)

in der Summe iiber alle Zustdnde steht, wenn der entsprechende
Einteilchenoperator diagonal ist.

e Wir kennen bereits G. (4.19),

abay |k ky) = Oy [Kha. . ky)
— Oy |K' ks Ky ) =

also fiir k = &/

afa ky) = ke ky) = Oy [kka . ky) (4.49)
_5kk2 ‘kklkg .. ]f;[> + 5kk3 ’kk1k2k4 . ]{,’X,>
PR + . e

= (5l<;k:1 |/€k72 . k&>
Ok, |1k .. kN ) A+ Oy | Frkokky .. k)

Im letzten Schritt haben wir die Reihenfolge der Einteilchen-
zustdnde derart permutiert, dass k£ immer an der durch das
KRONECKER-0 spezifizierten Position steht. Dadurch erhalten wir
iberall das +-Vorzeichen.

e Wegen des PAULI-Verbots kann £ nur mit einem oder keinem der
ki ...ky ubereinstimmen. Daher kann im Fall von Fermionen der
Eigenwert ny zu ng nur 1 oder 0 sein,

L N - 1 falls Jik; =k
nk‘kl...kN>:nk‘k1...kN>’ nk:{ alls

0 falls Vi k; #k
(4.50)
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e Wir iiberzeugen uns noch auf eine andere Weise, dass ny tatsichlich die Be-
setzung des Zustands |k) “z&hlt”. Sei

Pi = |k (K| (4.51)

der Projektionsoperator, der auf den Einteilchenzustand “Teilchen Nr. 7 ist im
Zustand k" projiziert.

e Betrachten wir nun die Summe

N A . N . .
S P =) |k (K, (4.52)
=1 =1

so folgt mit (4.43), 3, fi = D ik aklf(kjl, ks)ak,, wo in diesem Fall f = |k) (k|
ist, dass

N
Z Dy =, (k| k) (klk2)ar, = alax = . (4.53)

kiko
Daher beschreibt der Operator 7, in der Tat die Observable “wieviele Teilchen
sind im Zustand |k)?”

e Den Gesamtteilchenzahloperator bezeichnen wir mit n,
o= =Y alay. (4.54)
k k
Die Eigenwerte sind n =0,1,2,3,....
e In Orts-Spin-Darstellung haben wir

i= 3 [ i ). (4.55)

e Offenbar ist

=D L) dn(r) (4.56)

der Operator der Teilchendichte am Ort r.

e Nochmals sei betont: In den Darstellungen der Operatoren ny,
n, p(r) in Erzeugern und Vernichtern taucht die Teilchenzahl N
nicht mehr auf. Wir kénnen daher bequemer Systeme beschrei-
ben, indem die Teilchenzahl nicht festgelegt ist, sondern sich
selbst einstellt.
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4.5.3 Bewegungsgleichungen

e Im HEISENBERG-Bild gilt
day i,
— = —|H, al. 4.
e Figentlich miissten wir im Folgenden iiberall a(t), &L(t) ete.
schreiben, wir lassen das Zeitargument aber der Ubersichtlichkeit

halber weg.

e Nehmen wir nun an, wir konnen den Hamiltonian in der Form

(4.43) schreiben,

N
Z = ale(k K )i, (4.58)
i=1 k' k!

so folgt
dak

dt hz k/ k?” [ak/aku ak] (4.59)

k./k//

e Mit der Kommutatorrelation (— Ubung)

[AB,C] = A[B,(C);+ + [A,C)+B (4.60)
folgt
[dk,&k//, dk] = CALZ, LAk//, Ak]t [CLL, ak] ak// = —5kk/ak// (461)
0 S

Hierbei wurden die Antivertauschungsrelationen fiir Fermionen
(4.23)ff ausgenutzt.

e Also folgt

day Z y
_dt — k,/ 5 ]{j a’k” (462)
bzw. I
ag 1IN\ A
lhg — E 8(]<7, k )ak//. (463)

k//
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e In Orts-Spin-Darstellung gilt im HEISENBERG-Bild

ih%@ﬁm(r,t) = <—2h—mv2 + V(r)) U (T, 1). (4.64)

Hier haben wir 0/0t geschrieben, damit niemand auf die Idee
kommt, r nachzudifferenzieren.

e Gleichungen (4.63), (4.64) sehen aus wie SCHRODINGER-
C}leichungen, sind aber Gleichungen fiir Feldoperatoren ay,
Y (r,t) im HEISENBERG-Bild!

e Wir sind iiber den Raum variabler Teilchenzahl nun bei Feld-
gleichungen fiir Operatoren gelandet. Die spéter zu behandelnde
Feldquantisierung oder “Zweite Quantisierung” beschreitet einen
direkteren, aber weniger einsichtigen Weg, der zu den gleichen
Feldgleichungen fiihrt.

e Wie kommt man von (4.63) zu ihL |®(t)) = H|®(t)) bzw. in
einer bestimmten Basis zu

m -t = ek, k") Pyt (4.65)
k//

also zur “iiblichen” SCHRODINGER-Gleichung fiir eine FEinteil-
chenwellenfunktion Oy (t)?

e Wir wenden (4.63) auf einen (im HEISENBERG-Bild konstanten)
Zustand |®) an und gehen von links mit dem Vakuumzustand (0|
darauf.

o Eis gilt
(Olan(®) |9} = (@, (1019} = (k(1)|®) = @4(t).  (4.66)
Damit folgt sofort (4.65).

e Man beachte: Im HEISENBERG-BIild sind die Eigenvektoren von

zeitabhéangigen Operatoren zeitabhéingig, weshalb wir ak( )[0) =
|k(t)) schreiben.
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e In Orts-Spin-Darstellung leiten wir aus (4.64) auf analogem Weg
die Einteilchen-SCHRODINGER-Gleichung

0 h?
® = —=—V? ® 4.
gt (r,t) = (~5o TP VD)) Bl (20T
ab.
e Wie kommt man zu den “gewohnlichen” Zwei-, Drei-, ... N-

Teilchen SCHRODINGER-Gleichungen? (— Ubung)

4.5.4 Wechselwirkungsoperatoren

e Betrachten wir als Beispiel den Wechselwirkungsoperator der
CouroMB-Wechselwirkung

N N
- 1
Hi == hi; 4.68
t 9 Z Z ’rl - I.j| Z J: ( )
=1 Jj;i 27&]
e Analoges Vorgehen zu Abschnitt 4.5.1 liefert (— Ubung)
A 1 o o
Hint = 5 Z CLL CLL (]ﬁk’z, k'lké)akéaki (469)
ky koK I
mit
e(krka, KiKS) = (kvko|hao |KLKD) . (4.70)

Man beachte die Reihenfolge bei aap, und die Tatsache,
dass im Matrixelement (kika|hys |k|kS) keine antisymmetrisier-
ten Zustande, sondern reine Produktzustinde stehen. Wiederum
taucht N nach der Entwicklung in Erzeuger und Vernichter nicht
mehr auf.

e Interpretation: Vernichtung zweier Teilchen in den Zustédnden &}
und kb, Erzeugung zweier Teilchen in den (neuen) Zusténden
ki, ko. Das Ganze passiert mit dem durch das Matrixelement
e(ki1ko, k1K5) bestimmte Gewicht.
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e In Orts-Spin-Darstellung ist die CouLoOMB-Wechselwirkung in
“Zweiter Quantisierung” diagonal und lautet

A~

. " R
Hing :%2 Z /d3r1/d37“2 ¢m1(r1)¢m2(r2)¢m2(r2)¢ml(I'1)_

r1 — 1y

mims

(4.71)

4.5.5 Beispiel: HEISENBERG-Austauschoperator

e Grundlage der Theorie des (Anti-) Ferromagnetismus.

e CouLOMB-Wechselwirkung bewirkt magnetische Effekte, ohne
dass der Spin explizit im Hamiltonian auftritt—sehr bemerkens-
wert!

e Modell: Am Gitterpunkt n eines Kristalls befinde sich ein Atom
mit einem einzigen Valenzelektron (“Leuchtelektron”) in einem
¢ = 0-Zustand, sodass nur die Spinprojektion ms = m = +1/2
relevant ist. Wir beschreiben die Einteilchenzusténde also durch
die Quantenzahlen n; und m;.

e Im Hamiltonian stehe die CouLOMB-Wechselwirkung zwischen
den Elektronen

Hye = % > dhmahm, (4.72)

nyngninb mimomims
e? oo b\ A ~
‘nlmla n2m2> Anlymt, Anfm/) -

X (n1mi, name| '

T — T

e Da die CouLoOMB-Wechselwirkung nicht auf den Spin wirkt, muss

62

<n1m17 n2m2‘ |n/1m/17 n/Qm/2> (473)

1 — Iy

2
e
= <TL1, n2‘ |f‘1 — f‘Q‘ |nll7 n/2> 5m1m/15m2m’2
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gelten, sodass

Hyy = Z Z Ap iy n2m2 (474)

nlngnan mims

62

x(nl,n2| —

|I'1 . f‘2| ‘n/h nl2> dnémg&n’lml'

e Wir lassen nun nur Konfigurationen zu, wo sich an jedem Gitter-
punkt genau ein Atom (ein Elektron) befindet. D.h. die Erzeuger
(mit Indizes n1, ny) miissen notwendigerweise die Teilchen erzeu-
gen, die von den Vernichtern (Indizes nf,n5) vernichtet wurden.

e Das geht nur dadurch, dass

— entweder n} = ny , nh = ny

— oder n} = ngy , nh = n;.
e AufBlerdem muss

— (mimq) # (ngmy), da ansonsten af, ,, af . =0 greift

— und n; # ng, da ansonsten zwei Elektronen am Ort n; = ny
erzeugt wiirden.

° Aint zerfallt also wieder in einen direkten COULOMB-Term

1nt E , § : n1m1 n2m2 n1n2a712m2an1m1 (475)

n17én2 mims

mit )
e

und einen Austauschterm

1nt E : E , n1m1 ngmg n1n2an1m2an2m1 (477)

71175712 mima

mit )
e

Kpn, = (n1,m0| E N2, n1) . (4.78)

I — Iy
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e Nun wird auch klar, warum man von “Austausch” spricht. Sei

z.B. my = “Spin hoch” und my = “Spin runter”. Dann bewirkt
aY G Qg Gy, , dass am Ort ny ein Elektron mit “Spin
hoch” vernichtet wird und eins am Ort n; mit “Spin runter”.
Dann wird am Ort ny eins mit “Spin runter” erzeugt und schlief3-
lich am Ort n; eins mit “Spin hoch”. Effektiv werden also die

beiden Spins “ausgetauscht”.

e Wir kénnen nun HS, mithilfe der Antivertauschungsrelationen
umschreiben, indem wir beachten, dass

anlml angmg an2m2 anlml - _an1m1 a/’n,ng anlml an2m2

’I”Llfng A—i— N
- +an1m1aﬂ1m1 an2m2an2m27

A A~

sodass

. 1 L L

Hyy = 2 Z Apymy Anymy ZanzmQCanmz Inin,
nl#’n@\ 1 _ 112 2

/ﬁ/n1+ + ﬁnl_ ﬁn2+ + ﬁ?’lg_
1 N
= 3 > Jnmel (4.79)

Tlﬁénz

Der letzte Schritt folgt, da wegen der Voraussetzung, dass an
jedem Gitterort n genau ein Elektron sei, 7,,+ + 7,,— = 1 und
Myt + Mn,— = 1 gelten miissen.

e Dies ist das erwartete Ergebnis, denn in J, ,, steckt die direkte
CouroMB-Wechselwirkung, und diese wird paarweise iiber alle
Gitterpositionen aufsummiert.

A~

e Wie kénnen wir nun H2,

Interpretation zulaf3t?

auf eine Art schreiben, die eine einfache

e Wir definieren uns die folgenden Operatoren:

Spe = hal,an_, (4.80)
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S = ha) _ap., (4.81)
h h
S = 5(&L+an+ — 4 a,) = S (e =) (4.82)

e Die Interpretation ist offensichtlich: der Leiteroperator §,, ver-
nichtet an Position n ein Elektron mit Spin —1/2 und erzeugt
eines mit Spin +1/2, §,_ entsprechend umgekehrt. Der Operator
Sn. beschreibt die Spinprojektion am Ort n.

e Die Bezeichnung 5 ist nicht ohne Grund gewahlt, denn die Ope-
ratoren erfiillen die Spin-Vertauschungsrelationen (— Ubung)

h
Y 1

mit
Sp+t = Spp £ 18, (4.84)

e Man kann nun zeigen (— Ubung), dass der Austauschterm HA

int
in der Form

3 1. . 1.
== 3 Ko (s 41) (459)

n1#n2

geschrieben werden kann.

e Dieser beschreibt die Spin-Spin-Wechselwirkung zweier Spin-1/2-
Teilchen an den Orten ny und ny, obwohl im Original-Hamiltonian
iiberhaupt keine Spinabhéngigkeit vorhanden war.

e Verfolgt man zuriick, was wir gemacht haben, wird klar: die stati-
sche COULOMB-Wechselwirkung vermittelt iiber die Eigenschaft
von Fermionen (PAULI-Verbot) indirekt eine Wechselwirkung (die
Austauschwechselwirkung), die vom Spin abhéngt, weil die Spin-
quantenzahlen fiir das PAULI-Verbot relevant sind.

e Der Operator
1 Z A
ﬁ Kn1n2 Sny " Sny (486)

nﬁéng
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heiffit auch HEISENBERGscher Austauschoperator und bildet die
Grundlage der Theorie des (Anti-) Ferromagnetismus.

e Das Beispiel macht (hoffentlich) den enormen Vorteil des Arbei-
tens mit Erzeugern und Vernichtern deutlich. Alle Operatoren
werden in Erzeugern und Vernichtern entwickelt. Dies erspart das
Hantieren mit Zusténden. Zustdnde und Teilchenzahl bleiben of-
fen. Transformationen, wie die von a nach 3, erlauben es, kompli-
ziert ausschauende Wechselwirkungen elegant zu schreiben (wie
die zwischen zwei Spins) oder Quasiteilchen einzufiithren (s.u.).

e Die Physik des spezifischen Systems, welches man in der Praxis
konkret berechnen mochte, ist — &asthetisch ansprechend — in
den Matrixelementen (hier J,,,, und K,,,,) “versteckt”. Deren
Berechnung ist die eigentliche “Ké&rrnerarbeit”.

4.6 HARTREE-FOCK in zweiter Quantisierung

e Was édndert sich in zweiter Quantisierung an der HARTREE-
Fock-Methode aus Abschnitt 3.37 Dort hatten wir mit
Einteilchen-Einloch-Anregungen und SLATER-Determinanten ge-
arbeitet.

e Um Schreibarbeit zu sparen, fassen wir in Orts-Spin-Darstellung
rm in x zusammen, also

b(r) = @), L) > B@), Y / ar / dr (4.87)

Uusw.

e Der Hamiltonian in zweiter Quantisierung lautet

~

H = / dz ¢'(2) (—%VQJrV(r)) () (4.88)

e [ a0 [ it Ebwi)

v — /|
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e Wie kommt man nun in zweiter Quantisierung zum bekannten
HARTREE-FOCK Schema?

e Mit Gl. (4.32) schreiben wir
= arpp() (4.89)
k
(also ist offenbar ¢y (x ) (x|k)) bzw.

= alei( (4.90)
k

e Die Funktionen ¢i(z) werden sich als die bereits bekannten
HARTREE-FOCK-Orbitale herausstellen.

e Linsetzen liefert

Z a) g / dz ) (z <—%V2 + V(r)) o () (4.91)

k:k;’
+3 > dlalaran [ar [ 0 G0 o alo)
2 i
e Die Funktionen ¢i(z) = (z|k) bilden einen vollstdndigen Satz

orthonormierter Funktionen (inklusive Spin, der durch zweikom-
ponentige Spinoren beschrieben werden kann).

e Man kommt nun zum iiblichen HARTREE-FOCK-Schema, wenn
man fiir einen allgemeinen, antisymmetrisierten Vielteilchenzu-

stand
|©7) =al al ...} [0) = |kike.. . ky) (4.92)

den Erwartungswert (®~|H |®~) minimiert.

e Dazu braucht man lediglich die Matrixelemente

(@~ |aLay |@7) (4.93)

und

(D |ala (4.94)
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auswerten (— Ubung) und findet

(|1 o) (49)
— Z/dx e (—2h—v2 +V(r)) e
+§%:/dx/dx's@2 (x)‘:pkz(x,)‘re r’\('%( ), (@)
_%z [ e [0 i @) @)= @)

Die Summen laufen iiber die in |[®7) besetzten Einteilchen-
zustande. Dariiber kommt wieder die Teilchenzahl N hinein.

e Minimierung dieses Energieerwartungswertes liefert die bereits
aus Abschnitt 3.3 bekannte HARTREE-FOCK-Gleichung (—
Ubung).

4.7 Quasiteilchen

e Wir konnen formal Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
einfiihren, die neue Konstrukte beschreiben, die wir ebenso als
Teilchen interpretieren kénnen wie “reale” Teilchen (was auch
immer “real” hier bedeutet—das ist eher eine philosophische Fra-
gestellung).

e Beispielsweise kann man die Vernichtung eines Elektrons auch als
die Erzeugung eines Lochs interpretieren und umgekehrt.

4.7.1 Beispiel: Defektelektronen

e Wir nehmen an, wir haben ein voll besetztes Valenzband in einem
Festkorper vorliegen:

@) = aly aly, ...al,

10) . (4.96)
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e Wir entfernen nun ein Elektron, d.h., wir erzeugen ein Loch:
@) ) == ay | D). (4.97)

e Wir fiihren nun Erzeugungsoperatoren fiir Defektelektronen
(Locher) ein:

A,

d = ay,  dy=al,. (4.98)

e Man iiberzeugt sich leicht davon, dass df und d die gleichen An-
tikommutatorrelationen erfiillen wir a' und a.

e Da nach Voraussetzung alle Zustdnde im Valenzband bereits be-
setzt sein sollen, gilt (PAULI)

al, |07) = di |®;) = 0. (4.99)

Also stellt |9, ) das Vakuum der Defektelektronen dar. Man be-
achtfr: das Vakuum ist alleine durch die Eigenschaft gegeben, dass
Vk di |0) = 0.

e Im allgemeinen, “zweitquantisierten” Vielteilchen-Hamiltonian
fiir CouLoMB-Wechselwirkung (4.91) kénnen wir nun ersetzen

CALLCAL]C/ — cikaa,, CAL};&LCALZ/CALZ — czkcik/cig,cﬁ (4100)

e Esist sinnvoll (warum?) die Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren in sog. Normalordnung zu bringen, in der alle Vernichtungs-
operatoren rechts von den Erzeugungsoperatoren stehen. Dazu
benutzen wir die Antivertauschungsrelation

(i, dl) 1 = Ol (4.101)
und erhalten (1-Operatoren unterdriickt)
dpdl, = O — di,dy (4.102)

sowie

dedpdld = dy(Gpr — dide)d] = Svdnd] — dydldud]
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= SO —didy) —  dp  d) dp dl
S — dbdy, Oy — dldj
— Oprr (O — didy) — (Opr — i) 6y — didie)

= Ok — 5k'l’CerCZk‘ — OprOprt + 5kl’0?2r dy + 5k’ld}t’d’f
—dA;r, CZk CZ;r Czk’
——

Opt — didy
_= 6k’l’5kl — (Sk/l/dA;-dAk - 5kl/5k/l —|— 5kl/d/\;d\k/ + (Sk/lCZ}L/dAk
~Opd)dy + diyd] dydy. (4.103)

e Dies miissen wir jetzt in den Hamiltonian (4.91) einsetzen, wobei
alle Summen nur iiber die Valenzbandzustande laufen sollen.

e Damit wir nicht in einem Wust von Termen ersticken, gehen wir
schritt fiir Schritt vor.

e Zunéchst die Terme, in denen gar keine d" oder d vorkommen:
Ok Okt Okt — Og1rOpr-

Diese tragen zu einem konstanten Energiebeitrag

= % [desit) (5 v )ty (aon
+= Z/dx/d  Elen(a) : \_|fll|f'( ')’

__kzk; / Qe / o, Spk"i _)fﬁ(a:/)@k’(x>

bei. Hier laufen die Summen iiber alle Valenzbandzustande, egal
ob besetzt oder nicht.

e Nun die Glieder mit jeweils einem Erzeuger und einem Vernichter:

-y [[arito) (—= v+ V0 el

kK’
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2

__chﬂdk/dx/dx o () (x )‘ ‘SOk( 2 )gi(z)

kk'
+ + ... — cee

wobel + -+ + -+ — ... die restlichen drei Terme andeuten sollen.

Durch geeignetes Umbenennen von Summationsindizes (—
Ubung) kann man diese Terme schreiben als

Hig = = dldy / do g (@ ){(—%V2+V(r))sﬂkf(x)

kK’

+3 [t |sol( Vpp(z)  (4.105)
—Z/dx e |90k( ’)@l(x)}-

Im Term in den geschweiften Klammern erkennen wir den
HARTREE-FOCK-Hamiltonian, den wir mit Hyxp abkiirzen und
schreiben

Hy = de,dk/dx ot () Hup o (2). (4.106)
Kk

Wiederum laufen die Summen iiber alle Valenzbandzustande.

e Nehmen wir an, wir héitten das Problem fiir das voll besetzte
Valenzband gel6st,

Hupop () = elpp (). (4.107)

Die besetzten und unbesetzten HF-Orbitale o (x) diagonalisie-
ren also den HF-Hamiltonian Hyp. Dann folgt

Ay == by [ drgi(eon(e) =~ YA dids (4108)

kK’ ~~ - k R (d)
6kk/ nk

mit ﬁlid) als Defektelektronen-Besetzungszahloperator.
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e Der Hamiltonian (4.108) hat die Form eines Hamiltonians fiir
nicht-wechselwirkende Teilchen (keine Korrelation, nur gemittelte
Wechselwirkung und Austausch iiber HARTREE-FOCK).

e Nun fehlt noch der Term d},d}dkdk, mit je zwei Erzeugern und
Vernichtern. Er beschreibt die Wechselwirkung zwischen Defekt-
elektronen,

Hjijiji = Zd di didi W (KK, D) (4.109)
kk’ll’

mit

W (kK ') /da:/dl‘ or(T)pp (T )‘ |905/( ')g@z(z.ﬂm

e Das Quasiteilchensystem der Defektelektronen (Locher im Va-
lenzband) wird also beschrieben durch den Hamiltonian in zwei-
ter Quantisierung

H:Ev+HCZTJ+HdTJTCZda (4.111)
dessen Terme sich leicht interpretieren lassen:

* FE, ist die Energie des voll besetzten Valenzbands und de-
finiert den neuen Energienullpunkt unseres Quasiteilchensy-
stems,

* H jtq ist der Einteilchenbeitrag der Defektelektronen inklusive
einer gemittelten HARTREE-FOCK-Wechselwirkung, und

* H jtaraq peschreibt die Zweiteilchenwechselwirkung zwischen
den Defektelektronen. In diesem Term stecken die Korre-
lationseffekte.

Einschub: Bander und effektive Massen

e Wir nehmen ein gitterperiodisches Potential an (man denke an einen
Festkorper):
V(r+1) =V(r). (4.112)
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e Die Einteilchen-SCHRODINGER-Gleichung;:

A h?
Ho(r) = (—%V2 + V(r)) o(r) = Ep(r) (4.113)
hat Losungen der From
o(r) = e u(r) (4.114)
mit (BLOCH-Theorem)
u(r +1) = ux(r). (4.115)
Man beachte, dass ¢y (r) selbst nicht invariant ist unter der Translation r —
r + 1, denn
or(r +1) = elp(r). (4.116)

e Die Losungen (4.114) von (4.113) sind also ebene Wellen, die gitterperiodisch
moduliert sind.

e Kinsetzen liefert

h2

2m

(k* = 2ik - V = V?) + V(1) | uk;(r) = Ex jux;(r). (4.117)

Fiir vorgegebenes k finden wir Eigenenergien Ey ; und Eigenfunktionen uy ;(r).

Hierbei seien mit j alle iibrigen Quantenzahlen zusammengefasst.

e Fiir unendlich ausgedehnte Festkorper wird k kontinuierlich.
Die Quantenzahl j bezeichnet das Band.

e Trigt man die E gegen k auf (Dispersionsrelation), so erkennt man Bénder,
die u.U. durch eine Bandliicke (“verbotene Zone”) voneinander getrennt sind.

e Im Einteilchenbild werden diese Bander mit Elektronen geméfi PAULI-Prinzip
aufgefiillt.

e Wir beschrinken uns hier auf ks bzgl. einer ausgewéhlten Richtung. Wegen
der Periodizitdt wiederholen sich die Losungen, Ey = Ej ox/, und es reicht
aus, eine BRILLOUIN-Zone zu plotten.
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Leitungsband j= L

K verbotene
Zone

Valenzband j= V

o Wir entwickeln z.B. fiir das Leitungsband 7 = 1 an der Bandkante k = 0

h2k?

Eyp = FEjo+ ST
m

(4.118)

e Diese Dispersionsrelation sieht aus, wie fiir ein freies Elektron, allerdings um
E, verschoben und fiir eine effektive Masse m*.

Wir fahren nun mit der Behandlung der Defektelektronen fort:

e Betrachte Hamiltonian (s. (4.104), (4.108), Defektelektronen-
wechselwirkung vernachléssigt)

H=FE, - eydd. (4.119)
k

Hier bezeichne k die Zustiande mit Wellenvektor k im Valenzband.
e Was ist das Vorzeichen von €7

e Entwicklung der Valenzbanddispersionsrelation um die Bandkan-
te,
h2k?
Ex =€) —

v >0 4.120
2my’ m ( )
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(negatives Vorzeichen, effektive Masse m,) und Weglassen des
konstanten Energiebeitrags E, fiihrt zu

HD = <h2k2 — 5V> did (4.121)
2 0 k k- .
k

v

e Defektelektronen verhalten sich also wie “gewohnliche” Teilchen
mit Masse m, und positiver kinetischer Energie.

e Was ist die Ladung der Defektelektronen? Wird wohl positiv sein,
aber wie bekommt man das aus dem Formalismus heraus?

e Startpunkt ist der Elektronenladungsdichteoperator [vgl. (4.56)]:

plz) = —leff(x)d(x > (4.122)
= —lel > dine piw)u (v)
ki dde
= —le| > (due — dludi) i (z)pw (@)
kk’
= —|e\2m W+ el Y didigi () () .-
A - kk/ _J/
5 (z)

Der erste Term ist die konstante Ladungsdichte des (von den
Elektronen) voll besetzten Valenzbands. Der zweite Term lasst
sich als Ladungsdichteoperator der Defektelektronen p(z) in-
terpretieren. In ihm steht +|e|, also ist die Defektelektronladung
positiv.

e Man berechne z.B. den Erwartungswert der Ladungsdichte fiir
den Zustand, in dem ein Defektelektron sich im Zustand kg be-
findet. Das Ergebnis lautet (— Ubung)

(p'D) = lel |, > (4.123)
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Wechselwirkung zwischen Elektronen und Defektelektronen

e Ausgangspunkt ist der Hamiltonian in zweiter Quantisierung
(4.88) fiir die Elektronen.

e Im Quasiteilchenbild der Defektelektronen haben wir es nun mit
Lochern (also Defektelektronen) im Valenzband und Elektronen
im Leitungsband zu tun.

e Zunichst unterscheiden wir in der Summe {iiber alle Zusténde
zwischen Elektronen im Valenz- bzw. im Leitungsband:

) =Y alevi(@) + Y af (@) (4.124)
k

k

und @2(1‘) entsprechend adjungiert. Wir schreiben hier vereinfa-
chend iiberall £ anstatt k.

e Die Einteilchenwellenfunktionen ¢, ;(x) , j =v,] denken wir uns
wieder iiber eine Methode wie HARTREE-FOCK o0.4. bestimmt.

e Die Antivertauschungsrelation zwischen Elektronenerzeugern und
-vernichtern lautet

(@i, @l ) = Odiyl, i =1v (4.125)
(die anderen verschwinden).

e Damit folgt fiir den Hamiltonian

}? ::jgb_+'fiww (4.126)
mit
g f R _,
HO - Z&Z,k&j’kl/dxgpik(x) (_%v +V(r>> (10]'7]{/,/(33'),

kk!
ij
H L toat A -
wwo = g DAl gl g kW
kykoksky
J1J23394

klkz‘k3k4
J1j2 1 J3Ja

) . (4.127)
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m k3k4> / /
W de [ dz’
(th 7374 9011 kl 90327/%‘2( )

ﬁ‘p%,k‘z& ( )90347164( )

e Nun fiithren wir die Defektelektronen wieder als fehlende Elektro-
nen im Valenzband ein:

dl =y,  dp=al,. (4.128)

Die Bandbezeichnung v kann jetzt weggelassen werden, da klar
ist, dass es sich um Defektelektronen im Valenzband handelt.

e Die Elektronen im Leitungsband werden weiter mit Elektronen-
erzeugern und -vernichtern beschrieben:

al=af,,  ap = ay. (4.129)

Die Bandbezeichnung 1 kann jetzt weggelassen werden, da klar
ist, dass es sich um Elektronen im Leitungsband handelt.
e Man schreibe die Antikommutatorrelationen fiir dzl, Ay s JLS, a?/;€4

auf (— Ubung).
e Wir beschranken uns im Folgenden auf Prozesse, bei denen die
Anzahl Defektelektronen und Elektronen erhalten bleiben.

e In H, gibt es dann nur die zwei Moglichkeiten
i=j=1 = alaw, (4.130)

i=j=v = Ow—dd. (4.131)

Die Ausdriicke hinter den Pfeilen sollen verdeutlichen, welche Se-
quenzen von Erzeugern und Vernichtern in den entsprechenden
Termen von H; vorkommen.

o In Hy,, gibt es vier Moglichkeiten:
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At At oA

L. h=np=j=nu=1L - Qy, Gy, (g,
ernichtung und Erzeugung von zwei Elektronen
Vernichtung und E gung i Elekt
2. N=Jo=7J3=J4a=V, — dAkldeCZJ]LSCiL4
(Erzeugung und Vernichtung von zwei Defektelektronen)
3. gi=h=vip=j=1 —  dyaad,
i=ji=Lje=js=v, —  al dydl a,

(Erzeugung und Vernichtung von je einem Defektelektron
und einem Elektron)

4. j1 = jg =V, jQ = j4 = 1, — d/\kldLQCz\Lgdk4
jl = j3 = 1, jg = j4 =V, — &ledekgd;rﬂ
(Erzeugung und Vernichtung von je einem Defektelektron
und einem Elektron)

e Die jeweils zwei Moglichkeiten in 3. und 4. liefern gleiche Beitrége.

e Wertet man alle Beitrdge aus und ordnet um, so kann man den
Gesamthamiltonian schreiben als

H = E, + ﬁel + ]A{d + f{el—d + ﬁel—el + ﬁd—d; (4.132)

wobei

ﬁ2
Bo= X [arai (-n v ) ew 1)
k

WL Z{ <l<;l<:’ k:’k) —W(kk, kk’)}’

kK’
Hy = ) ejala, (4.134)
k
Hy = =) ejdldy, (4.135)
. keiks | ksk
. 5t 1R2 | K3k
Hel—d = Z {—ak ak4d deW ( 1 v ‘ v 1 ) (4.136)

Kykoksky
+a£2ak4d23dklw< 1h2 s 4)}

vilvl
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. 1 ot iy | ksky

Hoa = 5 ) a;aggakg%w( 0 11) (4.137)
kikokska

. 1 g oo s 5 (k| ksk

Hia = =5 Y d’LdJ’L‘*dkldeW(vlj’ijl)' (4.138)
kikoksky

e Wie oben schon beobachtet, ist E, die Energie des voll besetzten
Valenzbands.

e In den Matrixelementen W stecken Einteilchenorbitale ¢, die
in einer selbstkonsistenen Rechnung (z.B. HARTREE-FOCK) be-
stimmt werden miissen.

e Wir nehmen an, die s diagonalisieren die effektiven Einteilchen-
anteile Hel bzw. Hd im Hamiltonian und liefern die Einteilchen-
energien €.

A~

o Hy o und f[d_d beschreiben  die  Elektron-Elektron-
Wechselwirkung  bzw. die  Defektelektron-Defektelektron-
Wechselwirkung. In den Matrixelementen W stehen wiederum
die Einteilchenwellenfunktionen.

e Der interessante neue Beitrag ]:[el,d beschreibt die Wechselwir-
kung zwischen Elektronen und Defektelektronen. Es werden je-
weils ein Elektron und ein Defektelektron vernichtet und in neuen
Zustanden wieder erzeugt. Dies kann man als Streuung von Elek-
tronen an Defektelektronen interpretieren.

Abschlielende Bemerkungen

e Frage: Warum haben wir nicht die gesamte Rechnung fiir Elek-
tronen durchgezogen?

Antwort: Unser Grundzustand (voll besetztes Valenzband)
beschreibt bereits ein Vielteilchensystem, das wir uns mit
HARTREE-FOCK oder sonstwie gelost denken. Es ist nun sinnvoll,
fiir weitere Betrachtungen diesen Grundzustand als Vakuumzu-
stand zu definieren.
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Dann konnen wir ndmlich Prozesse in einer Konfiguration, in der
ein Elektron angeregt wurde, als Zweiteilchenproblem (ein Elek-
tron in 1 und ein Loch in v) darstellen.

e So kann man z.B. die Theorie fiir Fzzitonen entwickeln.

e Durch z.B. Einstrahlen eines Lasers konnen wir Elektronen vom
Valenzband v in das Leitungsband 1 anregen.

Ek,j

Leitungsband

Valenzband

e Durch Strome kénnten auch Ladungstréiger abfliefen oder hinzu-
kommen.

e Nimmt man an, dass nur ein Elektron und ein Loch (z.B. durch

einen Laser) kreiert wurden, so kann man einen Exzitonenzustand
durch

7)) =) cndl dl, [7) (4.139)

k1ko

beschreiben.

2Solche Prozesse haben wir in unserer Rechnung oben der Einfachheit halber nicht betrachtet,
da wir die Anzahl Locher im Valenzband und die Anzahl Elektronen im Leitungsband als konstant
angenommen haben. Man kann sich allerdings leicht iiberlegen, welche zusétzlichen Terme im
Hamiltonian auftreten, wenn man derart Anregungen zulésst.
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Wendet man darauf den Hamiltonian (4.132) an, so sieht man,
dass Hel o und Hd a nicht beitragen. Fy kann man als konstante
Energie sowieso weglassen.

Man hat also das Problem eines angeregten Vielelektronensy-
stems formal auf ein Zweiteilchensystem heruntergekocht:

Hrxsiton = Her + Ha + Ha_q. (4.140)

4.8 Bosonen

e Wir haben den allgemeinen Vielteilchenformalismus exemplarisch
fiir Fermionen eingefiihrt. Wir wollen nun noch kurz die wesent-
lichen Schritte von oben fiir Bosonen durchexerzieren.

e Anstelle von (4.1) haben wir fiir Bosonen

) = 10y (0]@*) +Z|k (k|®T)

+§Z > |kks ) (ki |@F) (4.141)

ki kotky
+ 3 k) (ki |2

C k1 ke#ky ks#ko#£ks
+ > |kikakl) (kikakf | 2F)

+ N Jkikoks ) (kikoks | @)
ki ko#ky

Hier haben wir die Doppelsumme >, _, = >7, >, _, umge-
schrieben in £ 3, Ly = 5Dk Dok, i, bzw. fiir die Dreifachsum-

- Y ooly Zlyyy

k‘1<k2<k'3 ]41175]4}27&]4}3 ) kq k‘g;’ék’l k37ék1
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und beachtet, dass bei Bosonen in symmetrisierten Zustdnden
ks durchaus mehrfach besetzt sein diirfen. Daher miissen die bei
Fermionen wegfallenden Beitrage, wo ki = ko, k1 = k3, ko = k3,
k1 = ko = k3 etc. ist, noch hinzugenommen werden. Allerdings
kénnen wir ausnutzen, dass fiir symmetrisierte Zustéande z.B.

\kikoks ) = |kokiky ) = |kokoki) (4.142)
gilt.
e Der Erzeugungsoperator ZA)L fiir Bosonen sei nun durch
k) = B} [0).
Of k1) = |k = |kakt)  falls K # ki,
bf k1) = V2 |kkT)  falls k=,

b [y .. k) = |kki .. kY)  falls Wik #k;,
O k.. k) = V2 |kkky. . kY)Y falls k =k,
O ki k) = V2 |kkik. . k) falls k=K,

O k.. k) = V2 |kkiko. . kY)Y falls k= ky,
b (ki .. k) = V3 |kkk.. k})  falls k=k =k,
b [ki .. ki) = V3 |kkkok .. kL) falls k =k = ks,

Oh k.. k) = VN +1kk... kD) falls Vik=k
N+1 mal

e Der Erzeugungsoperator ZA)L soll “automatisch” symmetrisierte
Zustande erzeugen, analog zum fermionischen Fall, wo antisym-
metrisierte Zusténde erzeugt werden.
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e Nun kommt der Schritt, wo wir aus der (definierten) Wirkung des
Erzeugungsoperators die des Vernichtungsoperators bestimmen.
Anhand (4.141) identifizieren wir den Einheitsoperator 1 in U™,

D= J0) (0] 4 3 Ik (ka3 bkt Chaki ] + 2 3 k) ok

k1 ky ol
2k (kT |4+ 3 [kakohs') Cakok |
o k1#ks
1
+§ Z !klek;> (kykokd ] 4 - -
k1#kaFks

Wir wenden darauf b an,
b = 1RO+ V2[ET) (k] + D [kAT) (al
k1#k
VB [kEEY) (kET| + ) |kkki) (k|
k1 #k

+ g > kkak ) (k| + g > [kkky) (kky|

k1#£k kotk

~
2 mal dasselbe

1
t5 D[RRk (kikS|

k1#£ko#k
VA REEEY) (kEET| + ) |kkk k) (ki |
k1#k
V2> [kkkokd ) (knkokf | + V3 ) |kkikk*) (ki kkt|
ko#k k1#k
+ Y |kkikoky ) (kikoks |
k1#ka#k
V2 V2 V2
+3r > }kk1k2k+>(k1k2k+|+§ > |kk1kk;><k1kk;|+§ > |kkkokd) (kkokd |
key #koF#k key #kz#k ko#ks#k

J/

3 mal dasselbe

1
ta S [Rhikok) (Rikoki | 4 -

" k1 £ko£ks#k

= k) (O] + V2 |kk*) (k| + > |k ) (ki

k1#k
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VB [kEEY) (kkT| + ) ki) (k|
k1#£k

1
k1#k k1#kaF#k

VA REEET) (REET| + > [kkikiki) (kb k|
k1#k

V2> [kkkokd ) (kikokf| + V3 |kknkE) (kkkT|

ka#k k1#k

3y/2
+ Y \kklek;Mklek;H%— S [Rhikok®) (kikok*|

k1#koF#k N~~~ k1#ko#k
V2/2

1
ta S |Rkikok) (Rikoki | 4 -

" k1 £ko£ks Ak

e Adjungieren und Vergleich mit bl liefert, wie bei den Fermionen

auch, A A
by, |0> <0’ =0 = b |0> = 0. (4.143)

e Ebenso wie bei den Fermionen gilt

be S k) (il = (0) (k] = by lka) = 6, [0) . (4.144)
k1

e Die ndchsten Terme betreffen die Zweiteilchendyaden:

. 1
bi | D [kaki) (k] + g |kky ) (kiksy |
kq k1#ko

= V2 k) (k) 4+ k) (k] (4.145)

ey #k
by muss also auf folgende Art und Weise wirken:
bi, |k ) = V20, |k) (4.146)

br, |krks ) = Our, [Ko) + Ony [K1) . For # Ko, (4.147)
In der Tat: Setzt man dies ein, wird (4.145) erfiillt.?

3Summationsindizes bei Bedarf umbenennen.
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e Fiir die Dreiteilchendyaden:

by Z ‘kﬂcﬂfﬂ (krk Ky | + Z ‘k17€2k§r> (kykoksy |
/4}1 kl#kQ

1
b > |kakokd ) (kikoks |

3! k1#ko#ks3
= VBIkKT) (KT + Y |kaki) (Kkki |
k1 £k
1
+v2 Z |F1k ™) (kk kY] + 5 Z |kks ) (kkiks .
k1 #k k1 #koFk
Dies wird erfiillt, wenn*
by, |krkiky) = V30, |kKT), (4.148)

bi, | krkoks ) = Opiy |koks ) + V201, [kik ™), ki # ko, (4.149)

br, | krkaks ) = Onry Kok )+, [kiked Y+0uny |Rrks ), Ky ko # k.
(4.150)

4.8.1 Besetzungszahldarstellung

e Wir beobachten, dass bei der Wirkung von Erzeugern und Ver-
nichtern im Fall von Bosonen eine Rolle spielt, wie oft der entspre-
chende Zustand besetzt ist. Hingegen spielt es wegen der Symme-
trisierung der Zustdnde keine Rolle, wo im Zustand das entspre-
chende k; steht. Daher fithren wir die Besetzungszahldarstellung
ein:

ki...kiko.. . ko...kn... knT . (4.151
1 ) 2 N N, >—>nk1nk2 nkN> ( )

Ny mal ko mal Nk mal

4Wiederum Summationsindizes bei Bedarf umbenennen.
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e Damit wird z.B. (4.149) zu

[;k' nklzl,nk2=2 = 5kk1 ng, nkl—lz(),nk2:2
| ) V7, | )

1
—|—(5kk2 Ny M, = 1,nk2 —1=1).
V1, | )
V2

e Was kann man iiber die Orthonormalitat dieser Zustande aussa-
gen? (— Ubung)

e Wir fassen die Wirkung von bosonischen Erzeugern und Vernich-
tern in Besetzungszahldarstellung zusammen:

OU|oomg ) =vVip+1]...np+1...), (4.152)

bl )=/ —1...). (4.153)

e Ist ny, = 0, folgt also by, |0) = 0 und lA)L |0) = |1), wobei die Zahlen
im Ket n; angeben.

e Im Gegensatz zu Fermionen gilt nun nicht I;LIA)L = 0. Im Allgemei-
nen gilt auch nicht ;b = 0, denn

[;k;[;k: |nk> = l;k\/nk |nk — 1> = \/NEVNE — 1 \nk — 2> y ng Z 2.

4.8.2 Vertauschungsrelation und Besetzungszahloperator

e Man mag sich Fragen, warum wir den Erzeugungsoperator gerade
so eingefiihrt haben, dass wir letztendlich den Vorfaktor v/n + 1
in (4.152) erhalten.

e Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass (4.152), (4.153) dazu
fithren, dass o o
[bk, bz/]_ = [bk, bJ]rﬂ/] — 5kk’1~ (4154)

e Wie bei den Fermionen fiir die Antikommutatoren gilt nun bei
den Bosonen fiir Kommutatoren

(b, bie] = [b, B,) = 0, (4.155)
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sodass z.B.

bibL 10y = kK'Y = [K'ET) = bLD} [0). (4.156)

e Man kann auch umgekehrt vorgehen: Aus [l;k, 6,1,] = 5kk/i und
i, = bl by, (4.157)

folgen (4.152), (4.153) (— Ubung).

4.8.3 Weitere Anmerkungen

e Die in den Abschnitten 4.4, 4.5 und 4.5.3 bzgl. Transformationen,
Entwicklung von Operatoren in Erzeugern und Vernichtern sowie
Bewegungsgleichungen fiir Fermionen hergeleiteten Beziehungen
bleiben auch fiir Bosonen giiltig, sofern alle Antikommutatoren
entsprechend durch Kommutatoren ersetzt werden, as durch bs
und antisymmetrisierte Zustinde durch symmetrisierte (bzw. A~

durch A™).

e Insbesondere sieht der allgemeine Vielteilchenhamiltonian (fiir
z.B. das Beispiel mit CoOULOMB-Wechselwirkung) genauso wie
in (4.88) aus,

i = / dz () (-%v%x/(r)) () (4.159)
+3 [ ar [0 @) i),
aber nun gilt
le). G40 = 50— ipd, (1160)
(1), D8] = [0, L0 =0, (416D

und der Spin s ist ganzzahlig.
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e Wie schaut eine HARTREE-FoCK-artige Behandlung fiir Bosonen
aus? Was ist mit Austausch? Gibt es ein Selbstwechselwirkungs-
problem? (— Ubung).

e Wir haben in Abschnitt 4.5.3 und den Ubungen gesehen,
wie man von der zweitquantisierten Form des Hamiltonians
zuriick zur zeitabhéngigen N-Teilchen-SCHRODINGER-Gleichung
gelangt. Letztere macht keinen Unterschied zwischen Fermionen
und Bosonen. Es ist interessant zu sehen, wie in der Herleitung —
trotz anderer Kommutatorrelation — die selbe SCHRODINGER-
Gleichung herauskommt (— Ubung).
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Kapitel 5

Relativistische Wellengleichungen

e Relativistische Quantenmechanik muss in einer LORENTZ-
kovarianten Form darstellbar sein.

e Ziel: nicht-relativistische Quantenmechanik so erweitern, dass ei-
ne mit der speziellen Relativitdtstheorie vereinbare Quanten-
theorie entsteht, aber die “iibliche” Interpretation der nicht-
relativistischen Quantenmechanik erhalten bleibt (also z.B. |¢|?
ist Wahrscheinlichkeitsdichte, Eigenwerte sind mogliche Messwer-
te, Superpositionsprinzip, ihd) = H Y ete.).

e Versuche “libliche” Ersetzung (d.h. die “erste Quantisierung”)
h
i

e Die SCHRODINGER-Gleichung (z.B. des freien Teilchens)
h2
hop = ———V* 5.2
1Oyt 2mv (& (5.2)

entspringt damit der entsprechenden nicht-relativistischen
HAMILTON-Funktion und ist damit keine relativistische Wellen-
gleichung. Das erkennt man sofort an der Ungleichbehandlung
von Zeit (nur erste Ableitung kommt vor) und Ort (zweite Ablei-
tung).

e Der Viererimpuls lautet
E
P =0 0" p’) = (?px,py,pz> , (5.3)

171
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wobei E die relativistische Gesamtenergie eines freien Teilchens
mit der Ruhemasse m und Impuls p = (p,, py, p-) ist. Wie iiblich
bezeichnet ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Wir arbeiten im Folgenden mit der Metrik g =
diag(1,—1,—1,—1) und benutzen die iibliche Notation mit
ko- und kontravarianten Vierervektoren sowie die EINSTEINsche
Summenkonvention (d.h. iiber doppelt auftretende Indizes wird
summiert).

7.B. ist der kovariante Viererimpuls

5 E
Py = guwpP = <z7 —Pz, — Py, _pz) . (5'4)
Das Skalar
" E2 2.2
ppp' =g —p-p=mec (5.5)

ist in jedem Inertialsystem gleich, also eine relativistische Invari-
ante.

Es bietet sich also an, iiber die relativistisch korrekte Gesamt-
energie eines freien Teilchens der Ruhemasse m

E = \/p?c® + m?ct (5.6)

einen HAMILTON-Operator

H= \/13202 + m2ct1 (5.7)
zu definieren.

Dies wiirde auf eine SCHRODINGER-artige Gleichung in Ortsdar-
stellung

10 = V —h2e2V2 + m2c4 1) (5.8)

fiithren. Hier steht V2 unter der Wurzel. Entwickelt man die Wur-
zel, treten alle Potenzen von V2 auf. Man erhilt eine nicht-lokale
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Theorie.! Nicht-lokale Theorien mit unendlich vielen hoheren Ab-
leitungen nach Ort oder Zeit oder auch nur endlich vielen hheren
als der zweiten sind per se nicht unbedingt zu verwerfen,? jedoch
deutlich schwieriger zu behandeln.

e Wir suchen eine einfachere Theorie und versuchen stattdessen

E? = p*c® + m2c (5.9)
zu quantisieren. Mit der Ersetzung (5.1) folgt?
82
—hQ@ = (=R*V* + m*c*) ¢ (5.10)
e Mithilfe des D’ ALEMBERT-Operators
J 0 1 02
= =90 == —V? 5.11
Ozt Oz, K c2 Ot2 ’ (5.11)

wobei
ot = (ct,x,y, 2), T, = g’ = (ct,—x, -y, —2) (5.12)

kann man auch eleganter Schreiben
2
[D + (%) } b =0 (5.13)

(KLEIN-GORDON-Gleichung).

e Durch das Quadrieren haben wir auch die Lésungen negativer

E = —+/p*c® + m2ct (5.14)

Energie

zugelassen.

e Dies stellt kein prinzipielles Problem dar. Wir werden sehen, dass
solche Losungen zu Antiteilchen fithren, die experimentell beob-
achtet werden.

L“Nicht-lokal”, weil ja z.B. ¥(x + 2') = Z;‘;Ow(k)(m)x’k/k! (wobei 2’ nicht “klein” sein muss,
wenn man unendlich viele Ableitungen in der TAYLOR-Entwicklung mitnimmt).

2In der Tat sind diese z.B in der Stringtheorie gang und gibe.

3Den Einheitsoperator bei m?c* denken wir uns dazu.
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e Lisst sich |¢|* noch als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren?

e Betrachte dazu

" [D + (%)1 b =0 (5.15)
und das komplex konjugierte?
” {D + (%)1 v =0, (5.16)
Subtrahieren beider Gleichungen liefert
WOy — 00" = 00,0 — 9" 9,0" =0, (5.17)
wobei 5 p
oM = 8_%’ Oy = p (5.18)

Umschreiben in

O (W o) — 0" Optp — 0" (YOuY") — "9 "l =0 (5.19)
liefert

MW oy —o,*) = 0. (5.20)

Die Viererdivergenz des Vierervektors ¢*0,1 —10,1* verschwin-

det also. Dies ist die relativistisch kovariante Form einer Konti-
nuitétsgleichung.

e Schreibt man (5.20) mit a# = (ct,r) und z, = gz’ = (ct, —r)
wieder in ¢ und r um, so erhélt man

8 * * * *\
5o (U Perth — D) =V - (7T — V) = 0,

Multipliziert man noch mit ih/(2m) durch, folgt

0 ih . . h . ol
ot {2m02(¢ O — Yoy )} +V-i%(¢ Vi — Vi )} = 0.

g

j (5.21)

4Wir nehmen an, dass 1) eine skalare Grofe 1 (z) ist (d.h. keine Komponenten hat).
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e Man erkennt in der Tat in der zweiten geschweiften Klammer die
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte j.

e Vergleich mit der Kontinuitétsgleichung in “Dreierschreibweise”

0
- ] = .22
5" +V-j=0 (5.22)
suggeriert nun, dass
ih * *
P = o2 (V" Op — Opp™) (5.23)

als Wahrscheinlichkeitsdichte zu interpretieren sei.

e Das Problem ist, dass p geméB (5.23) i. Allg. nicht positiv defi-
nit ist. Daher hat man die KLEIN-GORDON-Gleichung zunéchst
verworfen.

e Die KLEIN-GORDON-Gleichung ist (in zweiter Quantisierung)
dennoch nicht unniitz, wie wir in Kapitel 6 iiber Feldtheorie sehen
werden.

5.1 DIirAC-Gleichung

e Wir suchen eine Gleichung, die linear in 0; ist, da dann wieder wie
gewohnt [1|*> als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierbar sein
wird.

Damit die gesuchte Gleichung sich relativistisch verniinftig von
einem Inertialsystem in ein anderes transformieren lésst, sollen
die Ortsableitungen auch nur in erster Ordnung vorkommen.

e Ansatz (DIRAC)

H=ca- p+ Bmc. (5.24)
Hierbei ist ¢ = (v, y, ;) und o - p ist als iibliches Skalarpro-
dukt zu verstehen. Allerdings wissen wir noch nicht, was o, oy, o,
und f fiir Objekte sind.> Wir kénnen aber die folgenden Aussagen
treffen:

®Achtung! Mit 3 wird im relativistischen Zusammenhang oft |v|/c (mit v als Geschwindigkeit)
bezeichnet — hier nicht!
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e « und [ sind dimensionslos.

e o und [ miissen hermitesch sein, damit auch H hermitesch ist.

e o und S diirfen nicht von ¢ oder r abhéingen, da wir sonst eine

nichtlineare Wellengleichung erhalten, die unvertréiglich ist mit
der “Homogenitdt der Raumzeit” (warum?).

H? soll den relativistischen Ausdruck fiir das Quadrat der Ge-
samtenergie (5.9) eines freien Teilchens geben,’
!

H? = p2c2 + m2ct (5.25)

Mit dem Ansatz (5.24) haben wir

3 3 3

H = apionpr +m® > agpiB+mc® Y Boypy + f2m’c”
ik=1 i=1 k=1

(5.26)

Die erste Summe konnen wir wegen p;pr = prp; symmetrischer
schreiben:

3 3
A o + OO,
Y apiupr =y — 5 Dibk- (5.27)
i k=1 ik=1

Es kann also nur (5.25) erfiillt werden, wenn

;o + oo = 20, (5.28)
/%=1 (5.30)

Diese Bedingungen sind mit Zahlen € C nicht erfiillbar. Dar-
aus folgt, dass a; und S Matrizen sein miissen. Dann wird v in
ihoyp = Hv also etwas, worauf eine Matrix wirkt.

SWir betrachten zunichst nur freie Teilchen, also kommt noch kein Potential V' vor.
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e Die Gleichungen (5.28) und (5.29) bedeuten, dass die Matrizen
a;, 1 =1,2,3, und § untereinander antikommutieren.

e Wegen (5.28) und (5.30) haben wir

B =ar=1. (5.31)

7

Hier ist die 1 auf der rechten Seite als Einheitsmatrix zu verste-
hen.

Die Eigenwerte dieser Matrizen «; und S sind also +1.

e Die Spur der Matrizen «; verschwindet,

Spa; =0, (5.32)

denn
Spa; =5 > a;) =8 i B) = —Sp(a;f%) = =Sp o,
pa p(é a;) p(&zﬁ) p (aif”) pa
l (5.33)

wobei (5.29) ausgenutzt wurde.
Ebenso kann man

SpB =0 (5.34)

zeigen (— Ubung).

e Da die Spur die Summe der Eigenwerte ist, die aber nur +1 sein
kénnen, muss der Rang R der Matrizen «; und 3 geradzahlig sein.

e R = 2 scheidet aus, da man nur Basen aus jeweils 3 antikommu-
tierende Matrizen (+ Einheitsmatrix) bilden kann (man denke an
die PAULI-Spinmatrizen).

e Der kleinstmogliche Rang ist also R = 4. Eine explizite Darstel-
lung mittels PAULI-Matrizen

o (U0) e (0 )e e (B0 e
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lautet wiefolgt:

ai:<i %) 5:(3_01). (5.36)

a; und [ haben hier also Blockstruktur, d.h. es stehen die 2 x 2-
Matrizen o; und die 2 X 2-Einheitsmatrix in ihnen. Es gibt jedoch
noch beliebig viele andere Darstellungen von «; und j3, die eben-

falls (5.28)—(5.30) erfiillen.

Wir wenden uns nun der Wahrscheinlichkeitsdichte zu. Betrachte
dazu

ihdp) = Hy (5.37)
mit H gemif (5.24).

Da H nun eine 4 x 4-Matrix ist, setzen wir fiir ¢ einen 4-
komponentigen Vektor an, ein sog. Bispinor,’

Y1

_ | ¥
Y = A (5.38)

(o

Gehen wir von links auf (5.37) mit

WL - (wiaw;w;awé}k)? (539)

so erhalten wir mit py = (h/1)0k

0 he o 0
S HalyT — T 2,1
ih 8t¢ i k; WP ozkaxkzb + mc Y G (5.40)
Andererseits 5
—m—atw —TH, (5.41)

7Auch wenn ein Bispinor vier Komponenten hat, ist er kein relativistischer Vierervektor, da er
sich anders unter LORENTZ-Transfromationen verhilt (s. Abschnitt 5.1.4).
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und mit 7 von rechts
0 he @ 0
3 ot - _ = ot 2,1
ih <8t¢ ) Y i 2 <8xk¢ ) art) + me'py. (5.42)

Hier haben wir ausgenutzt, dass «; und [ selbstadjungiert sein
sollen.

Subtrahieren von (5.42) von (5.40) liefert

0 Foy e o~ 0 ;

171&(1/1 Y) = - ; %W ) (5.43)
und somit P 3

5 (W1) + Ekj 5 (o) = 0. (5.44)

Jk
Dies hat die Form einer Kontinuitatsgleichung,

und diesmal ist wie gewiinscht p > 0, wenn wir annehmen, dass

wy
b= B = (W1, 5, 45, ) Zﬁj =S [l (5.46)
n=1
o

d.h., wir setzen voraus, dass Bispinoren “gewohnliche” Skalarpro-
dukte bilden (und nicht etwa wie relativistische Vierervektoren).

e Ob p wirklich die 0-Komponente eines Viererstromdichtevektors
ist, also

g = (ep,j) (5.47)
gilt, werden wir spéter noch betrachten.
e Wir wissen auch noch nicht, wie sich Bispinoren unter LORENTZ-

Transformationen verhalten. Dies werden wir in Abschnitt 5.1.4
untersuchen.
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5.1.1 Kovariante Schreibweise

e Multiplikation von (5.37), ihdy) = H Y, von links mit §/c liefert

, 0 h 0 5 B
1h5(9(ct) — Tﬁ;ak@ — \B{/mc Y =0. (5.48)

e Definition der Gamma-Matrizen v*, up = 0,1,2, 3:
V=8 =By i=123. (5.49)

o Mit 2# = (ct, 2!, 22, 23) = (ct, x,y, z) = (ct,r) folgt also
3
ihy "0, — meyp = 0. (5.50)
u=0

e Mit der EINSTEINschen Summenkonvention konnen wir dies auch
schreiben als

(ihy"0, — mc)y =0 (5.51)
(DIRAC-Gleichunyg).

e Die Antivertauschungsrelationen (5.28)—(5.30) lassen sich durch
die Gamma-Matrizen elegant zusammenfassen (— Ubung):

YAY + A = 2¢"" 1, (5.52)

wobei die 1 auf der rechten Seite die 4 x 4-Einheitsmatrix bezeich-
ne und g = diag(1, —1,—1, —1) der metrische Tensor sei.

e Die Antivertauschungsrelation (5.52),
] =291, (5.53)
definiert eine sog. CLIFFORD-Algebra.

e Man beachte, dass

()2 =8=1, (7)P=Bw)?=-1, i=123 (554
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e Definition: “FEYNMAN-dagger” oder “FEYNMAN slash notation”
eines Vierervektors A

A =~"A,. (5.55)
Ein Vierervektor A wird also durch die Gamma-Matrizen

“verjiingt”. Sieht aus wie ein Viererskalarprodukt, liefert aber
als Resultat eine 4 x 4-Matrix!

e Insbesondere schreiben wir

Y =19, (5.56)
sodass die freie DIRAC-Gleichung
(ihY —me)yp =0 (5.57)
geschrieben werden kann.
e Schliefllich folgt mit
RY = i =, = (5.58)
noch eleganter
(p —me)yp =0. (5.59)
Hierbei ist p* der (“erstquantisierte”) Viererimpulsoperator. Sei-
ne drei rdumlichen Komponenten liefern das bekannte p = —iAV,

seine 0-Komponente das bekannte ih0,;, denn
ﬁ/“L _ E/C _ i?tu?ct _ g’uyﬁy _ 1 —0 i.hact .
p —ihV 0 —1 ihV
(5.60)
e Auflere Felder lassen sich durch ein Vierervektorpotential
A" = (9, A) (5.61)

mit der aus der klassischen Mechanik bereits bekannten “mini-
malen Substitution” ankoppeln:

(]5 - E,A - mc) b =0. (5.62)
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5.1.2 Nichtrelativistischer Grenzfall: PAULI-Gleichung

e Betrachte zunéchst den Fall des ruhenden Teilchens p = 0. Dann
vereinfacht sich (5.37) zu

1ho) = Bmciy (5.63)
und man kann die Losungen (fiir 8 geméaf (5.36)) sofort hinschrei-
ben:

1 0
Wy = e—imCQt/h 0 : Wy = e—imCQt/h 1 ’ (564)
0 0
0 0
0 0
,wg _ eimCQt/h (1) ’ ,w4 _ eimCQt/h 8 . (565)
0 1

e Die an ein externes Feld (welches durch das Vierervektorpoten-
tial A* beschrieben wird) angekoppelte DIRAC-Gleichung (5.62)
fiihrt, aufgedroselt nach o und 3 sowie mit p° = ihd4, zu

(iha(it) - %b) v=la(p-A)+sme|v

und somit

ih%@b _ [ca - (p _ §A> + Bmc® + egb] . (5.66)

e Schreiben wir
H=H,+ H, (5.67)

wobei Hj der ungestorte DIRAC-Hamiltonian des freien Teilchens
sei, so lesen wir

H = —eo-A+ed (5.68)

ab. Der Vergleich mit dem klassischen Ergebnis H|; = —(e/c)v -
A +e¢ lasst erkennen, dass ca die Rolle eines “Geschwindigkeits-
operators” spielt.
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e Wir bezeichnen nun den kinetischen Impuls mit

F=p— EA (5.69)

und benutzen die explizite Darstellung (5.36) sowie zweikompo-

W= (i) | (5.70)

e Die DIRAC-Gleichung wird dann zu zwei gekoppelten zweikom-
ponentigen Gleichungen,

nentige Spinoren ¢, Y,

hop = co-7xX + edp + mcp (5.71)
ihoyY = co-7tp+ edpy — me?y, (5.72)
wobel o - T = Z?:1 o;m; mit den 2 x 2-PAULI-Matrizen o; ist.

e Mit der Substitution

-() e

in (5.71), (5.72) eingesetzt finden wir

.9
ih [_17710 (@) +8t (90)] e—imCQt/h
h o \x X
= |:Ca' . 'fr (X) +e¢ <90> +m02 < 90 )] e—imc2t/ﬁ’
2 X —X
also

im0, (i) = co -7 (2) +eg (i) — 2me? (2) . (5.74)

e Wir haben also in der oberen Komponente den Ruhemasseterm
mc? “wegtransformiert”. Diese rein zeitabhingige Transformation
entspricht einer Verschiebung der Energieskala um einen konstan-
ten Betrag mc? (in dem entsprechenden Inertialsystem, das wir
gerade betrachten). In der unteren Komponente tritt dafiir die
doppelte Ruhemasse auf.
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e Bisher ist noch keine Ndherung gemacht. Um nun den nichtre-
lativistischen Grenzfall zu untersuchen, nehmen wir an, dass in
einem geeignet gewahlten Inertialsystem

ihdix| < [2mc?x],  legx| < [2mc’x] (5.75)
gilt.8
Dann folgt aus der zweiten Komponente von Gl. (5.74)
o7
= , 5.76
X= 5 (5.76)

Da wir oben ca als Geschwindigkeitsoperator identifiziert hatten,
liefert o, auf ¢ wirkend, etwas der Groflenordnung v/c. Also sind
die Komponenten des Spinors

Lo |x|
——— <1
2cmce

mal kleiner als die Komponenten des Spinors .

e Die zwei Komponenten von y heiflen daher “die kleinen Kompo-
nenten” des Bispinors .

e Einsetzen von (5.76) in die erste Komponente von Gl. (5.74) lie-
fert eine Gleichung fiir den Spinor ¢ alleine:

ihoye — %(a‘-ﬁ')(a-ﬁ')Jregb - (5.77)

e Wir konnten also die gekoppelten Bewegungsgleichungen fiir zwei
Spinoren (5.74) im nichtrelativistischen Grenzfall entkoppeln.

e Fiir beliebige Dreiervektoren a, b gilt (— Ubung)
(0-a)(oc-b)=a-b1l+io-(axb). (5.78)

Hier ist die 2 x 2-Einheitsmatrix explizit mit 1 kenntlich gemacht.

8Wir kénnen allerdings nicht gleichzeitig fordern, dass auch noch |co - 7 | < |2mc?x|.
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e In unserem Fall haben wir also

(o-7)(o-7)=n -7l +io- (7 X 7).

Man koénnte versucht sein, 7 X w# = 0 zu argumentieren, aber
dies ist falsch, da in 7r der auf ortsabhéngige Funktionen wirken-
de Operator p steht und das ortsabhéngige Vektorpotential A.
Um zu sehen, was in diesem Fall passiert, lassen wir 7 x 7 auf

einen beliebigen Spinor ¢ wirken und benutzen den total anti-
symmetrischen LEVI-CIVITA Tensor €;;:

(7 X ®)ip =

€k T TEY (Summenkonvention)
cijk(pj — eAj/c)(pp — eAr/c)p
I e e?
A]‘pk + —A]Ak 2

CpiA
€ijk |PjPk — —Djak —
1) i J c J 2

Cc

)2 eh
€ijk (T) 0;0kp — gaj(AW) -

eh

cl

2
e
A;iOrp + gAjAkSO

eh
— ik 0;(Arp) + A0

eh
—— | €k (0jAr)p + €ijkArdjp + €51 A;Onp

ci ~
€ijk Ar0jp+e€in; Ar0jo=Ar0;0(€ijr+€ir; ) =0
eh eh
——Cin(05Ae = ——(V x A)ip.

Da dies fiir jeden beliebigen Spinor ¢ gilt, kénnen wir schreiben

axa——Nya-_Tg (5.79)
Cl Cl

mit dem magnetischen Feld B =V x A.

e Somit erhalten wir die PAULI-Gleichung

0

ih—p =

ot

(p—tA)"  en

2m 2mc

o-B+ep| g, (5.80)
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welche fir A = B = 0 und e¢p = V wie die SCHRODINGER-
Gleichung ausschaut. Allerdings ist ¢ ein Spinor, also ein zwei-
komponentiger Vektor (“Spin hoch oder Spin runter”). Die Spin-
freiheitsgrade kommen hier also durch eine relativistische Be-
handlung (wenn auch ausgewertet fiir den nichtrelativistischen
Grenzfall) “automatisch” ins Spiel und miissen nicht, wie z.B.
bei der Behandlung eines Elektrons mittels SCHRODINGER-
Gleichung, “per Hand eingebaut” werden.

Gyromagnetischer Faktor

e Ein herausragender Erfolg der DIRAC-Gleichung ist die Erklarung
des gyromagnetischen Faktors des Elektrons g = 2. Dass die

DirAC-Gleichung Spin-1/2-Teilchen beschreibt, also z.B. Elek-
tronen, werden wir spéater noch explizit zeigen.

e Wir betrachten ein schwaches, homogenes Magnetfeld
1
B=VxA, A:§B><r, »=0 (5.81)

und vernachléssigen den quadratischen Term ~ A2

e Wir lassen nun (f) — %A)2 auf eine beliebige Wellenfunktion wir-

ken (ohne diese explizit hinzuschreiben),

2
(IA)_EA) ~ 3 -Sp.-A-SA-p
c c c
le le
~9 ~
= — —= Bxr)—=——(B x
P =5 b (Bxr)—o-(Bxr)-p
le le
~9 ~ ~
= P — §Cp262]kBjx/€ EEGZJkB]xkpZ
leh 1 h
= p*— _ETaiEZJkBjxk eQ]kB]xk az
ci c
leh leh Oxr, leh
9
= — 5= ~€ijp B0 §ET€ijkBj B €k Bjxr0;
Oki




5.1. DIRAC-GLEICHUNG 187

eh
-2
= p°— —~€iiBxi0;
ci
o eh

= P~ ETEkijxkaiBj
e
= ZA)Q__(I.XIA))'B7
C Hf—/
1
wobei wir ausgenutzt haben, dass B konstant ist (B;0; = 0,B;).
1 =r x p ist offenbar der Bahndrehimpulsoperator.

e Damit wird die PAULI-Gleichung (5.80) zu

0 P e eh

ih—p=|———1-B——0c-B 5.82
Tor? [2m 2me ome. ]% (5.82)

und mit .
s = 5710‘ (5.83)

folgt
0 s e [+

ih—p = ———(l 2A>-B : .84
or? [2m 2mce s ]gp (5:84)

e Der Extrafaktor 2 vor dem Spinbeitrag zum Drehimpuls ist
der bereits oben erwihnte gyromagnetische Faktor oder kurz g-
Faktor, auch LANDE-Faktor genannt.

e Der g-Faktor des Elektronenspins folgt also “automatisch” aus
der DIRAC-Gleichung.

e Und nicht nur das. Man beachte, dass der Spin selbst erst durch
die DIRAC-Gleichung ins Spiel kommt, ndmlich durch die Eigen-
schaften der Gamma-Matrizen bzw. der Matrizen «;, (.

e In Sachen g-Faktor des Elektrons war das Experiment immer
der Theorie voraus. Schon frith konnte man mittels anomalem
ZEEMAN-Effekt messen, dass g ~ 2. Die theoretische Herleitung
aus der DIRAC-Gleichung folgte erst danach. Heutige Prézisions-
messungen zeigen, dass’

Gexp = 2.00231930436153(53),

9Die eingeklammerten Ziffern kennzeichnen, welche Stellen mit Unsicherheiten behaftet sind.



188 KAPITEL 5. RELATIVISTISCHE WELLENGLEICHUNGEN

wohingegen die Theorie (Quantenelektrodynamik, QED) “nur”
Gtheo = 2.0023193048(8)

liefert.

5.1.3 Spin-Bahn-Kopplung und DARWIN-Term
e Wir gehen zuriick zu (5.71), (5.72),

hop = co - 7tX + edp +mcp

1hoy = co - 7tp+ epx — me’y,

setzen e¢(r) = V(r), A = 0 (also v = p) und machen den Ansatz
fiir stationére Losungen

p(t) = e N () =y e EN (5.85)
e Damit folgt

Ep = co-px+Vep+mcp
Ex = ca'-f)cerVx—mczx,

bzw.
(E—-V —mcd)p = co-px (5.86)
(E—V +mc*)x = co-pp. (5.87)
e Wir setzen nun .
X T E - Vime® P¥ (5.88)
in (5.86) ein und erhalten
2y A ¢ A
(E—V —mc )go-ca-pE_v+m020-pg0. (5.89)

e Wir nehmen nun wieder an [vgl. (5.75)], es gibt ein Inertialsystem,

in dem die Energie
e = FE —mc? (5.90)
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klein gegeniiber der Ruheenergie mc? ist,!"

% <1. (5.91)

e In ¢ ausgedriickt wird (5.89) zu

c
— Vo =co -1 D
(€ Jp=co c—V tomez’ P
oder
1 2mc?
Vo = B B
(€ )¢ om? Pe_ V+2mc2a By
1 5 (14 e—V\ ! .
om? P 2mc? Py
e Entwickelt man in der kleinen Grofle 26;1‘0/;, so wird dies zu
1 e—V
Vo = —a-pl1- B
(e=V)p = 50D ( chg) o Py
C[(y_ =V (@ D)o B)  hle-VV)e D)
= - + -
2mc? 2m i 4m?2c?

e Mit (5.78) folgt
(0-P)(e-p) =D
Man beachte: hier verschwindet p x p, anders als 7 x 7, s. (5.79).

e Auflerdem folgt mit (5.78)

(o-VV)(o-p)=(VV)-p+io-[(VV) x p].

e Spezialisieren wir noch auf ein radialsymmetrisches Potential,
V(r) = V(r), sodass

AL (5.92)

rdr’

0Man denke bei V(r) = V(r) z.B. an das CouLoMB-Potential eines Atomkerns. Dann wiirde
man das System wihlen, in dem der Atomkern ruht (oder der Schwerpunkt von Atomkern und
Elektron, was fast dasselbe ist).
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so erhalten wir

(e~ V)p = Kl E_V)f’—2+h#1g<r-f>>

C2me? ) 2m  idAmcr dr
h 14V (r x p)
—__o' . .
dm2c? r dr P\
Mit
ho-(rxp)=2§-1=21-5§ (5.93)
folgt
-2 -2
p e—=VDp h 1 1dV . 1 1dV. .
= — V4 -——s—I(r- ——1- :
v [2m om@om ' T iamidr dar (x-p)+ om2r dr | "
Da T = € — V die relativistische kinetische Energie ist, ersetzen

wir € — V auf der rechten Seite im nicht-relativistischen Grenzfall
~ 2
durch 2p—m und erhalten

22 820
P PP h 1 1dV . 1 1dV. .
— — V4o 7 (p. e ‘
v [2m gmd2 T g ar (x-p)+ om2cr dr )

Diese SCHRODINGER-artige Gleichung fiir den Spinor ¢ ist von
der Gestalt

-9
€p = [QP—m + T +V + Hp + HlS] ©. (5.94)
Der Term yos
~ PP
Toe = ——— 5.95
Sm3c? ( )

ist die relativistische Korrektur zur kinetischen Energie, die man
auch durch TAYLOR-entwickeln des relativistischen Ausdrucks

p? p*

om  8m3c2

T=E—V —mec*=/p>2+m2c* —mc® ~

erhéalt.



5.1. DIRAC-GLEICHUNG 191

e Der Term | 1av

Hy= —5—5-—1-8 5.96
5T om2r dr (5.96)

beschreibt die Spin-Bahn-Kopplung, die wir in Abschnitt 3.7

schon beriicksichtigt hatten.

e Der Term E o114V
=L 1AV

P dm2e2r dr (r-p)

ist der sog. DARWIN-Term. Er ist nicht hermitesch, was daher

kommt, dass wir eine Gleichung fiir die Komponenten in ¢ alleine

betrachten und die Kopplung an die “kleinen Komponenten” ne-
gativer Energie xy durch unsere storungsméfiige Behandlung ver-
nachlédssigen. Wir haben es also eigentlich mit einem offenen Sy-
stem zu tun, welches wir durch ein geschlossenes System, das nur
durch ¢ beschrieben wird, anzunédhern versuchen.

e Nichthermitesche Hamiltonians fithren i. Allg. zu nichtreellen Er-
wartungswerten fiir Observable und nicht-unitirer Zeitentwick-
lung, bei der die Gesamtwahrscheinlichkeit nicht erhalten bleibt.
DARWIN “beseitigte” dieses Problem, indem er “hermitesch mit-

telte”:

. 1, 4 - 1 h1dV h 1dV
H: = Z(Hp+ H) = —— p)—=(p-r)—|.
b 2( b+ Hp) 8m?2c? irdr(r 2 i(p r)rdr

(5.97)
e Fiir ein wasserstoffahnliches Bindungspotential
VA 2
V()= - (5.98)
findet man (— Ubung)
A Zer 1.
Hy = 5202 ﬁl - 8 (5.99)

und
HY = ———6(r). (5.100)



192

KAPITEL 5. RELATIVISTISCHE WELLENGLEICHUNGEN

Der DARWIN-Term trigt also nur fiir s-Zustédnde bei (warum?),
die Spin-Bahn-Kopplung hingegen nur fiir ¢ > 0.

Der DARWIN-Term wird iiblicherweise wiefolgt interpretiert:
Losungen positiver und negativer Energie fiihren zu Interfe-
renzen auf einer Zeitskala 27/w mit hAw = 2mc? (Zitterbe-
wegung). Dadurch “spiirt” das Elektron eine ausgeschmierte
CouroMB-Wechselwirkung; daher taucht, wie in einer TAYLOR-
Entwicklung, die erste Ableitung % auf.

Dass der Spin an den Bahndrehimpuls koppeln sollte, ist klassisch
und auf qualitativem Niveau leicht zu verstehen: im Bezugssy-
stem, in dem das Elektron ruht, kreist der geladene Atomkern,
was einen Strom und somit ein Magnetfeld hervorruft, das propor-
tional zum Drehimpuls ist. Der intrinsische Drehimpuls des Elek-
trons (Spin) koppelt an dieses Magnetfeld [vgl. PAULI-Gleichung
(5.1.2)].11

5.1.4 LoRENTZ-Kovarianz der DIRAC-Gleichung

e Zwei Beobachter A, B beschreiben jeweils in ihrem Inertialsystem

mit “ihrer” DIRAC-Gleichung ein Teilchen durch ¥ (z) bzw. ¢'(2').

e Es muss eine Vorschrift geben, die es B erlaubt, ¢/(z’) bei gege-

benem v (x) zu berechnen (und umgekehrt).

e Wir wissen, wie sich Vierevektoren (oder -tensoren) relativistisch

von einem Inertialsystem in ein anderes transformieren lassen
(LOrRENTZ-Transformation), z.B. Ortsvierervektoren

o = AF x¥ (5.101)
oder kurz, in Matrixschreibweise,

7 = Az. (5.102)

Den Vorfaktor in Hys aus klassisch relativistischen Uberlegungen heraus korrekt hinzubekom-
men, ist schon nicht mehr so einfach (Stichwort: THOMAS-Faktor).
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e Bewegt sich z.B. B entlang der z-Achse von A mit der Geschwin-
digkeit v, so lautet die Transformationsmatrix!?

v =8 00
B —B v 00 B 1 v
A= "  1o| 7_—\/1—752’ B=-. (5.103)
0 0O 01

e Aber wie transformieren sich ¢ und "7

e Wir fordern, dass fiir B die DIRAC-Gleichung die gleiche Form
haben muss wie fiir A, nur eben in “gestrichenen Groéfien”,

(ihfywﬁjw — mc> Y'(2") = 0. (5.104)

e Fiir die Gamma-Matrizen gilt es lediglich, die Antikommutator-
bedingung (5.52) zu erfiillen. Daher sind die Gamma-Matrizen
sowieso nur bis auf eine unitédre Transformation bestimmt. Ob-
servable hdngen nicht von der Wahl des Satzes Gamma-Matrizen
ab. Wir brauchen daher im Folgenden nicht v* und "' unter-
scheiden, also

(ih’y“ &

oxH!

e Wir suchen nun eine Transformation S(A), die nur von der rela-
tiven Orientierung und Bewegung von A und B abhéngt,

Y(2f) = (Ax) = S(A)(x). (5.106)

- mc> V(') = 0. (5.105)

e Offenbar ist S(A) eine 4 x 4-Matrix, denn sie wirkt auf einen
vierkomponentigen Bispinor und liefert den transformierten vier-
komponentigen Bispinor.

e Da wir eine lineare Transformation suchen, darf S nicht von x
abhéngen, da ansonsten die Homogenitéit der Raumzeit verletzt
wiirde.

12Wir nehmen hier der Einfachheit halber an, A und B seien nicht gegeneinander verdreht.
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e Ebenso muss es fiir A moglich sein, ¥ (x) aus ¢'(z) zu bestimmen,
Y(z) = ST A (o). (5.107)
e Man kann zeigen (— Ubung), dass
STHA) =S(A ™Y (5.108)
gelten muss.

e Falls S existiert, dann kann B aus der DIRAC-Gleichung von A
“seine” DIRAC-Gleichung herleiten:

0 = (im"9, — mc) ¥ (x) = ("0, — mc) S~H(A)Y'(z'). (5.109)
Von links mit S(A) liefert
(iRS(A)Y"S™H(N)D, — me) ¢/ (2). (5.110)

e Das S~! kann man an 9, vorbeiziehen, da S und S~! nicht von
x abhéngen.

o Mit 5 9 B
= ;H =A%, (5.111)

x xt Ox

AY,
folgt
(iRS(A)y"S™HA)AY,0;, — me) ¢/ (). (5.112)
e Damit die DIRAC-Gleichung forminvariant ist, muss

S(A)Y*STHA)AY, = 4" (5.113)

gelten.

e Von links mit S~! und rechts mit S liefert!3

A A = STH A S(A). (5.114)

IBHier kann man die c-Zahlen AY ,, wahlweise links oder rechts von den 4 x 4-Matrizen +*, S,
S~ schreiben.
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e Diese Gleichung bestimmt die gesuchte Transformation S. Wenn
S existiert, ist die Kovarianz der DIRAC-Gleichung gezeigt.

e Eine vierkomponentige Wellenfunktion (z), die sich geméaf
(5.106)
Y(a) = S(A)i(x)

transformiert, heifit (vierkomponentiger) LORENTZ-Spinor.

Konstruktion der Spinortransformation S

e Betrachte die eigentliche, infinitesimale LORENTZ-Transfor-
mation
v __ v v

A, =g, + AW, (5.115)

e Damit "'z, = 2"z, muss mit 2/’ = A* z¥
ax, = N A S, = AN 2V, = 'z, (5.116)

N——
L7

gelten. Also

NN = gy + Aw’) (g + Aw,")
= glg) +9bAw, + Aw’ gl + O(Aw?)
~—
gu=0y
~ 0] 4+ Aw,"+ Aw',
= 0] + Gvo (Aw™ + Aw"™)

-

!

=0
Daher ist Aw antisymmetrisch,

Aw® = —Aw"™, (5.117)

und hat 6 nicht-verschwindende unabhéngige Eintrage:

0 —Aw!® —Aw?® —Aw®
Aw™ 0 —Aw?t —AwW!
Aw?  Aw?! 0 —Aw*?
AW AW Aw?? 0

Aw = (5.118)
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e Jeder davon “erzeugt” eine LORENTZ-Transformation, z.B.

AV = —AwlY = AB

eine Transformation auf ein System, das sich mit Geschwindigkeit
v, = cAp in x-Richtung bewegt.

Aw? = —Aw®® = Ay
erzeugt eine Drehung Ay um die z-Achse.

Wir machen nun einen Ansatz fiir die Transformation S, d.h. wir
entwickeln
S=1- iaWAw“V, Sl=1+ iJWAw’“W. (5.119)

Hier ist jeweils 1 als die 4 x 4-Einheitsmatrix zu verstehen, und
o, sind 6 noch zu bestimmende 4 x 4-Matrizen.

Wegen Aw"” = —Aw"" folgt
S=1- iUWAWW =1+ iawAw”“ =1- ia,,MAw”“, (5.120)
also ist auch o antisymmetrisch,

Ouww = —Opp- (5121)

Wir setzen nun in (5.114)
v -1 v
At =57 (A5 (A)

ein und erhalten

A" = (g + A" = 9"+ Aw’
1 1
= (1+ ZUWAw’”)v”(l — ZUWAWM)
1 1
= 7+ ZUMUAWWVV - VVZU%AWM +0(Aw?)

14 i 14 14
~ 7+ AV (0407 =V 0e)
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Folglich _
1% 1 g 14 14
Aw’ M = ZAw“ (0¥ =7 0uo) - (5.122)

Das konnen wir auch
" Awa, " = ghAw™y, = iAw’“’ (0¥ =7 0uo) (5.123)

schreiben.

Andererseits gilt auch
Io AWy, = grAwHy, = —gr Aw™y, = iAw“" (0¥’ =7 0u0) . (5.124)

Hier haben wir die Antisymmetrie von Aw"® ausgenutzt.
Addition liefert

(e} 14 v 1 g v 14
A (9o = gva) = AW (0107 =7 0pe) - (5.125)

Auf der rechten Seite benennen wir die Summationsindizes wiefolgt um: p —
a, 0 — . Damit folgt

(e} 14 v o 1 4 v
AW (g = gia) = Aw™' S (0any” =7 0ap) (5.126)

Da Aw** auf beiden Seiten auftritt, muss fiir die rechts davon stehenden Ten-
soren dritter Stufe

14 v 1 4 v
9 = GuVa = 5 (Tany” = 7 0ap) (5.127)

gelten (Quotiententheorem).

e Dies kann man auch schreiben als

(g~ 97) = [ O] (5.128)

e Wir miissen nun 6 Matrizen o, finden, die (5.128) erfiillen. Man
kann zeigen (— Ubung), dass dies fiir

1
Oap — 5[7&77/1] (5129>

der Fall ist.
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e Die infinitesimale Spinortransformation lautet also

i 1
S=1- iawAw’“’ = 1o+ 2 [ W] AW, (5.130)

e Es bleibt noch, die endlichen LORENTZ-Transformationen aus den
infinitesimalen zu erzeugen.

e Wir fiihren zunéchst die entlang der n-Richtung orientierte Dreh-
achse I,, ein.

e Dann konnen wir mit dem infinitesimalen Winkel Aw (in der 4D-

Raumzeit)

I AW’ = Aw”, = Aw(1,)", (5.131)

schreiben.

Beispiel fiir I,

e Beispiel: B bewege sich gegeniiber A mit infinitesimaler Ge-
schwindigkeit in z-Richtung,

Av, = cAB, = cAw. (5.132)

Dannist I =1, =1 = I,

0 100
, | -1 0 00
=10 0 0o (5.133)
0 0 00

Man erkennt, dass
2 v 700 3 4 72
rr=r.r, = 1’ =1, I"=1° (5.134)

u.S.w.
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e Die endliche LORENTZ-Transformation fiir den “Winkel” w wird
nun durch unendlich viele Hintereinanderausfithrungen von infi-
nitesimalen Transformation dargestellt:

v w WA an
2 = lim (g—I—NI> . (g—I—NI) Lt (5139)

e Dies ist gerade die Definition der Exponentialfunktion,

N (5.136)
= (coshwl +sinhwl)” z"
= (1 —-I*+ *coshw + I'sinhw)” 2.
Im letzten Schritt wurden die Eigenschaften aus (5.134) ausge-
nutzt.

e Damit gewinnen wir die LORENTZ-Transformation

2V coshw —sinhw 0 0 20
1 - 1
x —sinhw coshw 0 0 x
20T 0 0 10 2 (5.137)
23’ 0 0 01 3
bzw.
2" = coshw(z® — tanhw z),
' = coshw(z' — tanhw V),
2/ 2
xt = x°,
= 2t
e Vergleich mit
v =8 00
| = v 00 1 v
0 0 01
zeigt, dass

coshw = 7, tanhw = f. (5.138)
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e Diese Uberlegungen lassen sich analog natiirlich auch fiir y und

z durchfiihren.

e Die 6 /¥, sind also die “Drehachsen” fiir verallgemeinerte Dre-

hungen in der 4D-Raumgzeit. Es sind die 3 {iblichen Raumdrehun-
gen + 3 “Drehungen” der eben diskutierten Art, die eine relative
translatorische Bewegung von A und B entlang einer der drei
Raumachsen beschreiben.

Nun konnen wir S hinschreiben:

1w N
V(@) = S0(a) = Jim (1 {5ou(I)" ) vle) (5139
bzw. .
S = exp (—iwoﬂy(ln)“”> : (5.140)

Beispiel: wie oben, Bewegung von B entlang z-Achse von A. In
diesem Fall tragen zu

" = g"* 1",
nur £ =0,a =1 oder = 1,a =0 bei. Also
= g0,
aber hier ist nur ¥ = 1 von Null verschieden, sodass mit g'' = —1
M'=-1" =1

folgt. Analog I'° =T, = —1.
In (5.140) reduziert sich o, (I,)" also zu
o101" + 011" = —0o19 + 001 = 2001,

wobei _
i

2 [707 71]'

0p1 =
Daher

w/(x/) — e_%w%lw(x)- (5141)
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e Fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse findet man
auf die gleiche Weise

Y(a') = e ) (x). (5.142)

Mit der speziellen Darstellung der Gamma-Matrizen mittels 2 x 2-

PAuLI-Matrizen gilt
12_ (o3 0
7 = < 0 03 ) .

e Wir erkennen die Analogie zum Transformationsverhalten eines
zweikomponentigen PAULI-Spinors

(&) = exp (%w . 0'> (). (5.143)

Hier beschreibt w eine 3D-Drehung (Drehachse und Winkel) und
o wie iiblich den Dreiervektor aus PAULI-Matrizen.

e Man sieht: erst nach eine Drehung um 2 x 27 wird ¢ wieder auf
seinen urspriinglichen Wert abgebildet.

e Observable miissen schon bei einer Drehung um 27 wieder den
gleichen Wert annehmen. Das geht nur, wenn Observable (min-
destens) bilineare Ausdriicke in den Spinoren ¢ oder 1 sind
(warum?).

Viererstromdichte und Kontinuititsgleichung

e In (5.47) hatten wir schon angedeutet, dass

g = (cp,J) (5.144)
mit
plz) =i (@)(z), j=clay (5.145)

einen relativistischen Vierervektor bildet, aber den Beweis ver-
tagt.
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e Mit den Gamma-Matrizen gilt
(@) = el @)y "y (e), (5.146)
denn Y99° = 1 und /4% = oy, k = 1,2, 3.
e Die adjungierten Gamma-Matrizen lassen sich durch
Pt = 7094 (5.147)
ausdriicken (— Ubung).

e Dann gilt auch
S =408140, (5.148)
Beweis. Ausgehend von (5.114),
v _ o—-1_v
A A =579"5,
folgt
AY, Sy =778,
Adjungieren liefert (LORENTZ-Transformation A, = (A”,)* reell)
'y”TSTA”M — ST’y"T
= 0 0STAY, = A0 AV 408t = STy 070,
——
S—lyv S

also
’YOS_l’YVS’YOST — ST’YO’YV’YO-
Heranmultiplizieren von links und rechts mit 4° und Ausnutzen von v°4" = 1
bringt
Sil’}/VS’VOST”}/O — ’}/OST’YO’}/V.
Mit T = ~°ST4° wird dies zu
STy ST = Tv"

bzw.
S_l’YVS _ T’}/VT_l,

also T = S~ 1.
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e Die Viererstromdichte transformiert sich
") = e (@O (o) (5.149)
= o(Sv(x))y " S (x)
— f TA/0 A8
cp'(z) STy 4" Sy(x)
"}/0571
_ T 0 qg-1.,pn
' (z)y" ST S v (x)
ANV,YV
= A, ' (2)y"7 ()
J¥(x)
- Auyjy(x)a

also in der Tat wie ein kontravarianter LORENTZ-Vierervektor.

e Damit ist die Kontinuitédtsgleichung
ot
_— = jH —
T ] 0 (5.150)
invariant, und die Gesamtwahrscheinlichkeit ist in allen Inertial-
systemen erhalten. Dies ermdoglicht iiberhaupt erst eine sinnvolle

Wabhrscheinlichkeitsdeutung.

e Wir haben uns hier auf die Untersuchung eigentlicher LORENTZ-
Transformationen beschrankt. Raumspiegelungen (— Ubung)
und Zeitumkehr kénnten auch noch betrachtet werden, sind aber
in dieser Vorlesung nicht weiter von Belang.

5.1.5 Geradlinig, gleichférmige Bewegung

e In (5.64) und (5.65) hatten wir schon die Losungen der DIRAC-
Gleichung fiir ein ruhendes Teilchen aufgeschrieben. Diese konnen
in der Form

Ue(z) = wp(0) e lmER =] 93 4, (5.151)

Er:{ +1 fallsr=1,2 w1 (0) =

—1 fallsr = 3,4

oS O O
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U)Q(O) = w3(0) = ) w4(0) =

S O = O
O = O O
o O O

zusammengefasst werden.

e r = 1,2 bezeichnen die Losungen positiver Energie, » = 3,4 die

negativer.

e Das Teilchen ruhe in System A. Um nun Losungen fiir beliebige

e Den Exponenten in e

konstante Geschwindigkeiten zu bekommen, transformieren wir
auf ein System B, welches sich bzgl. A mit —v bewegt. In diesem
System bewegt sich das Teilchen dann mit +v.

. 2 . N N N .
iexme*t/h gchreiben wir in invarianter Form.

Mit allgemein
' = (E/c,p), ' = (ct, 1) (5.152)
gilt im Ruhesystem A

" = (me,0), p“(()):c/@ = mc?t.

e Da p,a" = p'z, in allen Inertialsystemen den gleichen Wert be-
sitzt, gilt also
p“(o)sz:/(?) = pl'z, = p,at. (5.153)

e Somit muss die Losung die Gestalt
Yp(x) = wi(p) e Pt/ (5.154)
haben, also eine ebene Welle, multipliziert mit einem Bispinor.

e Wie man von w,(0) zu w,(p) gelangt, wissen wir schon, denn die
Bispinoren transformieren sich geméaf} (5.140),

S =exp <—iwaw(1’n)"”> :
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wobei mit (5.138) (aber hier mit —v)

v v
tanhw = —— = —f, w = —arctanh—
c c

gilt.

e Seien «, [, v die Winkel von v zu den Achsen. Dann lautet

0 —cosa —cosf3 —cosvy
w_ | —cosa 0 0 0
I, —cos 3 0 0 0 (5.155)
— COS 7Y 0 0 0
und somit
0 ()" = 2(001 cos a + gg2 cos f + 03 cos ). (5.156)

Benutzt man (5.129) und (5.49), so kann man dies auch als

(I = _210|ﬂ '|V (5.157)
v
schreiben.
e Somit lautet die Transformation
w,(p) = Sw,(0) (5.158)
mit (— Ubung)
wo -V 0 1 e _psc
S = V) - . 3
P ( 2 |v]| ) 2me2 | & =1 0
e Be oo
(5.159)
und
£ =FE+mdc, p+ = p. L ip,. (5.160)

e Wegen der einfachen Gestalt der w,(0) kann man die w,(p) direkt
als r-te Spalte dieser Matrix ablesen.
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® D, py und p, treten in (5.159) in unterschiedlicher Weise auf, was
auf den ersten Blick verwirren mag, denn keine Raumrichtung
sollte ausgezeichnet sein. Diese Asymmetrie kommt jedoch le-
diglich von unserer Wahl der 4 x 4-Matrizen in a (5.36). Alle
Observable sind unabhéngig von der Wahl der Darstellung.

e Das Transformationsverhalten der w, sorgt “automatisch” fiir die
relativistisch korrekte Normierung. Beispielsweise erhoht sich die
Wabhrscheinlichkeitsdichte mit v aufgrund der Langenkontraktion
(— Ubung).

e Man kann auBerdem leicht zeigen (— Ubung), dass

E
6,p) 1w (e6p) = —=08, 5.161
(wr(erp)) wr (€vP) = ——50rm, (5.161)
W, (p)wy (p) = Opp€r, W, = wi% (5.162)
(Orthogonalitétsrelation),
4
> W (P)Wrs(P) = bap, @, B=1,2,34 (5.163)
r=1
(Vollstandigkeitsrelation),
(p — e,me)w,(p) =0, (5.164)
w,(p) (p —eme) =0 (5.165)
(DirAC-Gleichung fiir geradlinig, gleichférmige Bewegung in Im-

pulsdarstellung).

5.1.6 KLEIN-Paradox

e Wir betrachten die Reflexion an einer Potentialbarriere:
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V(x3)

3
| I X

e Da V), > F wiirde das Teilchen klassisch bei 2? = 0 umkeh-
ren. Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung sagt in diesem Fall
ebenfalls eine vollstdndige Reflexion voraus, allerdings tunnelt das
Teilchen (mit exponentiell abfallender Aufenthaltswahrscheinlich-
keit) in die Barriere hinein. Wir werden im folgenden sehen, dass
die DIRAC-Gleichung ein véllig anderes Verhalten erlaubt.

e Um Schreibarbeit zu sparen, setzen wir in der folgenden Betrach-
tung h =c = 1.
e Da sich alles in 2° = z-Richtung abspielt, ist
P =(F,0,0,k) = (w,0,0,k). (5.166)
e Da alle im folgenden auftretenden Wellen mit e !
kénnen wir diesen gemeinsamen Vorfaktor weglassen.

schwingen,

e Ebenso ist fiir die folgenden Betrachtungen der gemeinsame
Normierungsfaktor \/(F + m)/(2m) unwichtig und wird deshalb
weggelassen.

e Dann haben wir

1

; 0
k/(E +m)

0

Vin(a®) = Yy (2%) = (5.167)

Es laufe also ein Elektron mit positiver Energie und “spin up”
nach rechts auf die Barriere zu.
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o [iir die reflektierte Welle setzen wir an

1 0
3\ —ikz? 0 —ikz? 1
Yrei(2°) = ae _kJ(E +m) +be 0
0 k/(E 4+ m)
(5.168)

Hier lassen wir durch den Term ~ b zu, dass moglicherweise der
Spin bei der Reflexion umklappt.

e In Region I haben wir dann

Vi(x%) = i (2®) + Yren(2?). (5.169)
e In Region II machen wir den Ansatz
1 0
3 3 iqa? 0 iqa? 1
77DII(5C ) :wtrans(x ) =ce q + de' 0
E—Vy+m
0 —9q
E-Vo+m
(5.170)

Hierbei muss gelten

(E-Vp)P=¢4+m? = q=%(E-Vp)2-—m2 (5.171)

Damit die transmittierte Welle nach rechts lauft, miissen wir das
positive Vorzeichen wéhlen, also

q¢=/(E —Vp)?—m2 (5.172)
e Die Anschlussbedingung

¥1(0) = ¢u(0) (5.173)

liefert

q E+m
kE—-Vo+m’

l+a=c, l—a=re, r= (5.174)
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sowie
LA
E+m E—-—Vo+m

b=d, (5.175)

Falls b = d = 0, finden keine Spinumklapp-Prozesse statt. Es gibt
aber auch die Losung

4 E+m B
kE—-Vo+m

—r = 1. (5.176)
Deren Bedeutung wird im Folgenden noch klar werden.

e Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1 |E— V| < m.

Aus (5.172) folgt, dass in diesem Fall ¢ imaginéar ist, d.h. wie
im nichtrelativistischen Fall haben wir einen exponentiellen
Zerfall innerhalb der Barriere.

Beispiel fiir V) — E < m:

+m

Aber auch fiir £ > Vj gibt es fiir E—V{; < m eine exponentiell
abfallende Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Region II, da das
Teilchen mindestens seine Ruheenergie haben muss:
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+m

Fall2  |E—V|>m.

Aus (5.172) folgt, dass in diesem Fall ¢ reell ist und oszillie-
rende Losungen im Bereich II existieren. Fir £ — Vyj > m
kann das Teilchen die Barriere iiberwinden:

V(x3)

+m

Das ist zu erwarten und das relativistische Analogon zum
nicht-relativistischen £ — V;; > 0.

Das eigentliche KLEIN-Paradox kommt nun fiir Vj — E > m.
Obwohl hier die Barriere hoher liegt als E, kann das Teil-
chen offenbar die Potentialbarriere iiberwinden, denn auch
in diesem Fall ist ¢ reell, sodass oszillierende Losungen in II
existieren:
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V(x3)

+m

e Fiir die Strome gilt (— Ubung)

Jirans 4r
— = , 5.177
Jin (1+7)? ( )
.re 1— ? .rans 4
].ﬁ:( r) ST (5.178)
Jin 1+ Jin (1+7)
o Fiir V) — E > m, also F — Vy < —m, ist
q E4+m
= = < 0,
"TEE—Vo+m
sodass _
]tl'"ans < 0
Jin
und somit _
]{reﬂ > 1.
Jin

Dies bedeutet, dass mehr reflektiert wird, als einfdllt, was mit
nur einem Teilchen im System nicht moglich sein sollte, sofern
die Gesamtwahrscheinlichkeit als Erhaltungsgréfie vorausgesetzt
wird.

e Das KLEIN-Paradoxon kann in zweiter Quantisierung aufgelost
werden, weil dort die Teilchenzahl offen bleibt. Die Interpretation
ist dann wiefolgt:



212

KAPITEL 5. RELATIVISTISCHE WELLENGLEICHUNGEN

Sobald Vi > 2m, konnen Elektronen, die die negativen Energie-
zustinde in Region II besetzen in positive Energiezustdnde in
Region I iibergehen. Das Loch in Region II kann dann als Po-
sitron interpretiert werden. Es hat also Paarerzeugung an einer
Potentialstufe stattgefunden. Das erklart auch, warum j.e.q > Jin,
denn selbst ohne einfallendes Elektron (ji, = 0) wiirden durch
Paarerzeugung Elektronen “reflektiert”.
V(x3)

3
| I X

An der Potentialstufe konnen auch Elektronen-Positronenpaare
mit entgegengesetztem Spin (bzgl. des einfallenden Elektrons) er-
zeugt werden. Daher auch die Losung (5.176).

Man sieht an diesem Beispiel sehr schon die Notwendigkeit der
zweiten Quantisierung (bzw. die Notwendigkeit, die Teilchen-
zahl nicht festzulegen). In nicht-zweitquantisierter Form ist die
DIrRAC-Gleichung eine FEinteilchengleichung (die man auf N-
Teilchen mit festem N erweitern konnte). Dann fiillt man alle
negativen Energiezustdnde auf und definiert so das “Vakuum”.
Also ist das Vakuum schon ein Vielteilchensystem mit unend-
lich vielen Teilchen. Solange diese unendlich vielen Teilchen keine
Rolle spielen, wie im nicht-relativistischen Grenzfall in Abschnitt
5.1.2, gibt es keine Probleme. Sind die Energien jedoch so grof,
dass Elektronen aus dem Vakuum angeregt werden konnen (d.h.
es werden Elektron-Positron-Paare erzeugt), entstehen in einer
Theorie mit festgehaltener Teilchenzahl Widerspriiche wie das
KLEIN-Paradoxon.
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e In der Realitét gibt es zwar keine unstetigen Potentialstufen, je-
doch finden solche Prozesse an Potentialen mit groflen Gradienten
statt, z.B. im Feld eines hochgeladenen Ions. In einem solchen Po-
tential kann man sich Paarerzeugung in einem Bild analog zum
Tunneleffekt veranschaulichen (wie?). Auch mit Hochleistungsla-
sern versucht man, auf diese Weise das “Vakuum anzubohren”.
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Kapitel 6

Einfithrung in die Feldtheorie

In diesem Kapitel folgen wir grofitenteils dem Buch von F. Mandl & G. Shaw,
Quantenfeldtheorie (Aula) bzw. Quantum Field Theory (Wiley).

e PrANCK 1900: Emission und Absorption von Strahlung erfolgt
diskontinuierlich — Photonen (EINSTEIN, 1905), experimentell
bestétigt (Photoelektrischer Effekt, COMPTON-Streuung, ...).

e DIRAC 1927: “Zweite Quantisierung”

— beim elektromagnetischen Feld — Photonen; Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren erfiillen Kommutatorrelationen;
beim elektromagnetischen Feld ist die zweite Quantisierung
eigentlich die erste, da E und B davor noch keine Operatoren
waren.

— beim SCHRODINGER-Feld — (je nachdem) Fermionen oder
Bosonen (s. Kapitel 4), ¢, ¢! erfiillen (Anti-) Kommutator-
relationen.

— beim DirRAC-Feld — Elektronen, Positronen (s. Kapitel 5 und
dieses Kapitel).

e 7.B. wird die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen und Positronen (nach zweiter Quantisierung) durch die
Quanten des elektromagnetischen Feldes (Photonen) vermittelt.

215
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e Teilchenzahlen offen — Elektron darf sich mit Positron vernichten
und ein Photon entsteht oder ein Photon erzeugt ein Elektron-
Positron-Paar (vgl. Kapitel 4).

6.1 LAGRANGE Feldtheorie

e Klassische Mechanik: LAGRANGE-Funktion — Bewegungsglei-
chungen

e Feldtheorie: Felder sind kontinuierlich, daher LAGRANGE-D:chte
— Feldgleichungen
e Betrachte Satz Felder

or (), r=1,2,...N.

e Die LAGRANGE-Dichte £ hinge von ¢,(x) und

29,
bralt) = 5"

ab. Wir haben also analog zur klassischen Mechanik, wo L =
L(q,q), nun eine LAGRANGE-Dichte

L= L(r, Pra)-

- a¢r (6-1)

e Die LAGRANGE-Bewegungsgleichungen in der klassischen Mecha-
nik werden aus der Variation der Wirkung hergeleitet. Wir be-
trachten also das Wirkungsintegral

S(Q) = /Q Ad*x L(dr, dra)- (6.2)

Hierbei soll €2 ein Raumgebiet der 4D Raumzeit bezeichnen und
d*zr = dz® da! da? da?.

e Variation der Felder

or(x) = or(x) + 0 (2) (6.3)
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so, dass

dor(x) =0 auf I'(Q) (6.4)

(I'(£2) sei der Rand des Raumgebiets €2).
e Falls ¢, komplex ist, beinhaltet ¢, schon zwei reelle Felder. An-
statt Re¢, und Im¢, als zwei unabhéngige reelle Felder zu be-

trachten, ist es geschickter mit ¢ und ¢* als zwei unabhéngigen
komplexen Feldern zu arbeiten.

e Nun soll also gelten

5S = 0. (6.5)

In der im folgenden verwendeten Schreibweise benutzen wir wie-
der die EINSTEINsche Summenkonvention (iiber doppelt auftre-
tende Indizes wird summiert), auch bzgl. der Komponenten r,

55(Q) = /Q d%{ 5 @5@ a(zfa(sgbm} (6.6)

oL o
_ 4 o
- /Qd ) {6@ Ot 3 O 5@}

0 oL
_ 4 7
- /de{a¢’r5¢’r axa <a¢ra> 5¢’I“}

0 oL
4 —_—
/ 73 (a@f"b)
e Der GAuUSSsche Satz in 4D liefert fiir den letzten Term

s 0 oL B oL B
/dx_<@¢m6¢>—/ dnaa(bm i(éf/ =0. (6.7

0 auf T'(Q)

Hier ist dn® der Normalenvektor auf der Hyperflache, die durch
den Rand I'(€2) definiert wird.

Also haben wir

oL 9 [ oc
/d4 {8gz5 - <a¢ )}5@:0. (6.8)
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Da 0¢, bis auf (6.4) beliebig ist, muss der Ausdruck in der ge-
schweiften Klammer verschwinden. Dies fiihrt zu den EULER-
LAGRANGE Bewegungsgleichungen der Felder

oL 9 [ oL
a@—axa(a@’a)_o, r=1,...N. (6.9)

e Def.: Konjugiertes Feld

oL
" 00,
(analog zum kanonischen Impuls p = 0L/0q).

() (6.10)

e Def.: HAMILTON-Dichte

H(z) = Wr(x)ér(x) — L(br, br.0) (6.11)

(analog zur HAMILTON-Funktion H = pg — L).

e Beispiel einer LAGRANGE-Dichte mit nur einer Feldkomponenten
(r=1):

1 (%
£ = 208" = 26%) (6.12)
Hier ist p eine (spéter zu identifizierende) Konstante.

Wir finden
oL

4,2
= (6.13)

oc o (1,
6 o <§W) (6.14)

0 1
= (9¢,a (ég’gngb,ﬂgb,n)

1
= §9ﬂ " (050, + ¢.50,)

1
= 3 (9™"¢, + 9" ¢ 5)

= ¢
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Dann folgt mit der EULER-LAGRANGE-Gleichung (6.9)

0 0o 0
2.9 a2, 20 _
Ho = gt = 6~ g m o= 6~ 06 =0, (6.15)
O
also die KLEIN-GORDON-Gleichung
(O+ p*)e¢ = 0. (6.16)

Demnach ist (6.12) die LAGRANGE-Dichte des KLEIN-GORDON-
Felds.

Vergleich mit (5.13) zeigt, dass pu? = (mc/h)*. Die GroBe 1/u =
h/(mc) ist die COMPTON-Wellenlinge.

e Das konjugierte Feld ist hier in diesem Beispiel
9L 9 (1] [\’ s 9| 1
W_8_¢_6_¢<§ [(@) = (Vo) —p'e”| | = 50 (6.17)

6.2 Feldquantisierung

e Wir wenden nun die sog. kanonische Quantisierung (in Analo-
gie zur ersten Quantisierung) auf die Feldgrofien an (d.h. die
PorssoN-Klammer wird zum Kommutator),

[0, (x, ), ms(r', )] = 1hd,50(r — 1), r,s=1,2...,N, (6.18)
[ (r, 1), ds(r', t)] = [m.(r, 1), ms(r', )] = 0. (6.19)
e Wir lassen hier die “Operatorhiite” weg.

e Wegen unseres Vorwissens aus Kapitel 4 ahnen wir, dass wir da-
mit zunéchst nur bosonische Felder beschreiben und fermionische
entsprechend mit Antikommutatoren zu quantisieren haben. Da-
zu spater mehr.

e Wir haben die Vertauschungsrelationen (6.18), (6.19) fiir gleiche
Zeiten formuliert. Dies ist sicher noch keine relativistisch verniinf-
tige Beschreibung, da Gleichzeitigkeit bezugssystemabhéingig ist.
Wir werden spéter darauf zuriickkommen.
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e Fiir das KLEIN-GORDON-Feld lauten die Vertauschungsrelatio-
nen (6.18), (6.19)

[o(r, 1), (r', 1)] = ihc?d(r — 1), (6.20)

[6(r,t), 0", 1)] = [o(x, 1), H(x', )] = 0. (6.21)

6.3 Symmetrien und Erhaltungssitze

e Zur Erinnerung einige Fakten aus der Quantenmechanik I: Fiir
einen nicht explizit zeitabhéngigen Operator O lautet die HEI-
SENBERGsche Bewegungsgleichung

A

ih— = [0, H], (6.22)

d.h. falls [0, H] = 0 ist O eine Konstante der Bewegung.

e Betrachte unitare Transformation
W) — W)=Uly), O-— 0 =U0U" (6.23)

e [iir kontinuierliche Transformationen konnen wir

A~

O (6.24)
schreiben, und die infinitesimale Transformation

U~1+isaT (6.25)
fithrt zu
O = (14i6aT)O(1 —i6aT) = O +i6aTO — OisaT + O[(da)?],

also

50 = i6a|T, O). (6.26)
e Falls H invariant unter der betrachteten Transformation ist, also

§H =0 (6.27)
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gilt, dann folgt also aus (6.26)
[T.H) =0 (6.28)

und mit (6.22), dass T eine Konstante der Bewegung ist.

e Beispiel 1: T' = p, Impulserhaltung, o = Az /h, U = exp(iAzp/h)
ist Translationsoperator (d.h. Verschiebung um Strecke Ax).

e Beispiel 2: 7' = /, Drehimpulserhaltung, a = o/h, U =
exp(ipl/h) ist Rotationsoperator (d.h. Drehung um Winkel ¢).

e Wie sieht das nun mit LAGRANGE-Dichten aus?

6.3.1 NOETHER-Theorem
e Sei f* ein Tensor, der von den Feldgrofien und deren Ableitungen

abhéngen darf. Dieser Tensor erfiille

o OF
Onf" =5 = =0 (6.29)

(Kontinuitatsgleichung).
Eine Grole f¢, die (6.29) erfiillt, bezeichnen wir allgemein als

einen erhaltenen Strom.

e Sei
Fo(t) = / d*r f(r,1). (6.30)
e Dann folgt aus (6.29)
af°
—=-V.f 6.31
und Integration iiber den Raum liefert
1dF°
= fdr =0. 6.32
c dt /V " ( )

Im letzten Schritt haben wir angenommen, dass f schnell genug

abféllt (GAUSsscher Satz).
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e Also gilt:
T=F"= / d*r fO(r, 1) (6.33)
ist eine Erhaltungsgrofle.

e Betrachte die infinitesimale Transformation

or(x) — ¢l (x) = ¢p(x) + 5, (), (6.34)

bei welcher die in # zusammengefassten Koordinaten 2°, 2!, 22, 23

unangetastet bleiben und die zu einer infinitesimalen Anderung
in £ der Form

oL
agbr agbr o

fithrt. Mithilfe der EULER-LAGRANGE-Gleichung (6.9) kann man
dies schreiben als

o [ oL oL o [ oL
oL = ( 5 gbm) 56r + 3 %5% = ( 2 (m’aégbr) . (6.36)

oL

£ 560+ — S (6.35)

e Falls nun 0L invariant unter der Transformation (6.34) ist, also
0L = 0, dann haben wir genau die Situation (6.29) vorliegen,

oL

SL=0=0,f"  f*= 5,

5. (6.37)

e Die Konstante der Bewegung (Erhaltungsgrofie) ist dann laut
(6.33)

FY = / d®r oL S = ¢ / d*r 7, 06, (6.38)
a¢r,0

e Wir beobachten also auch hier, dass die Invarianz unter einer
Symmetrieoperation (d.h. einer Transformation) eine Erhaltungs-
gréBe nach sich zieht (NOETHER-Theorem).!

!Benannt nach der Mathematikerin Emmy NOETHER (1882-1935).
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Beispiel: Ladungserhaltung

e Betrachte komplexe Felder und eine Phasentransformation,

¢r — ¢ = P, ~ (1 +1€)p,, (6.39)
of — oLl = el ~ (1 —ie)g]. (6.40)

e Also ist
0¢, = ied,,  Opl = —ieg] (6.41)

und laut NOETHER-Theorem (6.38)

FO = iec/d37° (7 — 1) (6.42)
(man beachte, dass in (6.38) die Summenkonvention auch fiir r
gilt).
e Wir definieren den sog. Ladungsoperator
S 4 po_ [ s gt
— L po_ Y B (6 — . 4
Q=L = [@rmo—ale). (63

Der Begrift “Ladung” wird hier in einem verallgemeinerten Sinne
als Prototyp einer Teilcheneigenschaft verwendet.

° Q ist also, wie F, eine Konstante der Bewegung,
d@)
T 0, (6.44)
falls £ invariant unter der Transformation (6.39), (6.40) ist. Hier-
bei muss ig/h nicht infinitesimal sein, da bei kontinuierlichen
Transformationen jede endliche Transformation aus infinitesima-
len aufgebaut werden kann, sodass £ auch unter der endlichen
Transformation invariant bleibt.

e Warum hat Q mit einer “Ladung” zu tun? Betrachte hierzu den
Kommutator

Qo) = -1 [ @ ) s @]o) (649

—ihd,s0(r—1')
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(¢, (x) vertauscht mit allem, auler mit 7.(z)). Somit folgt
[Qa ¢r(x)] = _Q¢r(x)' (6'46)

e Derartige Kommutatorrelationen sind uns von Besetzungszahl-
operator n und Vernichtungsoperator b schon bekannt,

[, 5] = —b.

Dort galt: Ist |n) Eigenvektor von n zum Eigenwert n, so ist auch
b|n) Eigenvektor von 7, aber zum Eigenwert n — 1. Daraus folgt:
b “vernichtet” ein Quant (= Teilchen).

e Analog gilt hier demnach: Falls

QlQ) =Q1Q), (6.47)

dann ist ¢, |Q) auch Eigenzustand von @, aber zum Eigenwert
Q) — q (— Ubung).

e Also vernichtet ¢, ein Teilchen mit Ladung q.
e Ebenso folgt, dass ¢! ein Teilchen mit Ladung ¢ erzeugt.

e Nochmal der Hinweis: “Ladung” steht hier synonym fiir eine Teil-
cheneigenschaft, die zusammen mit dem Teilchen selbst erzeugt
und vernichtet wird. Das muss nicht eine elektrische Ladung sein.

e Globale Phasentransformationen der Art (6.39), (6.40) (d.h. € ist
unabhéngig von x) heilen auch Eichtransformationen erster Art.

e Man benotigt komplexe Felder, um Ladungen im hier diskutierten
Sinne zu beschreiben. Ansonsten konnte man die Phasentransfor-
mationen (6.39), (6.40) gar nicht durchfithren.
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Beispiele: Translationen und Rotationen

e Wir erwarten aufgrund unserer Kenntnisse aus der klassischen
Mechanik:

— Invarianz von L unter Translationen — Impuls- (und
Energie-) Erhaltung.

— Invarianz von £ unter Drehungen — Drehimpulserhaltung.

e Die globale Phasentransformation (6.39), (6.40) ist besonders ein-
fach, da sie die Koordinaten iiberhaupt nicht betrifft, =/, = z,.

e Dies ist bei Translationen und Rotationen anders. Da diese je-
doch kontinuierliche Gruppen bilden, reicht es aus, infinitesimale
Transformationen zu betrachten,

To — X =T+ 0Tq = Ty + eagxﬂ + 04 . (6.48)

Rotation Transl.

e Wie auch schon bei der Diskussion der Bispinortransformation S
in Abschnitt 5.1.4, fithrt eine Transformation der Koordinaten zu
einer Transformation der Feldgrofe,

6r(r) — G1(a") = 6r(0) + JeasSTA(r). (6.49)

In Abschnitt 5.1.4 hing €,5 mit Aw,s und S mit den Matrizen
o’ zusammen.

e Invarianz von L bedeutet

L(¢r(x), Pra(r)) = L(¢,(2), ¢ (7). (6.50)

e Wie sieht nun f¢ fiir Translationen und Rotationen aus?

e Variation bei festem Argument [wie in (6.34)]:

5¢r(x) - d);,(ﬂﬁ) - Cbr(-’lf) (651)
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e Totale Variation inkl. mitvariiertem Argument:

5T¢r($> - ¢;($/)_¢r(x) (652>
= L) — 6, o lah) — 60(a).
5(/5:(33/) %‘gaz[;

Nun ist bis auf quadratische Korrekturen in kleinen Groéfien

o (x') = d¢,(x), denn
0pr(a’) = d(a') - ¢r/($')
= () + 22

g
= qb;(l’) - qu(fL')
(60(2) +06,(+)) . 06,()

81?5 8335
= ¢.(z) = ¢p(x) + 000, dxp)
= §6.(x) + O(6¢y 65).

S5 — (@(x) + 6¢T(x)5xﬁ)

8@;

—|—a (SZUﬂ

Also
0o,

8x5

5160 (x) = 56, () + o5, (6.53)

e Mit diesem Riistzeug sehen wir, dass Invarianz von L

0 = L"), 8,.4(2) = L(6r(2), Pra(2)) = 61L

= L(#,(2), 9 o(2) = L(¢(2), dra(2)) (6.54)
bedeutet.?
e Also o7
0=0rL =0L+ %53:‘“. (6.55)
Mit (6.36),
0 oL
5£ - (‘3$0‘ (a¢r,a5¢r> ’

2L = L(P ('), ¢ o(2")), denn die skalare GréBe £ zu transformieren, heiBt, sie durch die
gestrichenen Felder und Koordinaten auszudriicken.
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folgt mit (6.53)

0 [oc deb,
o 2 [ (o o5} o3

und somit

o [ oL 06, i

foc

e Nun konnen wir wieder den erhaltenen Strom ablesen, 0, f* = 0,
N oL
f =
of

Hierbei haben wir den FEnergie-Impuls-Tensor eingefiihrt:

o1y — T b, (6.58)

Jus_ O£ 00

— — Lg*P
Dra O Lg. (6.59)

e Fiir reine Translationen gilt in (6.48) €,3 = 0, also
=T +0, = 014 =0a, (6.60)
und (6.49) vereinfacht sich zu
o () =¢.(x) = o1, =0. (6.61)
Somit wird (6.58) zu

fOé | aof 557 (662)
also gilt
0
— O[ﬂ —
e J“7d5 = 0. (6.63)

Da die vier infinitesimalen Verriickungen 03 unabhéngig und be-
liebig sind, muss
TP
ox®

gelten. Dies sind vier Kontinuitétsgleichungen fiir 5 = 0,1, 2, 3.

=0 (6.64)
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e Analog zu den Uberlegungen, die zu (6.33) gefiihrt haben, sind

die vier
oL 0¢
Pﬁ = d3 6 — /d3 - — Oﬂ .
c / rT? r Do 015 Ly (6.65)
- /d?’fr (cm 0¢r L’goﬁ)
85135
Erhaltungsgrofien.

e Die 0-Komponente liefert gerade die HAMILTON-Funktion, also
Energieerhaltung:

cP’ = / Br (1.0, — L) = / d*rH = H. (6.66)

o Fiir 3=1,2,3=jist ¢% =0, also

Pl = / d?’rma(br. (6.67)
833]‘

Dies sind die (rdumlichen) Impulskomponenten des Feldes.

e Falls also £ invariant unter Translationen ist, haben wir mit (6.64)
eine Kontinuitatsgleichung fiir den Energie-Impulstensor, woraus
cP? (Energie) und P’ (Impulse) als Erhaltungsgréfien folgen.

e [iir reine Rotationen haben wir

0Ty = eagxﬁ, €aB = —€Ba (6.68)
und ]
5160 = 5easS b (6.69)
Damit folgt (— Ubung)
1
fo — 5%/\4@57, (6.70)
wobel o7
M = ZZ S5 4 (2P T — 21T, (6.71)

Obra
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e Da die infinitesimalen Drehungen eg, wieder unabhéngig und be-
liebig sind, muss
Ou M =0 (6.72)

sein.

o Wegen M7 = —M™F gibt es sechs erhaltene Grofien

st = [ @0 a1 = [0 [TV =) 4 om 580
(6.73)

e Da 7%/c die Impulsdichte des Feldes darstellt, erkennen wir im
Term (2°T% — 27T%) den Bahndrehimpuls.

e Der zweite Term ~ S77 beschreibt einen intrinsischen Drehimpuls
des Feldes (Spin).

e Der Spin tritt hier als Transformationseigenschaft eines Feldes
auf. Wir haben bei dieser Betrachtung nicht von irgendeiner
Quantisierung Gebrauch gemacht. Spin hat also per se nichts mit
Quantentheorie zu tun, sondern entspringt der feldtheoretischen
Beschreibung!

6.4 Quantisierung des KLEIN-GORDON-Feldes

e Zur Erinnerung (s. (5.13) und (6.16)):
O+ o) =0, p="C (6.74)

e Wir hatten bereits beobachtet, dass in nicht-zweitquantisierter
Form das Problem nicht-positiv-definiter Wahrscheinlichkeits-
dichte auftritt. Dieses Problem wird in zweiter Quantisierung be-
hoben.

e Die reelle KLEIN-GORDON-Gleichung ist eine Gleichung fiir ein
einzelnes reelles Feld ¢ = ¢*. Daraus folgt sofort, dass es keinen
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intrinsischen Drehimpuls (Spin) haben kann, denn

¢ (2') = o(x) + %eagSO‘ﬁgb(x) = (1 + %eaﬁSo‘ﬂ> o(x).  (6.75)
Zahl g

e Um einen nicht-verschwindenden intrinsischen Drehimpuls zu ha-
ben, sind also mindestens zwei Feldkomponenten ¢,, r = 1,2
notig, die durch S’ miteinander gekoppelt werden kénnen.

e Die KLEIN-GORDON-Gleichung beschreibt also Spin-0-Teilchen
(z.B. m-Mesonen, K-Mesonen).

e Zur Erinnerung [s. (6.12), (6.17), (6.20)],

L= (600" ~ 1), (6.76)
= é ), (6.77)
[p(r, 1), (r', 1)] = ihc?S(r — 1), (6.78)

und die anderen Kommutatoren alle Null.

e Wir entwickeln nun das Feld ¢(z) in einem vollsténdigen Satz von
Losungen der KLEIN-GORDON-Gleichung,

6(x) = 61 () + ¢ (2), (6.79)
b1 (x) = Ekjgkbao e, (6.80)
¢ (z) = zkj &b' (k) e, (6.81)
mit Y
£ = (ka) . V=1L (6.82)
k = 2%(711,712,713), nigs=0,41,42 ... (6.83)

(periodische Randbedingungen, “Box-Quantisierung”).
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e Man beachte, dass mit k" = (w/c, k) und z# = (ct, r)
kx = k'z, = k" =wt =k -r. (6.84)

e Setzt man e*rF®

man

in die KLEIN-GORDON-Gleichung ein, so erhalt

o 9 2\ ik : - 21 ik
W= [(LikM) (£ (6.
(8% oo T ) e [(Fik")(£iky) + p7] e (6.85)

= [~k + p? e =0,

also

w?

K=k k= - k- k= 12 (6.86)

Die Dispersionsrelation des KLEIN-(GORDON-Feldes lautet also
wk = e/ p? + k2. (6.87)
Fiir die in & auftretenden wy wéahlen wir das positive Vorzeichen.

e Vergleich mit Photonen, fiir die wx = clk| gilt, zeigt, dass fiir
p = me/h — 0 die KLEIN-GORDON-Gleichung die gleiche Di-
spersionsrelation liefert.

e Wie lauten nun die Vertauschungsrelationen fiir b und b', wenn
(6.78) etc. gegeben sind?

e Man kann leicht zeigen, dass fiir das reelle KLEIN-GORDON-Feld

bk) = / dB3r % (i 4 wid), (6.88)
bi(k) = G / dBr e % (—ig 4 wid) (6.89)

gilt, wobei
e = (%02;%)1 . (6.90)

Man beachte die Analogie zur Quantisierung des harmonischen
Oszillators, wo (bis auf Vorfaktoren) b = Z + ip ist.
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e Der Kommutator zwischen b(k) und b'(k’) kann nun leicht berech-

net werden, in dem man die bekannten Kommutatoren zwischen
¢ und ¢ heranzieht:

b(1), b1 (K)] = GG / & / 4o ke
z) + wip(x), —id(2') + wwp(a’)]

_ Cka’/dg /d?)/lkgc K"

x {iwy [@ ' z), p(a")] —iwy [o(x), gb(x/)]}

—ihc2d(r—r’) ihc26(r—r’)

= Gl / Br FFT R (e + wi)

= (G el @)t / *r e 1T B2 (W + wy)

\- -

V(Skk/
= Ok,

also

[b(k), b (K)] = S (6.91)

e Beim simplen harmonischen Oszillator gibt es nur eine Mode, und
bekanntlich gilt [b, 5] = 1. Wir haben es beim quantisierten Feld
mit mehreren Moden k zu tun. Nur Groéflen, welche die gleiche
Mode betreffen, vertauschen u.U. nicht.

e Nicht iiberraschend gilt auflerdem
[bk), b(K)] = [b' (k), b (K')] = 0. (6.92)

e In Kapitel 4.8.2 sind wir fiir Bosonen auf exakt die gleichen Ver-
tauschungsrelationen gestoflen. Die KLEIN-GORDON-Gleichung
beschreibt in der Tat Bosonen.

e Wie in Kapitel 4 konnen wir nun auch Besetzungszahloperatoren
einfithren

n(k) = b'(k)b(k). (6.93)
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e Driickt man die in den Ubungen behandelte HAMILTON-Funktion
des KLEIN-GORDON-Feldes

1(1,.
H= /d3r 5 {C—2(¢)2 + (Vo) + ;ﬂng} (6.94)
und die Impulse

Pl = / el L po_ / d’r %(bVqﬁ (6.95)
Ox c

mittels (6.80) und (6.81) in b und b' aus, so findet man

H= Ek: he <bT(k)b(k) + %) , (6.96)

P =) 1k (b*(k)b(k) + %) . (6.97)

e Solche Ausdriicke kennen wir schon aus Kapitel 4, als wir Opera-
toren in FErzeugern und Vernichtern entwickelt haben.

e Anhand dieser Ausdriicke sieht man explizit, dass Energie
und Impuls des freien KLEIN-GORDON-Feldes erhalten bleiben
(warum?).

e Das Vakuum wird wieder als jener Zustand definiert, fiir den
vk b(k)|0) =0 (6.98)

gilt.
Damit gilt dann auch wegen (6.80)

Ve ¢y (z)]0) = 0. (6.99)

6.4.1 Normalordnung

e In Abschnitt 4.7.1 ist uns schon die Normalordnung begegnet, in
der alle Vernichtungsoperatoren rechts von Erzeugungsoperato-
ren stehen.
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e Die Vakuumenergie

1
=y > (6.100)
k

ist unendlich. Da nur Energiedifferenzen von Belang sind, fiihren
wir die Normalordnung ein und schreiben z.B.

(k1 )b(ka)b' (k) + = b (ka)b(k)b(ks). (6.101)

Es stehen also alle Vernichtungsoperatoren rechts von Erzeu-
gungsoperatoren. Die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter
untereinander ist bei Bosonen egal.

e Da in ¢_ nur Erzeuger und in ¢, nur Vernichter stehen, gilt z.B.

Xt ) (y) :=: (0+(2) + 0 (2))(D+(y) + 0-(y)) : (6.102)
= 04 (@)04(y) : £ 2 01(2)0-(y) - +0-(2)01(y) + ¢—(x)P-(y)
O+ ()01 (y) + ¢-(Y)o1(2) + ¢ (2)d1(y) + ¢ (2)d-(y).

Im mittleren Schritt haben wir die ::-Zeichen weggelassen, wo
sowieso schon die Vernichter rechts von den Erzeugern stehen.

e L und alle Observable werden derart definiert, dass Normalord-
nung herrscht. Man kann sich auch vorstellen, dass erst quan-
tisiert wird, wenn alle Ausdriicke derart geschrieben sind, dass
nach der Quantisierung Normalordnung vorliegt. Man setzt also
innerhalb der beiden Normalordnungszeichen : alle Kommutato-
ren zwischen Erzeugern und Vernichtern Null.

e Normalgeordnete Ausdriicke fiir Observable haben verschwinden-
de Vakuumerwartungswerte. 7.B. gilt

. P*: = (H/c,P) th%* (6.103)

denn ausgehend von (6.96), (6.97) gilt

Y hk” (bT (k)b(k) + %) D= %tha (0" (k)b(k) + b(k)b'(k)) :
k k
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I o | .
_ 5;% (b (k)b(k)+ : b(k)DI (k) )

= ) hkb(k)b(k).
k
Der Vakuumerwartungswert ist dann wegen (6.98)
0] : P*:10) = (0] Y REk“b'(k)b(k)|0) = 0. 6.104
(0] 0) = ( \zk: (k) b(k) |0) (6.104)

0

6.4.2 Komplexes KLEIN-GORDON-Feld

e Wir bendtigen komplexe Felder, um Ladungen zu beschreiben (s.
Abschnitt 6.3.1).

e Betrachte das komplexe KLEIN-GORDON-Feld mit (normalgeord-
neter) LAGRANGE-Dichte

L=:9l,0"—pPp¢:. (6.105)

e Hier sind ¢'(x) und ¢(x) als unabhingige Felder zu betrachten
(vgl. Bemerkung zu komplexen Feldern in Abschnitt 6.1).

e Aus der EULER-LAGRANGE-Gleichung (6.9) folgen die Feldglei-
chungen (— Ubung)

O+ 1*)p(x) =0,  (O+ )l (z) =0. (6.106)

e Die konjugierten Felder lauten

r(z) = C%(N(x), i (z) = é (@), (6.107)

e Die nicht-verschwindenden Kommutatoren sind
[p(r, 1), ¢ (r',1)] = ihc?6(r — 1), (6.108)
(07 (r, 1), d(r',1)] = —ihc?o(r — 1'). (6.109)

Alle anderen (¢ mit ¢, ¢ mit ¢!, ¢ mit ¢, ¢ mit ¢f, ¢ mit ¢) sind
Null.
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e Die FOURIER-Entwicklung der Felder lautet nun

¢(x) = ¢+(x) + o-(z) (6.110)
= ) & [b(k)e ™ + d' (k) ]
k
¢'(x) = ¢ (x)+ ¢\ (v) (6.111)

= ) & [b(k)e* +d(k)e T

Da ¢ und ¢' als unabhiéingig zu betrachten sind, benétigen wir
auch zwei “Sorten” FOURIER-Entwicklungskoeffizienten (b und
d).

e Damit erhélt man die Vertauschungsrelationen
[b(k), b (K')] = [d(k), d' (k)] = duac (6.112)
(alle anderen Null).

e Interpretation: b, b', d, d' sind Vernichter und Erzeuger von “b-
bzw. d-Teilchen”. Die entsprechenden Besetzungszahloperatoren
lauten

ny(k) = b (k)b(k),  ngk) = d'(k)d(k). (6.113)

e Den Hamiltonian kann man damit schreiben als

H =" hwny(k) + na(k)]. (6.114)

e ['iir den Ladungsoperator (6.43) findet man

Q = —%/d?’r LTy — TP

= @ i @)e) - da)ol@): (6.115)

~ he?

= q ) _[n(k) — na(k)]. (6.116)
k
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e Bildet man den Erwartungswert des Ladungsoperators, so “zahlt”
dieser die Anzahl der b-Teilchen (in einem beliebigen Zustand k),
subtrahiert davon die Anzahl der d-Teilchen (in einem beliebigen
Zustand k) und multipliziert mit der “Elementarladung” ¢. Offen-
bar haben b- und d-Teilchen entgegengesetzte, aber betragsméflig
gleiche Ladungen +¢q. Man erhélt also fiir einen beliebigen Zu-
stand |¥) durch Berechnen von (@) = (¥|Q |¥) den Erwartungs-
wert der Gesamtladung im System.

e Die LAGRANGE-Dichte ist invariant unter der Phasentransforma-
tion ¢ = ¢, ¢ = e @', Die Gesamtladung ist also erhalten.

e Die d-Teilchen werden Antiteilchen der b-Teilchen genannt (bzw.
umgekehrt).

e Hitten wir in (6.110), (6.111) nur b und b’ verwandt, so giibe es
nur eine Teilchensorte, also keine Antiteilchen. Dann bestiinde
das Problem aus Kapitel 5 weiterhin: es gibt unendlich vie-
le Zustédnde negativer Energie, die mit Teilchen aufgefiillt wer-
den miissen. Mit Antiteilchen ist hingegen das Vakuum leer,
b|0) = d|0) = 0, die Operatoren b, d' erzeugen Teilchen bzw.
Antiteilchen, und Antiteilchen miissen nicht als Locher im “Teil-
chensee” negativer Energie interpretiert werden.

e Das komplexe KLEIN-GORDON-Feld (mit jeweils einer Kompo-
nente ¢ und ¢') beschreibt geladene Spin-0-Mesonen (z.B. 7).

e Das entsprechende reelle KLEIN-GORDON-Feld (mit einer Kom-
ponente ¢) beschreibt neutrale Spin-0-Mesonen (z.B. 7).

6.4.3 Kovariante Vertauschungsrelationen

e Da wir bisher die Vertauschungsrelationen fiir gleiche Zeiten, aber
unterschiedliche Orte formuliert haben, ist deren relativistische
Kovarianz nicht offensichtlich.

e Betrachte fiir das reelle KLEIN-GORDON-Feld

[#(), ¢(y)]
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an beliebigen Raumzeitpunkten z#, y*.

e Da ¢, nur Vernichter und ¢_ nur Erzeuger enthilt, folgt

[0(x), 0(y)] = [04(2), o-(y)] + [0 (2), o1 (y)]. (6.117)

e Mit den Entwicklungen (6.80), (6.81) folgt

hc?

P4 (2),0-(y)] = - (wkwk/)_1/2 [b(k),b*(k’)] o—i(kz—k'y)
2V " < ~- ,
hc? _
- - —ik(z—y)
2V £k :

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass k = k’ wegen der Di-
spersionsrelation auch ky = wy/c = wy /c = kj, zur Folge hat.

e Mit dem Kontinuumsiibergang

1 d3k
Vzk: >/(27T)3 (6.118)
folgt
hc? Pk
04(2).0-0)] = g | Soe o (6119
e Mit der Definition
i Bk,
Ai(x) = —2(22)3 / o he, ko =k =we/c  (6.120)
gilt
64(2), & ()] = iheA (z — y). (6.121)

e Analog definieren wir uns die Funktion A_(z), so dass

[¢-(2), ¢+ (y)] = iheA_(z —y) = —ihcAy(y — ).  (6.122)
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e Damit folgt
[¢(2), ¢(y)] = ihcA(z —y) (6.123)
mit

Alx) = Ay(z)+A_(z) (6.124)

c dgk . —ikx s dkx

c A3k I
= _(27r)3 o sin k.

e Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass A, A4 aufgrund
der Dispersionsrelation (6.86) die KLEIN-GORDON-Gleichung
erfiillen, z.B.

(O, + p*)A(z — ) = 0. (6.125)

e Um die Kovarianz von (6.123) explizit zu sehen, schreiben wir
A(z) in der Form

i

Az) = — 2 / Ak §(k* — p?)e(ky) e 2, (6.126)

Hierbei ist d*k = dky d3k, und die Integration iiber ky geht von
—00 bis co. Aulerdem wurde

E(ko)_ﬁ_{—f—l falls kg > 0

N ‘ko‘ - —1 falls kg <O (6127)

eingefiihrt.

Dass (6.126) und (6.124) tatséchlich dquivalent sind, kann man
wiefolgt sehen:

2
B ) = 30k 1~ ) = (13— %)

1
= O(ko — ko;
%z—: o O)\g'(kozﬂ
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1

ol o) s 2)

= {0 (ko + ) 49 (ko — )}
2wk c c
(ko; seien die Nullstellen von g(kg)). Setzt man dies in (6.126) ein,
folgt in der Tat (6.124) (e(kg) sorgt fir das richtige Vorzeichen).

e Die Invarianz von (6.126) ist offensichtlich, denn es treten nur
unter eigentlichen LORENTZ-Transformationen invariante Groflen
auf.

e ¢(ky) ist invariant, da eigentliche LORENTZ-Transformationen
Vergangenheit und Zukunft nicht vertauschen.

e Wir testen nun, ob die neue Vertauschungsrelation (6.123) die
“alten” Vertauschungsrelationen (fiir gleiche Zeiten) reproduzie-
ren. Z.B. muss gelten

[p(r, ), p(x',1)] = 0.
Andererseits ist

[o(r, 1), p(r' )] = iheA(r — r’,\()/).

In der Tat ist mit (6.124)

c 3k .
Alr—1',0) = — 2n) / n sin[0 — k- (r — r)]
2 00 k,2 1
- £ 7T3 / dk — [ du sin(k|r — r'|u)
(2m)* Jo Wk J-1
= 0.

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass wy nur von k = |k| abhéngt.

e Man beachte, dass fiir gleichen Zeiten

(2 = yu(z =yl = —(x—y)* <0, (6.128)
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also ein raumartiger Abstand vorliegt.

Messungen der Felder an raumartig getrennten Punkten diirfen
nicht voneinander abhéngen, sei der Abstand noch so klein (Mi-
krokausalitdt).

e Man kann zeigen (— Ubung), dass aus (6.123) auch (6.78) folgt.

e Man kann A, (z) auch als Linienintegral

1 d4]€ e—ika:
Asla) =~ /C — (6.129)
+

in der komplexen kp-Ebene mit den in der Abbildung dargestell-
ten Integrationswegen darstellen.

Im ko

C_/<\ /\C+
@ @

Beweis. Da

1 dka d3k —ikoz? ik-r
As(r) = — / A (6.130)
(27T)4 Cy k(% _k — U
2 /2
—wk C

betrachten wir

/ dky e7thor” / dky e o
c, ké —wi/c? ¢, (ko +wi/c) (ko — wi/c)

WV
zu C_ zu Cy

= 2miResy

— 497 eFln’/e

1
2wy /¢’
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Damit wird (6.130) zu

1 ic [d3k .,
Ay(z) ::F(27r)3§/w_k et

wie behauptet.

e Man erhélt A = A, + A_, indem man fiir

1 d4k efikx
A@) =~ /C — (6.131)

den Integrationsweg C' geméafl

Im ko
LA
® L

wahlt, denn dieser Weg lésst sich deformieren zu
Im ko

\ode /| Nk )

6.4.4 Mesonen-Propagator
e Wir haben laut (6.121)

iheA(x — a) = [p4(x), 9 ()] (6.132)
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und bilden dafiir den Vakuumerwartungswert

ihcAy(z — a') = (0][¢4(2), ¢-(2')] [0) = (0]¢-(2)¢-(2) |0) .
Der letzte Schritt gilt wegen ¢, (z)|0) = 0, da nur Vernichter in

¢, stehen.
Da ¢_, wenn es nach links auf (0| wirkt, auch Null liefert, gilt
auch

iheAy (x — 2') = (0|p(z)p(2') |0) = —ihcA_(z' — ). (6.133)

e Wir definieren nun das zeitgeordnete Produkt (T-Produkt)

riowe) = { SO B LT s

Die Zeit lauft also in diesen Ausdriicken aus Produkten von
Feldgroflen von rechts nach links. Man beachte, dass eigentli-
che LORENTZ-Transformationen die Reihenfolge von Zeiten nicht
andern.

Mit der Stufenfunktion ldsst sich T{¢(x)¢(x’)} offenbar schreiben
als

T{o(x)o(2')} = Ot —1') ¢(x)p(z") + O(t' — 1) d(a") (). (6.135)

e Definition des FEYNMAN-Propagators
(FEYNMANSsche A-Funktion):

iheAp(z — 2') = (0| T{p(x)p(2") } |0) . (6.136)
e Mit (6.135) folgt

iheAp(z — ') = Ot —t'){0[p(x)¢(2) [0) + O(t" — t)(0]p(2")p(x) 0)
= Ot —1) {0l¢+(2)¢_(«) |0)
iheA , (z—a')
+O(t' 1) {016+ ()¢ () |0)
iheA (' —2)——iheA_ (z—a)
= ihe[O@t — A (z —2') — O —t)A_(x — 2)] (6.137)
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oder auch (mit t — ¢’ — t, v — 2’ — x)

mit dem oberen Vorzeichen falls ¢ > 0 und dem unteren falls
t <0.

Als Kontourintegral lasst sich Ap in folgender Form schreiben:
1 dk e 1o
A = : 6.139
F('r) (27’(’)4 /CF L2 — MZ ( )
Dabei ist der Integrationspfad folgender:
Im

Man muss sich iiberlegen, ob der Pfad CF in der oberen Halbebene
oder der unteren zu schlieffen ist.

Fiir 2° = ¢ > 0 muss wegen des auftretetenden Terms e~ %o =

e Wit der Integrationsweg in der unteren Halbebene Imky < 0
geschlossen werden, damit e (=1*ole* 5 . Diesen Weg Cp kann
man dann zu einem “Kringel” um wy/c verformen, allerdings hat
Cr gerade die entgegengesetzte Orientierung wie C',. Dies liegt
daran, dass sich (6.129) und (6.139) in einem Vorzeichen (vor dem
Integral) unterscheiden.

Analog findet man fiir 2 = ¢ < 0, dass Ap(z) = —A_(2) und
der Integrationsweg in der oberen Halbebene zu schlieflen ist.

Alternativ kann man die Pole in der komplexen ky-Ebene infini-
tesimal verriicken,

Fuwk/c — Fwyi/c £ in, (6.140)



6.4. QUANTISIERUNG DES KLEIN-GORDON-FELDES 245

und die Integration entlang der reellen ky-Achse ausfiihren.
e Fiir das komplexe KLEIN-GORDON-Feld findet man anstatt
(6.136)
0| T{p(2)¢' (")} |0) = ihcAp(z — ') (6.141)

mit dem gleichen Ap wie in (6.139).

Interpretation des FEYNMAN-Propagators

e Beispielsweise ist fiir ¢ > t/

T{o(x)p(2")} = ¢(z)o(z")

und

(Ol (2)p(2") [0) = (0]¢ (x)$-(2') |0) .

Da in ¢_ Erzeuger stehen, wird also am Raumzeitpunkt 2’ ein
Meson erzeugt. Bei x wird das Meson wieder vernichtet.

Zeit

<t

e Fiir ¢ > t haben wir

(O (z")p—(2) [0) -



246 KAPITEL 6. EINFUHRUNG IN DIE FELDTHEORIE
Zeit

2 X

xe
>t

Hier wird ein Meson bei z erzeugt und bei 2’ vernichtet.

e Mesonen treten als “Austauschteilchen” bei der Wechselwirkung
von Nukleonen auf.

Zeit
Zeit
Nukleon
: A
/4
" Meson
\\\‘ /////’
//X\ /‘\\
X
Nukleon
<t >t

e Da in Berechnungen von Observablen sowieso immer Integratio-
nen iiber x und 2’ ausgefiihrt werden, braucht man die Zeitord-
nung in den graphischen Darstellungen nicht zu beachten.
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Tex

o

6.5 Quantisierung des DirAC-Feldes

e Wir haben gesehen, dass die kanonische Quantisierung von Fel-
dern® zu den bereits aus Kapitel 4 bekannten Vertauschungsrela-
tionen fiir die Erzeuger und Vernichter von Bosonen fiihren.

e Eine entsprechende Feldtheorie fiir Fermionen folgt, wenn man
die Vertauschungsrelationen durch Antivertauschungsrelationen
ersetzt.

e Wir wissen bereits aus Kapitel 4, dass dies “automatisch” zum
PauLri-Verbot fiihrt.

e Die Interpretationsméoglichkeit von b' und b als Erzeuger und Ver-
nichter folgt alleine aus den Vertauschungsrelationen zwischen b'
und b. Aus ihnen folgt nédmlich (mit n als Besetzungszahlopera-
tor)

[, 0] = —06psbs,  [ny, BI] = 0,501, (6.142)

woraus man folgert, dass b|n) ebenfalls Eigenvektor von n ist,
allerdings zum Eigenwert n — 1 [s. Diskussion vor (6.47)].

e Der Vakuumzustand wurde dadurch definiert, dass

Vr o b ]0) = 0. (6.143)

3D.h. Feld und konjugiertes Feld werden Kommutatorrelationen unterworfen, in Analogie zur
“ersten Quantisierung”, wo P0O1ssON-Klammern zu Kommutatoren werden.
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e Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass mit dem Antikom-

mutator
[A,B], = AB+ BA (6.144)
und
lar,ally =05, ar,ag]y = [al,al]y =0 (6.145)
ebenfalls (6.142),
[N, as] = —d,sas, [nr,al] = (5rsal (6.146)

gilt, also @ und a' als Vernichter und Erzeuger von Fermionen
interpretierbar sind.

Wie schon aus Kapitel 4 bekannt, folgt nun aus (6.145) sofort
(a)?=0, (a)*=0. (6.147)

Dies ist eine Manifestation des PAULI-Verbotes, denn es kénnen
nicht zwei Fermionen im gleichen Zustand r erzeugt (und daher
auch nicht vernichtet) werden.

Eine weitere Manifestation des PAULI-Verbotes ist, dass die Ei-
genwerte des Besetzungszahloperators lediglich 0 oder 1 sein
konnen, denn

n? = ala,ala, = al(1 - ala,)a, = ala, = n,, (6.148)

also
0=n2—n, =n.(n, —1). (6.149)

Hier nochmal die freie DIRAC-Gleichung:
(ihy"0, — mc)y(x) = 0, (6.150)
[, 77 =29, AT =09 (6.151)
Die LAGRANGE-Dichte des freien DIRAC-Feldes lautet (—

Ubung)
L = cp(x)(ihy"0, — me)(x), (6.152)

mit

() = Pl (x)7". (6.153)
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e (x) (bzw. ¢f(x)) ist wieder als unabhingiges Feld zu behandeln,
da ¢ (z) komplex ist.

e Wir hatten in Abschnitt 5.1.5 die freien Losungen w,(p), r =
1,2, 3,4 betrachtet. Wir benennen diese jetzt um:

wi(p) = u1(p), wa(p) = u2(p), w3(p) = v1(p), wa(p) = va(pP).
(6.154)

e Damit wird (5.164),
(p — erme) w.(p) =0, r'=1,2,3,4,
mit ¢, = +1 fiir ' = 1,2 und ¢, = —1 fiir ' = 3,4, zu

(p —mc)u,(p) =0, (p +mc)v.(p) =0, r=1,2. (6.155)

e Mit (5.161) folgt

ul(p)us(p) = vl(p)vs(p) = @5%» (6.156)

wobei

E = E, = \/p2c® + m2ch. (6.157)

e Wir gehen wie beim KLEIN-GORDON-Feld vor und FOURIER-
entwickeln nach freien Losungen:

Va) = vele) + () (6.158)
me2 \ /? ,
- S (75) e@um e

P

+di(p)v(p) /"),

B) = @)+ () (6159
me2 \ -
- 2(v5,) Cemm e

+d,(p)v-(P) e_ipx/h] :
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e Nun folgt die eigentliche zweite Quantisierung, indem wir die Ent-

wicklungskoeffizienten ¢, ¢!, d, d' Antikommutatorrelationen un-
terwerfen:

[er(p), cL(P)]+ = [do(P), dL(D)]+ = GrsOppr (6.160)
(alle anderen verschwinden).

Wie bei der komplexen KLEIN-GORDON-Gleichung interpretieren
wir nun unsere formalen Ergebnisse mithilfe von zwei Teilchen-
sorten (“c- und d-Teilchen”) mit Besetzungszahloperatoren

n.(p) = cl(p)e,(p),  7.(p) = di(p)d,(p). (6.161)
Das Vakuum ist nun dadurch ausgezeichnet, dass
vp.r  (p)|0) =d.(p)|0) =0, (6.162)

Vo o (@) |0) =¥ () [0) = 0. (6.163)

Fiir Bosonen hatten wir in Abschnitt 6.4.1 die Normalordnung
eingefiihrt, bei der die Kommutatoren zwischen Erzeugern und
Vernichtern Null gesetzt werden und alle Vernichter rechts von
den Erzeugern stehen. Fiir Fermionen werden entsprechend die
Antikommutatoren Null gesetzt und wiederum werden alle Ver-
nichter rechts von den Erzeugern geschrieben. Im Gegensatz zu
Bosonen treten hier also nun Vorzeichenwechsel beim “Vorbeizie-
hen” von Erzeugern an Vernichtern auf.

e Beispiel:

teths s o= (Y T o) (Vs Hs-) (6.164)
= U st + YrypPs + Y they + s
= Urisr — Vs Vpy + U P + Y s

4Wir quantisieren hier direkt iiber die Antikommutatorrelationen der FOURIER-Koeffizienten.
Wir koénnten auch, wie bei der KLEIN-GORDON-Gleichung, erst Felder und konjugierte Felder
Antikommutatorrelationen unterwerfen.
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e Vorsicht ist geboten bei Ausdriicken wie z.B. dem folgenden mit
einer 4 x 4-Matrix O,

1 p0Y s = 1,000,
= ¢r—|— rsws—i- + ¢r+ rs¢s— + ¢r—0rs77bs+ + %_Ors%— .
= ¢r+ rs¢s+ Vs rs¢r+ +¢r—0m¢s+ +¢r—0rsws—
= Y, 00, — O, + 9 Oy, +79_0¢_. (6.165)

e Setzt man in die aus dem NOETHER-Theorem folgenden Kon-
stanten der Bewegung, z.B.

H = /d37’ L () [~ihey’0; + me*|Y(z) -, (6.166)

die Entwicklungen (6.158) und (6.159) ein, so findet man (—
Ubung)

H = ZE n,.(p) + 7. (p)], (6.167)
P = anr +7,(p)], (6.168)
Q - _€Z[nr(p)_ﬁr(p)]a (6169)

was, analog zum KLEIN-GORDON-Feld, wiederum die Interpre-
tation mithilfe von Teilchen (Elektronen, Ladung —e < 0) und
Antiteilchen (Positronen, Ladung e > 0) ermoglicht.

e Mit (6.160) folgt auBerdem (— Ubung)
[%(95)7 ws(y)h- = [Er(x)vas(y)]-l- =0 (6170)

und
mec

e (@), D)) =1 (0 +57) Acle—y). (617
Hierbei ist AL bereits von der KLEIN-GORDON-Gleichung her

bekannt [s. (6.129)],

1 d*k e ik mc
A:I:('CE) - _<27_(_>4 /(; L2 _ ,UJQ ) ="
+
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e Wir unterdriicken die die 4 x 4-Matrix betreffenden Indizes r, s
und schreiben kurzerhand

[ (2), V= (y)] 4 = iS:(z — y) (6.172)
mit
Sy(z) = (wau + %) A(z). (6.173)

\ .

J

R komplexe
4x4—Matrix Funktion
mit Ableitungen darin

e Mit (6.131) gehen wir weiter analog wie beim KLEIN-GORDON-
Feld vor und fiihren

S(z) = 84 (x) + S_(z) = (waﬂ + %) A(z) (6.174)

ein.

e In p = hk geschrieben erhalten wir fiir A.(x)

h2 d4p e—ipx/h
+
also folgt
h oe/n B+ me
— d'p e e/ T 1
Si(x) (27Th)4 /Ci pe p2 — m2c2 (6 76)

e Wie bei der KLEIN-GORDON-Gleichung auch (jetzt eben durch p
statt k& ausgedriickt), liegen die Pole wegen

E2
? = pi—p* —m*ct =p; — 0_5 (6.177)

Oépz—mz

bei

py=+—2. (6.178)
C
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6.5.1 Fermionen-Propagator

e In Analogie zu (6.141) fithren wir den Fermionen-Propagator ein
(Indizes r, s wieder unterdriickt),

0] T{w(z)y (")} 10).

4x4— Matrlx

e Wie bei der Normalordnung wurden auch beim Umordnen gemé&f
der Zeitordnung im bosonischen Fall alle Kommutatoren Null
gesetzt. Genauso werden bei Fermionen die Antikommutatoren
Null gesetzt. Es gibt also ein Vorzeichenwechsel beim Umordnen
gemaf der zeitlichen Abfolge,

T = { A

) falls ¢ >t

(z
Y(z) falls ¢ >t (6.179)

e Da
Ol (@) (2')10) = (Ol (z)d_(2") |0) = (0] [y (), ¥_(")]+ |0)
= iS,(z — ')
und
O (a")(x) [0) = (0l (") (2) [0) = (Ol[r—(2), ¥ (2)] |0)
= iS_(z — a'),

konnen wir

(0IT{¥(2)¥(2')} 10) = iSp(z — 2) (6.180)

schreiben, wobei

mc

Se(x) = O(1)S, (z) — O(—1)S_ () = (wua + 7) Ar(z).
(6.181)

e Ein Integralausdruck fiir Sp(z) lautet

Sp(x) _ h) /C d4p e—ipa:/h p +mc

(2wh)4 p? — m2c?
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_ h / d4p efipz/h ﬁ +mc
Cr D

(2wh)4 2 —p’ —mic?
P (Ep/c)?
_ h / d4p e—ipx/ﬁ 16 + mc
(@)t Je <po - %) (po + %)
h / 4 o h ﬁ + mc
L T
CT R e Ca | e Ca)
h 4 —ipx/h ﬁ + mc
B (2mh)4 /d pe p? —m2c? + e (6.182)

mit einem infinitesimalen € = 2nE, /c [vgl. (6.140)]. Hier wurden
die Pole um =+in in die komplexe pg-Ebene verriickt, um die pg-
Integration entlang der reellen Achse von —oo bis +oco ausfiithren
zu konnen. Am Ende wird der Grenziibergang n — 0 bzw. ¢ — 0
gemacht.

e Alle Ausdriicke sind explizit relativistisch kovariant aufgeschrie-
ben und gelten daher in jedem Inertialsystem.

e Graphische Darstellung fiir S, :

Zeit

x W O c Elektron vernichte

X'® p0Cc" Elektron erzeugt

S, t<t

e Graphische Darstellung fiir S_:
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Zeit

x & P Od" Positron erzeugt

X" P Od Positron vernichte

S t<t

e Der Pfeil an der “Fermionen-Linie” zeigt von ¢ nach 1, also fiir
Elektronen in Zeitrichtung, fiir Positronen (Antiteilchen) entge-
gen.

e Beispiel: COMPTON-Streuung mit Elektronen:

Zeit Zeit
elnfr?llendes ausfallende ausfallendes
Photon Elektron Elektron
einfallendes
Photon
einfallendes
Elektron
einfallendes
ausfallendes Elektron ausfallende
Photon Photon
<t t<t

e Liest man das linke Bild in Zeitrichtung, so fallen ein Elektron
und ein Photon ein, das Elektron emittiert ein anderes Photon
und wechselwirkt dann mit dem einfallenden Photon.

e Man beachte: in beiden Féllen kann man durchgingig den Pfeilen
an der Elektronenlinie folgen.

e Im rechten Bild wird bei x ein Elektron-Positron-Paar erzeugt.
Das Positron vernichtet sich anschlieflend bei 2’ mit dem einfal-
lenden Elektron zum auslaufenden Photon.
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e Beide Diagramme sind topologisch dquivalent, d.h. sie konnen
durch Verschieben der Vertices ineinander iiberfiihrt werden. x
und 2’ werden bei der Berechnung von Observablen ohnehin aus-
integriert.

e Die Pfeile an den Photonen sind unnoétig, da es keine Antipho-
tonen gibt.> Daher reicht ein Diagramm aus, um COMPTON-
Streuung an Elektronen zu charakterisieren:

e COMPTON-Streuung mit Positronen wird durch folgendes Dia-
gramm beschrieben, bei dem die Pfeile an der Fermionenlinie
umgedreht wurden.

6.5.2 Zusammenhang zwischen Spin und Statistik

e Was passiert, wenn man die DIRAC-Gleichung mit Vertau-
schungsrelationen anstatt Antivertauschungsrelationen quanti-
siert?

°Bzw. Photonen ihre eigenen Antiteilchen sind.
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Man findet anstatt (6.167) fiir die Energie

H=3 Epln(p) —m(p)] (6.183)

Fiir Bosonen sind n,(p) und 7,(p) unbeschrénkt, also wéire H
nach unten unbeschrankt. Gerade das wollen wir ja durch die
zweite Quantisierung vermeiden.

= DIRAC-Gleichung muss mit Antikommutatoren quantisiert
werden.

e Was hat das mit halbzahligem Spin (also Fermionen) zu tun?

o Mit
op=2P o =1, o=(0%0" 0% (6.184)
p| 2
definieren wir uns den sog. Helizitdtsoperator
h
So =1 / Er i (@)oi() - (6.185)

d.h. die Projektion des Spins o auf die Bewegungsrichtung p/|p|.

e Man kann zeigen (wie?), dass die Helizitéat fiir das freie DIRAC-
Feld eine Erhaltungsgrofe ist.

e Man findet (— Ubung)
i 7'+1h i
Sper(P)[0) = (1) 5ap)[0), r=1,2, (6.186)

Spdi(p)[0) = (=1)'2dl(p)|0), =12 (6.187)

d.h. die Spinprojektion auf die Bewegungsrichtung eines Elek-
trons bzw. Positrons ist eine Erhaltungsgréfie und halbzahlig.

= DIRAC-Gleichung beschreibt Teilchen mit halbzahligem Spin.

e Was passiert, wenn man die KLEIN-GORDON-Gleichung mit An-
tikommutatoren quantisiert?
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e Wir haben in Abschnitt 6.4.3 bereits Mikrokausalitdt erwahnt.

Mikrokausalitdt bedeutet, dass fiir alle Observable A, B
[A(z), B(y)] =0 falls (z —y)* < 0. (6.188)

Hier steht der Kommutator, denn es geht um die Vertauschbar-
keit von Observablen. Der Kommutator muss bei raumartigen
Absténden (z—y)? = (x0— o) (2 —3°) — (x —y)? < 0 verschwin-
den, da die Messergebnisse nicht voneinander abhéngen kénnen,
wenn wir Kausalitdat fordern. Dies ist kein Widerspruch zur Exi-
stenz von verschrankten Quantenzustanden (wieso?).

Da Observable Bilinearformen der Felder sind, muss fiir die reelle
KLEIN-GORDON-Gleichung entweder

[6(2),6(y)] =0  falls (z—y)><0 (6.189)
gelten oder

[b(2), 6]+ =0 falls (v -y)* <0, (6.190)
damit (6.188) erfiillt ist, denn z.B.
[p(x)p(x), o(W)oy)] = o)lo(x)d(x), o(y)] + [o(2)(x), d(y)lo(y

(y
= oY) {o(@)[¢(x), ¢(y)]5 £ [P(2), ¢
+{o(@)[o(x), ¢(y)]5 £ [o(x), d(y)

wobei (4.60) benutzt wurde.

N—

Es stellt sich heraus, dass (6.189) erfiillt ist, wenn das KLEIN-
GORDON-Feld mit Kommutatoren quantisiert wird.

Weder (6.189) noch (6.190) sind erfiillt, wenn das KLEIN-
GORDON-Feld mit Antikommutatoren quantisiert wird.

= KLEIN-GORDON-Feld muss mit Kommutatoren quantisiert
werden.

e Wir wissen bereits, dass die KLEIN-GORDON-Gleichung Spin-0-

Teilchen beschreibt.
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e Wir fassen zusammen: Die Verkniipfung von Statistik (d.h. Beset-
zungszahlen n = 0,1 oder n =0, 1,2,3,...) und Spin (ganzzahlig
oder halbzahlig) entsteht durch die Forderung nach Mikrokausa-
litdt und der Existenz eines Grundzustandes (d.h. eines Zustands
minimaler Energie).

e Wir haben hier nur freie Spin-0 (KLEIN-GORDON) und Spin-1/2
(DIRAC) Teilchen explizit betrachtet, doch das Gesagte gilt auch
fiir wechselwirkende Teilchen und andere Spinwerte.

o Spin-Statistik-Theorem (M.E. FiERZ, W. PAULI)

ganzzahliger Spin <> Vert.rel. <+ BOSE-Statistik
halbzahliger Spin <+ Antivert.rel. <> FERMI-Statistik

e Es wurden noch keine Gegenbeispiele in der Natur gefunden.

6.6 Elektromagnetische Wechselwirkung

e Wir wissen bereits [s. (5.62)], dass die Ankopplung von Materie
an das elektromagnetische Feld durch die sog. minimale Kopplung
erfolgt,

ihd, — ih0, — qp(x),  —ihV — —ihV — %A(az) (6.191)
bzw. in Viererschreibweise mit A*(z) = (¢(x), A(x))

0, — D, =0, + %Au(x). (6.192)

e Die DIRAC-Gleichung wird damit zu
(ihy"D,, — mc)y(xz) =0 (6.193)
und die LAGRANGE-Dichte lautet

L = cp(z)(ily" D, — me)y(z) (6.194)
= Lo+ Lww (6.195)
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mit der LAGRANGE-Dichte des freien DIRAC-Feldes

Ly = cp(z)(ihy"d, — me)y(z) (6.196)
und der Wechselwirkungs-LAGRANGE-Dichte (fiir ¢ = —e, e > 0)
Lyww = ep(x)7y"4(x) Ay(2). (6.197)

Man beachte: in Lyww wird der fiir das freie DIRAC-Feld erhaltene
Strom

(2) = —ceB (@) () (6.195)
an das elektromagnetische Feld A, (z) gekoppelt.

Es fehlt noch die LAGRANGE-Dichte des freien elektromagneti-
schen Feldes (s.u.).

Wir wissen, dass unter der Eichtransformation
Ay (z) — A;L(a:) =A,(z)+0,f(x) (6.199)

[mit einer beliebigen, reellen, skalaren, differenzierbaren Funktion
f(x)] die Felder

E(z) = —Vo(z) — %agix), (6.200)
B(z) =V x A(z) (6.201)

invariant bleiben.

Damit £ ebenfalls invariant bleibt, muss man die Felder wiefolgt
transformieren:

Y(x) = (x) = Y(x) e (6.202)
U(x) = () = Y(z) e @/ (6.203)
Im Unterschied zu Abschnitt 6.3.1 haben wir es hier nicht mehr
mit einer globalen Phasentransformation zu tun, sondern mit ei-

ner lokalen. Das NOETHER-Theorem liefert dennoch Ladungser-
haltung.

Die Transformationen (6.199), (6.202), (6.203) gemeinsam heiflen
Fichtransformation.
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6.6.1 Kovariante Theorie der Photonen

e Wir schreiben zunéchst die MAXWELL-Gleichungen in kovarian-
ter Form.

e Definition des Feldtensors:

vV —
0 E, E, E,
I N (6.204)
Y z T
~E. B, -B, 0

— =

o ['" ist offenbar antisymmetrisch, F'*" = —F"F,

e Mit der Stromdichte

s'(z) = (cp(x),j(x)) (6.205)
kann man die MAXWELL-Gleichungen schreiben als
1
0, F" (z) = =st(x), (6.206)
c
OMFI (x) + OMF (2) + 0V FM(z) = 0. (6.207)

e 7.B. folgt fiir u = 0 aus (6.206)°
1

also das GAUSSsche Gesetz

V-E=p.

e Z.B. firv=2 p=1, A =3 aus (6.207)

—0.B. - 0,B, —9,B,=0 = V-B=0.

6Wir verwenden hier rationalisierte GAuUSssche Einheiten.
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e 7.B. folgt fir pu =0, v =1, A = 3 aus (6.207)
1.
(v X E)y = __By:
c

also die y-Komponente des FARADAYschen Induktionsgesetzes.
e Aus (6.206) und der Antisymmetrie von F* folgt auflerdem
1
0,0,F" (x) = 0= -0,5"(z),
c
also

d,s"(z) = 0. (6.208)

Der Strom, an den das elektromagnetische Feld koppelt, ist dem-
nach erhalten.

e Der Zusammenhang zwischen Feldtensor und Vektorpotential

AF = (¢, A) lautet
F(x) = 0" A" (z) — 0" A” (). (6.209)
o 7.B.

1
FOS(I’) == Ez = —aZAO — 8ctA3 = — Z¢ - E@AZ

e Mit (6.209) folgt aus den MAXWELL-Gleichungen (6.206)

A" — 9P(9, A7) = Lot (6.210)
C

e Diese Feldgleichung ist in der Tat invariant unter der Eichtrans-
formation (6.199),

Af(x) = AM(z) = AM(z) + 0" f(x).

e Die LAGRANGE-Dichte

- —iFm,(x)F“”(x) - %su(x)A”(az) (6.211)
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fithrt zur Feldgleichung (6.210).

Hierbei gehen iiber

Foo=Au,— Ay, (6.212)
die Ableitungen der vier reellen Felder A* ein.

e Mit der LAGRANGE-Dichte (6.211) gibt es nun hinsichtlich Quan-
tisierbarkeit ein Problem, denn fiir

. aa_i _ éﬁii,o (6.213)
findet man
T = —%F"O = ™ (x) = 0. (6.214)
Damit ist die kanonische Vertauschungsrelation
[A°(r, 1), 7°(x', t)] = ihd(r — 1) (6.215)
nicht erfiillbar.
e Versuchen wir eine andere LAGRANGE-Dichte:
- —%(@AM)(a”A“) _ %Ww. (6.216)
e Als Feldgleichung resultiert
A (z) = %s“. (6.217)

e Diese Feldgleichung ist vertrdglich mit (6.210), wenn die
LORENTZ-Bedingung
9, A" =0 (6.218)

erfullt ist.
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e Das konjugierte Feld lautet dann
o L 6.219
) (6.219)
und ist nicht identisch Null, sodass die kanonischen Vertau-

schungsrelationen erfiillt werden konnen.

e Wir betreiben also Feldtheorie fiir das elektromagnetische Feld
mittels der LAGRANGE-Dichte (6.216) und der zusétzlichen
LORENTZ-Bedingung (6.218).

e Wir verwenden die Eichfreiheit, um die LORENTZ-Bedingung zu
erfiillen. Haben wir ein A*, das (6.210) erfiillt, so folgt mit (6.199)

0, A" (x) = 90,A () + Of (x).
Also muss man f(x) so wéhlen, dass
Of(x) = —0,A"(x). (6.220)

Damit ist A7 (x) noch immer nicht eindeutig bestimmt, denn es
gibt beliebig viele f'(z) = f(x) + g(x) mit

Og(z) = 0. (6.221)

Es besteht also immernoch eine gewisse Eichfreiheit.

6.6.2 Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

o Fiir s/ = 0 (freies elektromagnetisches Feld) vereinfacht sich die
Feldgleichung (6.217) zu

A" =0, (6.222)

also jede Komponente von A* erfiillt eine KLEIN-(GGORDON-
Gleichung fiir masselose Teilchen.
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e Analog zu KLEIN-GORDON- und DIRAC-Feld entwickeln wir wie-
der in freien Losungen,

AM(@) = Al(x)+ A" (@),

2\ V2 _
) = X () om0 e 6

rk

2\ 2 .
Al (z) = Z(Q‘h/wk) " (k)bl (k) e

rk

e Die Dispersionsrelation lautet
K = ko = X = [K|. (6.224)
c
e Die Polarisationsvektoren

e'(k), r=0,1,2,3 (6.225)

wéahlen wir reell. Sie erfiillen die folgenden Orthogonalitéts- und
Vollsténdigkeitsrelationen (— Ubung)

e n(K)e(K) = —(,6,, (6.226)
Go=-1, G=0=3G=1,
S el (el () = g (6.227)

e Wir haben es hier mit zwei zuséitzlichen Polarisationsfreiheitsgra-
den zu tun, da wir das gesamte Feld A* fiir jedes k beschreiben.
Darin ist beispielsweise auch die COULOMB-Wechselwirkung zwi-
schen Ladungen enthalten, nicht nur elektromagnetische Wellen
im Vakuum.

e Auflerdem ist die LORENTZ-Bedingung (6.218) noch nicht einge-
baut.

e Ein gebrauchlicher Satz Polarisationsvektoren lautet

(k) = n" = (1,0,0,0), ¢“(k)=(0,e.(k)), r=123,
(6.228)
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k-e(k)=0, r=1,2, (6.229)
k
e;(k) = —, (6.230)
|
€-(k) - e€s(k) =0,5, 1r,s=1,2,3. (6.231)
€3 lasst sich auch kovariant schreiben als
EY — (kn)nt
el (k) = (k" (6.232)
(kn)? — k?

e Mit (6.219) und den kanonischen Vertauschungsrelationen (6.18),
(6.19)" findet man

[AR(r, 1), AV (' )] = [A*(x,t), AV (r',1)] = 0, (6.233)
[A#(x, 1), A (¢, 1)] = —ihc?g" 6 (r — 1'). (6.234)

e Bis auf den Faktor —g"” sieht das aus wie beim KLEIN-GORDON-
Feld. Wir kénnen daher die Ergebnisse fiir das KLEIN-GORDON-
Feld verwenden:

[A*(z), AY(2)] = iheD" (x — ), (6.235)
DM (z) = lim [—g" A(x)]. (6.236)

m—0

e Der FEYNMAN-Propagator ist

(0|T{A*(x)A¥(2")} |0) = itheDE" (z — ') (6.237)
mit
% eikx
DI (@) = lim [ ¢ A (2)] = — (gﬂyl / A (6239)

e Setz man die Entwicklung (6.223) ein, so folgt

[br(k)v bl(k/)] - CT5T55kk’7 [br(k)7 bs<k/)] - [b;[(k)7 bl(k/)] =0.
(6.239)

"Nochmal: man beachte, dass hier die vier reellen Komponenten von A* als unabhingige Felder
zu betrachten sind.




6.6. ELEKTROMAGNETISCHE WECHSELWIRKUNG 267

e Fiirr = 1,2 (sog. transversale Photonen) und r = 3 (longitudinale
Photonen) ist dies das Ubliche, allerdings haben wir fiir r = 0
(sog. skalare Photonen) wegen (y = —1 einen Vorzeichenwechsel.

e Dies hat folgende “unangenehme” Konsequenz: sei

1) == bl(k) [0,

dann ist
(Lir | Lier) = (016 (K)b] (k) 0) = (0](G+bL(K)br () |0) = ¢-(0]0) = ¢
Fiir 7 = 0 bekommen wir hier also (1xo|lxo) = —1, die Zusténde

sind also nicht mehr auf 1 normiert, wenn der Vakuumzustand
auf 1 normiert ist.

e Wir haben allerdings noch immer nicht die LORENTZ-Bedingung
(6.218) ausgenutzt, d.h., noch ist unsere Theorie allgemeiner als
die MAXWELL-Gleichungen.

e Wenden wir 52 auf (6.235) an, so erhalten wir
[0, A (z), A (2)] = ihed, D" (x — 2). (6.240)
Die rechte Seite ist nicht identisch Null, also gilt nicht generell
Va 0,A"(x) = 0.

D.h., wir kénnen die LORENTZ-Bedingung in Operatorform gar
nicht identisch erfiillen.

e S. N. GurTA und K. BLEULER forderten daher die schwachere

Bedingung

9, AL ) = 0. (6.241)
Durch Adjungieren gilt dann auch

(]9, A% = 0. (6.242)

Damit verschwinden alle Erwartungswerte

(¥]0,A" [¢) = 0, (6.243)
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und die LORENTZ-Bedingung ist im klassischen Grenzfall erfiillt,
und damit auch die MAXWELL-Gleichungen.

Setzt man die Entwicklung (6.223) in (6.241) ein, so folgt mit
dem oben eingefiihrten Satz Polarisationsvektoren

vk [bs(k) — bo(k)] [¥) = 0. (6.244)

Also sind nur bestimmte Linearkombinationen von skalaren und
longitudinalen Photonen erlaubt.

Dies beseitigt automatisch ein anderes Problem, denn fiir die
Energie des freien elektromagnetischen Feldes,

H = /d?’r Ll (2) Ay(z) — L() (6.245)
erhilt man nach Einsetzen der Entwicklung (6.223)
H =" hubi (k)b (k). (6.246)
rk
Hier kann man Sorge haben, dass wegen (; = —1 die Energie

nach unten unbeschrankt sein konnte.

Nun gilt aber wegen Gl. (6.244)
Vi by(k) [v) = bo(k) o), ($[bh(k) = (v [bi(k),

und somit
(][] (K)bs(k) — b (K)bo(K)] 1)) =

Also tragen im Energieerwartungswert

(W|H [¢) = (] Zzhwkb* k) ) (6.247)

k r=1

nur die transversalen Photonen bei.

e Gleiches tritt bei allen anderen Observablen auf.



6.6. ELEKTROMAGNETISCHE WECHSELWIRKUNG 269

e Longitudinale und skalare Photonen sind in der Tat noch nicht
beobachtet worden.

e Nur die zwei transversalen Freiheitsgrade tragen in Observablen
bei, wie in einer nicht-kovarianten Behandlung des elektromagne-
tischen Feldes in COULOMB-Eichung.

e Allerdings ist die Existenz von longitudinalen und skalaren Pho-
tonen in unserer Theorie nicht untersagt, sie treten nur nicht als
freie Teilchen auf.

e Einer der zunéchst vier Freiheitsgrade wird durch die aus der
GUPTA-BLEULER-Forderung folgende Bedingung (6.244) elimi-
niert.

e Der andere, neben den zwei transversalen verbleibende Freiheits-
grad entspricht der Eichfreiheit (6.221). Mit ihr kann man die
“Mischung” von longitudinalen und skalaren Photonen in (6.244)
andern. Dies hat keinen Einfluss auf Observable.

6.6.3 Photonen-Propagator

e Bei KLEIN-GORDON: Propagator verantwortlich fiir Austausch
eines virtuellen Mesons bei der Wechselwirkung von Nukleonen.

e Bei Photonen &hnlich, aber jetzt haben wir es mit vier Feldern
A*(x) und Polarisationen zu tun.

e An (6.238) lesen wir

1 .
DE () = / Ak DI (k) e ke (6.248)
mit
pv —g" 1 m v
DR ) = 3 = o S 90 (6.249)

ab. Im letzten Schritt wurde (6.227) verwendet.



270 KAPITEL 6. EINFUHRUNG IN DIE FELDTHEORIE

e Wechselt man in das Bezugssystem, in dem (6.228)—(6.232) gel-
ten, konnen wir den Propagator interpretieren. Wir schreiben

transv.

7\

-

DE(k) = (f: e (6.250)

r

[ :</m>nﬂn ~ (kmjn

’]
1)
()2 — 2 + (=1)n*n"),
~ o skalar
long.

um die Beitrdge der transversalen, der longitudinalen und der
skalaren Photonen identifizieren zu konnen.

“Leichtes Umordnen” bei den longitudinalen und skalaren Bei-
tragen liefert

Dgly
DI = e D el (6.251)
=1
D?”v
1 kFEY — ( n)(ktn" 4+ k”n“)
k% + ie (kn)? — k2
n ntn?
(kn)? — k2~
DEY,

e Den Beitrag durch die transversalen Photonen D4’ verstehen wir
bereits.

e Schreiben wir D, im Ortsraum, so finden wir

5 gu() I/O/d?)k e1kr/ 0 i 0 0 1
DI (z) = dk? e W0 = g0 —— ().
rol) =1 | TIkp ) 979" e ()

(6.252)
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e Dies entspricht wegen d(zg) = d(t)/c einer instantanen
CouLoMmB- Wechselwirkung. Der Austausch von skalaren und lon-
gitudinalen Photonen ist also fiir die instantane COULOMB-
Wechselwirkung zwischen Ladungen verantwortlich.

e Man kann zeigen, dass der verbleibende Term Df?“,/v wegen der
Stromerhaltung 0,s" = 0 fiir keine Observable Beitrige liefert.
Dies ist nicht iiberraschend, da bei einer gegebenen Ladungs-
verteilung durch die instantane CouLoOMB-Wechselwirkung sowie
die transversalen Photonen das elektromagnetische Feld schon
vollstédndig bestimmt sein sollte.



