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Quantenmechanik

I think it is safe to say that no one understands quantum mechanics
Richard Feynman

i Anyone who can contemplate quantum mechanics
NIELS BOHR

711011885 18111 | 1962 - S without getting dizzy hasn’t properly understoood it
v Niels Bohr

Everything we call
real is made of
things that cannot

be regarded as real. E '¢' $
s

If quantum mechanics

hasn't profoundly
Richard Feynman shocked you,

1918-1988 you haven't
Nobelpreis 1965 understood

it yet.

1885-1962
Nobelpreis Physik 1922

While the theory agrees incredibly well with experiment and while
it is profound mathematical beauty it makes absolutely no sense

/ , Niels Bohr

Roger Penrose
1931- wee

We cannot make the mystery go away. We will just tell you how it works.
Richard Feynmq@chrédingergleichung 3



Nichtrelativistische Quantenphysik

0 Ort und Zeit werden wie in Newtonscher Mechanik behandelt

1 Zustand eines Teilchens wird VOLLSTANDIG beschrieben durch sogenannte Wellenfunktion

Wahrscheinlichkeit Teilchen zur einem bestimmten Zeitpunkt in einem bestimmtem Raumgebiet
zu finden, kann berechnet werden

2 zu jeder BeobachtungsgroBe in klassischer Physik existiert ein linearer Operator in der QM
3 die Berechnung von Observablen erfolgt Gber Eigenwerte einer Eigenwertgleichung
4 der sogenannte Erwartungswert der Wellenfunktion kann berechnet werden

5 die zeitabhéngige Schrodingergleichung beschreibt die Zeitentwicklung der Wellenfunktion

N\

i D
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Wie beschreibt man quantenmechanisch ein Teilchen?

Symptome

- Lichtdetektoren messen NICHT das elektrische Feld einer elektromagnetischen Welle,
sondern das QUADRAT der Amplitude A einer Welle, also die Intensitat I=A2

- statt klassischem Teilchen spricht man vom quantenmechanischen Zustand eines Objekts,
das beschrieben wird durch eine komplexe Wellenfunktion

Wellenfunktionen fir quantenmechanisches

Modellsystem HARMONISCHER OSZLLATOR

gunatenmechanische Wellenfunktion
\Pparticle
beschreibt VVerhalten eines Teilchens

E = %ha)o
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komplexe Ebene

Mothemohk
Alles, was zahlt
Eulersche Formel i

exp(ip) = cos(p)+isin(e)
Q=X+1y
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Wo findet man ein Teilchen?

one

Wellenfunktionen sind in der Regel komplexe Funktionen

(x,t) = A, exp(i(k,x — o,t))

partlcle

‘Tpartlcle X’txz = \P*(X’t)\Pparticle (X’t)

Quadrat der Wellenfunktion ist messbare physikalische Grofie

Wahrscheinlichkeitsdichte

vollstandige Information tiber den Ausgang einer Melireihe

Wabhrscheinlichkeit ein Teilchen
in einem bestimmten Raumgebiet aufzufinden

2 -
partlcledr _‘ particle dl"

real experimentell beobachtbare physiklalische Grole

Vuo t V(.‘)C) 2
“Pparticle (X’ t)(
2
|1,b3| E = %th
1’[)2 2 E = %hwo
l’bl 2 E = %hﬁ)o
llbo 2 = %ha)g
>
0 X

Normalisierung hier eindimensional

”\Pparticle (X,t)(zdx =1

X=—00
Teilchen muf? irgendwo im Universum sein
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Wo findet man ein Teilchen?

Erwartungswert eines messbaren Parameters

weniger reicht manchmal auch
quantenphysikalischer Erwartungswert einer physikalischen Messgrofie

<Q phys > = ]O LI]:;article (X’ 1:)Qphyslljparticle (X’ t)dX

X=—00
wahrscheinlichster Messwert fiir Ort, Impuls, Energie oder Drehimpuls

-0.4 =0.2 0.0 0.2 0.4
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Wahrscheinlich ist es hier oder hier

Wavepacket for
moving electron

Ausbreitung Elektron - Wellenpaket
2 4
|\Pelectron| dr

Wahrscheinlichkeitsdichte




Erinnerung an Vorlesung Theoretische Mechanik

Klassische
Mechanik
Symptome
- Hamiltonoperator beschreibt Bewegung von Teilchen im Orts-Impuls Phasenraum
- Welche Werte kénnen Ort und Impuls in einem dynamischen System annehmen?
- Hamilton-Funktion beschreibt Gber hamiltonsche Bewegungsgleichungen,
wie sich Ort und Impuls der Teilchen (ohne Reibung) zeitlich entwickeln
Hamiltonische Bewegungsgleichungen
d, _ 0y
e iy
pk Hamiltonfunktion freies relativistisches Teilchen
= =\ 2 4 =2 2 L
d _ 94 H(@p)=ym’c* + pc etk
dt K 6qk Hamiltonische Bewegungsgleichungen Kettenregel
fur alleTeilchen k=1,2,...,n d O ka2 f (X) =va-X
aqk :_@p H:\/m2C4+ 52c2 if(x)zi
k P dx 24/

Positionen der Teilchen &ndern sich mit der Zeit (Dynamik)
Impulse der Teilchen andern sich NICHT mit der Zeit (Energieerhaltung)

d 0
2o -2 H=0
at 7" aq,

furalleTeilchen k=1,2,...,n

q ot

t1 ta
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quantenmechanisch betrachtet

Quantenmechanik

Hamiltonoperatoren

., O

=—1h—

Pop OX

U,, =U . (xt)
E,, = ihg
ot i2=-1
Funktion

4, Operator p,, wirkt auf f(x) =exp(ix)

: .. O :
Do, €XP(iX) = —|h&exp(lx)

P., €XP(ix) = —i*7 exp(ix)
D., €Xp(ix) = A exp(ix)
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Schrodingergleichung

Energieerhaltung
Egesamt (X’t) = Ekin (X’t) + Epot (X’t) ;’%ﬂﬁ
2 s
Egesamt (X’t) = 2p_m + U pot (X’t)

TERREICH §
pop
2m

o (6,1) +U o P (X,t) = By Wou (X,t)

op ~ QM

Wende Operatorkonzept auf Energiegleichung an

1 .. O .. 0 .. 0
(—lh&j(—lh&j?’w(x,t)+Upot\PQM(x,t)z—lhE\PQM(x,t)

h° 0° .. O
“ oo o (X,1) +U o P (X,t) = — |h§‘I’QM (x.t)
Wird sich die Position des Teilchens im Raum éandern? Verandert sich das Teilchen?

zeitabhéngige Schrodingergleichung
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quantenmechanisch betrachtet

freies Teilchen fiihlt kein Potenzial und kann sich damit frei im Raum bewegen

U, = NULL
n 0° 0
2m ax lIJQM( ) Ih at \P (X’t)

zeitabhangige Schrodingergleichung fur freies Teilchen

b g

X one

«—r
p = hk

Losungsansatz fiir freies Teilchen

(x,t) = A, exp(i(k,x — w,t))

partlcle
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quantenmechanisch betrachtet

Losungsansatz fiir freies Teilchen

(x,t) = A, exp(i(k ,x — w,t))

partlcle

2 f (x)=exp(ax)ist Losung fiir partielle DGI 2.0rdnung

Mothemonk 0’
yexp(ax) = o’ exp(ax)

einsetzen in Schrodingergleichung

2 (el )= -in S (A explikx- o) P =k

2m oOX

2
;lm( k?A, expli(k, x — @,1)]) = hoh, expli(k,x — a,t)]
h°k?
2mﬂ learticle (X’ t) - ha)ﬂu\Pparticle (X’ t)
) Ké)effzizientenvergleich
lanck
p*_ NG,
2m . 2m_ rechte Seite
linke Seite




Wenn ZEITUNABHANGIG, dann muss gelten

wahle Produktansatz fur Wellenfunktion

\Pparticle (X’ t) = Wparticle (X) ) 1:particle (t)

Ansatz einsetzen in zeitabhangige Schrodingergleichung

2 2
_ h_a_\{l (x,t)+ LM
2m ox°
h2 d?
o 2m partlcle (t) d 2 Wpartlcle (X) Ih l//partlcle (X) particle (t)
sortieren nach Orts - und Zeitabhéngigkeit
h° 1 d? iz d
2m Wpartide (X) d 2 Wpartlcle( ) parthIe (t) dt partlcle( )
linke Seite héngt nur vom Ort ab rechte Seite hangt nur von der Zeit ab
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Schrodingergleichung

betrachte zeitabhéngige Gleichung
Ih d tsortleren d | gconst
cons

(t) dt partlcle( ) dt partlcle (t) - fparticle (t)
partlcle
i gconst
_ 1t
fparticle (t) - eXp
Term im Exponenten hat Einheit 1/s geratene Losungsfunktion flr diese Gleichung
Dimension Frequenz T
const q & aus diesen Griinden sieht der Losungsansatz so aus
E
t . const . IE
> = = & =hw= Eparticle f " (t) = exp| — partlcle
particle
Einheit von £°™ hat Dimension Energie

ET) a1 Tz =3 T =%
)
s 0,
ES o
.
-
: 9. v/
h 0" P
B 0
-
H o,
: o
-
;-'B
s-E
9

Stationdre Zusténde
im Wasserstoffatom

zeitunabhéngige Schrddingergleichung

h* 1 d2
a 2m 14 (X) dXZ l//partlcle(x) E artlclewpartlcle (X)
particle




Far beyond: Quantenfeldtheorie

relatvistische Energie—Impuls Beziehung

2 2.2 2.4
E°—p°c=m.C

Energieoperator
.. 0
E—>lh—
ot

Impulsoperator

2
p—ih—
OX’

Klein-Gordon Gleichung
1 0° & mic’

— + Yix,t)=0
C2 a.tZ aXZ hZ ( )
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Thema Wellenfunktion
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Quantenmechanisch betrachtet

Symptome

- in klassischer Physik ist minimal méglicher Energiezustand NULL

- berechne E_;, in QM durch Auswertung der Ableitung dE/dx

Potenzial harmonischer Oszillator

1
Usiim :EkHXZ

Anderung des Potenzials
bewirkt eine Kraft

F(x)= _%u (x)

eindimensional

Hooksches Gesetz

F, =—k,X

U (x)

A

Newtonsche Bewegungsgleichung
d 2
mF X(t) — _kH X(t)

Loésung fir Bewegungsgleichung fir Feder

Bewegung in harmonischem Potenzial
2

p° 1
Eges :%+—kHX2

Energieerhaltung

Hooksches Gesetz
_ — kH.
O =27 Ty =
m
simple harmonic motion
» X
Achterbahn

Schrédingergleichung 19



Quantenmechanisch betrachtet

Symptome
Berechne Impuls aus Unschdrferelation

Heisenbergsche Unscharferelation

AP, AX > 11 /2

oc 1/ x?

Impuls 2
oC X
h

pzx

Abschétzung fur tatsachlichen Wert

Energie im harmonischem Potenzial
P 1k

E(x)= Ly
8m x= 2 > X

quantenphysikalisch

Schrédingergleichung 20



Harmonischer Oszillator

Energie im harmonischem Potenzial Ableitung Energie nach Ort
1k d n? 1
E(xX)=——= +-tx* —E(X)=-2——+kyx=__ 0
8m X 2 dx 8m X Energieminimum
Quantenphysik
Xt = L ox =
min — min —

4mk,, 2,/mk,,

E in (X)

Energieminimum ausrechnen

_ R? 24mk, s k, &
8m 7 2 2,/mk,
Quantenphysik Newton
nolk, #nlk, #nlk K

simple harmonic motion

E in (X) =

_ haog,y,
2
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Harmonischer Oszillator

Schrédingergleichung 22



Klassische Mechanik

Symptome
Ball bewegt sich reibungsfrei in Zylinder der Lénge L, .

pd
~

v

Ltube

DAS EXPERIMENT|

{\

Luftkissenbahn

Schrédingergleichung 23



Quantenmechanik

Symptome
In der Quantenmechanik wird Ball durch eine Materiewelle reprdsentiert

N
v

I—tube

deBroglie Wellenlédnge im Grundzustand

Ao = 2Lpe

Impulsim Grundzustand Energie des Grundzustandes
2 2
_ h _ h E _ pball _ h
Poan = =5 ball =5 T o ﬂﬁ
Aball I—tube ball ball “*ball

-. 3’70 Republique Fra

Ncaise

Schrédingergleichung 24



quantum particle in a box

Symptome
Stehende Wellen konnen sich in Container auch bei hoheren Harmonischen ausbilden

Bedingung fiir stehende Welle in Container
Z‘nall =
ﬂ'b — 2|—tube
all N node = I—tube
node
Grundzustand — Lt
niedrigste Energie des quantenmechanischen Systems node ube
h2
E .. =
ball 2
2rnballﬂ‘oall .
2 node _ I—tube
E  —n2 Pha
ball = " 'node 2m
ball stehende Wellen IEEEEEE
E = nnode EbaII
angeregte Zustande

Schrédingergleichung 25



Vorstof3 in verbotene Bereiche

Einsekunden - Pendel
Periode T, =15
Frequenz v, =1Hz

Einsekunden-Pendel
Hemmpendel

Einsekunden-Pendel

Energiequant E,, =h=6.6-10""

Einsekunden-Pendel

Masse 1 kg mit Amplitude 0.1 m
Potenzielle Energie E ,, =m 4, gh =1.0J

r]AvoEQM << Epot

selbst auf 1 Mol hochgerechnet bleibt Quantenbetrag nicht messbar



quantenmechanische Spezialfdlle

Symptome

Teilchen ist in Topf mit unendlich hohen Wéanden gefangen und kann nicht heraus gelangen

Uberall sonst
Upr =

potential energy (U)

g

7
-

g

1
-

Uberall sonst
Upr =

Energie vs Impuls
o p* _ n’k;
“2m 2m

d2
dx

2 l//partlcle (X) +

d2
dx

zeitunabhéngige Schrodingergleichung

2mE

particle

o2 ¥ particle (X) T kﬂ,l//partlcle (X) =0

hz partlcle

(x)=0

Schrédingergleichung 27



quantenmechanische Spezialfdlle

an den Wénden des Potenzialtopfes miissen sich Knoten der Wellenfunktion befinden (stehende Sinuswelle)

Wparticle(x) — 'AbM sin k/IX

Wellenfunktion am Rand ist NULL
Vielfache von 7 sind Lésungen

. X :
W particte (X) = Agy SIN——N o0 MIt N =123, sin(k,x)= 0= Z e y —
aPW Apyy

(]
stehende Welle
hohere Harmonische

Ergebnis ohne Rechung

mdogliche Energiewerte fur Teilchen im unendlich hohen Potenzialtopf

E — pf)article _ hzk,%

2m 2m

2 _2
h'r 5

E. = N4 MItn

L= > =1,2,3,...
2mag;

node
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quantenmechanische Spezialfdlle

mdogliche Energiewerte
242
E_7 [/
n 2 " 'node
2ma

mitn_. =1,273,...

node

Grundzustand des Systems
Zh 2
En
2ma’ 0

Zustand geringster Energie

M|s‘.:



Potenzialtopf

Symptome
Elektronen und Nukleonen haben aufgrund unterschiedlichen Masse
unterschiedliche Energiezustéinde in einem Potenzialtopf

Energiezustande von Elektronen in einem Potenzialtopf

2
Eeleron —3.77.10%°| 11— [eV]

2
a'PW

- neutron

T

qLICI'EE

Energiezustande von Nukleonen in einem Potenzialtopf

2
Ereeon 2 06.10°%2| 1 [[eV]

2
a'PW

Diagnose
- Voraussetzung ist, dass eindimensionaler Potenzialtopf die Situation anndéhernd beschreibt

- dann kann das System durch einen unendlich hohen Potenzialtopf beschrieben werden
Schrodingergleichung 30



Nukleonen im Potenzialtopf

Symptome
Nutze Kenntnisse Gber GroBe des Kerns, um Energiezustédnde in Ca-40 zu bestimmen

Kernradius Ordnungszahl
— 1/3

Kern
1.2:10% m

Reaso =1.2-10°m-40"° =4.1.10"°m

Energiezustande in “°Ca

E;* % =2.06 -1022( i

[eV]
6.2 -1015)2J
ES % =3.06-10° eV = 3.06 MeV
S =12.24 MeV
ES % = 27.54 MeV

Schrédingergleichung 31
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quantenmechanische Spezialfdlle

w(x)
A2A,
4
£, W
77 W
fr \\\
ff ff AN k\. j’l
y / | \ N
O L X
ASAq
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unendlich hohe Wénde

Symptome
- Konstante in Lésung noch nicht bekannt
- nutze Normalisierung (|rgendwo muss es sein)

Normalisierung

o qvﬂuﬂunumuw W i 00 = A ST, X Lo =1

Wellenfunktion auBerhalb Potenzialwall apt 9 .
Agm SIN

S W particle (X) =0

7N
?| —node v 1dx =1

Break

S

[ wissemscnarisjone [EEEEY
Mathematik

n=23 \-/ Alles, was zdh

n=2 Wellenfunktion fiir Potenzialwall \
2 . 72- n cameru obscuru DAS EXPERIMENT)
v, (X) = |——sin| —%_x l‘

ned Apr dpr )
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quantenmechanisch betrachtet

Symptome
- KLASSISCH bewegt sich Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit hin und her

- instantane Beschleunigung, d.h. keine erhéhte Aufenthaltswahrscheinlichkeit an Barriere
- GLEICHE Wahrscheinlichkeit im Potenzialwall Partikel an einem beliebigem Ort zu finden
For large n the o
detector samples an "

average equal to the
classical probability. » = 15

Rectangle width i ="

detector resolution;

area of rectangle is -~

probability of O\ _
detecting the particle. ¥ W

Solid curve is ="

quantum probability :

density; dashed line is =" /TN / .

classical. vf N /L A\ | Bewegung Stimmgabel
' ' \ mit Stoboskop |

Forn =1 quantum___....=
and classical.--"
probabilities

dissgree: similarly _— sl GROBE Abweichung Quantenresultat vom klassischem Ergebnis

forn =2 and 3.

Diagnose

- for n=1 ist quantenmechanische Wahrscheinlichkeit am héchsten, Teilchen in Mitte zu finden
- for n=2 findet man Teilchen NIE bei a/2 (quantenmechanisches Interferenzphénomen)

- bei hohen Quantenzahlen néhert sich Wahrscheinlichkeit dem klassischen Resultat

- Messverfahren: Detektor hat nur begrenzte Ortsauflésung und integriert Gber Raumgebiet

Schrédingergleichung 34
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