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4 Vorwort

Vorwort

Die Kultusministerkonferenz hat am 04.12.2003 fur das Fach Mathematik bundesweit gel-
tende Bildungsstandards fur den Mittleren Abschluss und am 15.10.2004 fir den Haupt-
schulabschluss verabschiedet. Die Bildungsstandards sollen in allen Bundeslandern im
Rahmen der Lehrplanarbeit, der Schulentwicklung sowie der Lehreraus- und -fortbildung
implementiert und angewendet werden. Bildungsstandards formulieren fachliche und fach-
Ubergreifende Basisqualifikationen, die fur die weitere schulische und berufliche Ausbildung
von Bedeutung sind und die anschlussfahiges Lernen ermdglichen. Sie beschreiben zu er-
wartende Ergebnisse von Lernprozessen. Deren Anwendung bietet Hinweise fir notwendige
Foérderungs- und Unterstiitzungsmalinahmen.

In Zusammenarbeit der Fachberater fur Regionale Schulen mit Fachdidaktikern des Instituts
fur Mathematik der Universitat Rostock wurden entsprechende Materialien zur Unterstlitzung
der Lehrerinnen und Lehrer entwickelt.

In der vorliegenden Broschure wird fir ein abgegrenztes Thema durch Zielbeschreibungen
und Aufgabenangebote der entsprechende Anforderungsbereich | der Bildungsstandards
charakterisiert. Die Broschiire kann in vielfaltiger Weise fiir die Unterrichtsentwicklung an der
Schule genutzt werden. Die im theoretischen Teil enthaltenen Standpunkte und Vorschlage
konnen fachliche Diskussionen und schulinterne Festlegungen unterstlitzen. Das umfangrei-
che Aufgabenmaterial wird u. a. zur Entwicklung taglicher Ubungen und schulischer Testar-
beiten sowie fur die differenzierte Arbeit mit Schilern, die diese Anforderungen noch nicht
erfillen, empfohlen.

Das Ministerium flr Bildung, Wissenschaft und Kultur Mecklenburg-Vorpommern stellt allen
Schulen eine Broschure zur Verfigung. Sie ist unter www.mathe-mv.de zum Download ver-
offentlicht.

Ich bedanke mich bei den Autorinnen und Autoren dieser Broschure, die neben ihrer Unter-
richts- bzw. Lehrtatigkeit ber ein Jahr intensiv an diesem Projekt gearbeitet haben.

Henry Tesch

Minister fur Bildung, Wissenschaft und Kultur


http://www.mathe-mv.de/
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Zur Entwicklung und zum Einsatz der Broschire

Mit dieser Broschlre wird die Reihe von Materialien zum Sicheren Wissen und Kénnen im
Mathematikunterricht in Mecklenburg-Vorpommern fortgesetzt. Bisher entstanden Hefte zu
den Themen GréRen (2. Aufl., 2005), Geometrie in der Ebene (2005) und Geometrie im
Raum (2005), die alle Schulen erhielten und unter www.mathe-mv.de verflgbar sind.

Die Standpunkte und Aufgaben in der Broschure verstehen wir als einen ersten Ansatz zur
Festlegung eines landesweit einheitlichen Minimalniveaus, das mit allen Schiilern® zu errei-
chen ist. Die Standpunkte kdnnen weiterhin als Ausgangspunkt fur Diskussionen in Fach-
schaften zu zentralen Fragen der Entwicklung des Rechnenkdnnens verwendet werden und
sollten zu entsprechenden Vereinbarungen an der Schule flhren.

Im Einzelnen kénnen sie Grundlage flr Diskussionen zu folgenden Themenkreisen sein, bei
denen auch Festlegungen an der Schule vereinbart werden sollten.

- Probleme der Wiederholung des Rechnens mit natlirlichen Zahlen (s. Kap. 2)

- EinfGhrung des Bruchbegriffs und der Rechenoperationen mit Briichen (s. Kap. 3)

- Art der Behandlung der Addition und Subtraktion rationaler Zahlen (s. Kap. 4)

- Verfahren zum Lésen von Prozentaufgaben (s. Kap. 5)

- Umgehen mit den Problemen einer sinnvollen Genauigkeit (s. Kap. 7)

Beim Rechnen mit Zahlen und GréRen treten oft Sach- und Anwendungsaufgaben auf, die in
dieser Broschlre meist nicht beriicksichtigt wurden. Das Wissen und Kénnen im Lésen von
Sachaufgaben ist ein gesonderter Leistungsbereich, der auch einer speziellen Entwicklungs-
linie bedarf. Dazu ist eine weitere Broschtire zum sicheren Wissen und Kénnen geplant.

Den schrittweise entstehenden Broschiren zum sicheren Wissen und Kénnen liegt ein Kon-
zept zu Grunde, das in den Broschiiren zur Arbeit mit GréRen und zur raumlichen Geometrie
ausfuhrlich erlautert wurde. In dieser Broschiire wird auf eine erneute Wiedergabe verzichtet.
Es soll nur noch einmal herausgestellt werden, dass unter sicherem Wissen und Kénnen
solche Bestandteile der mathematischen Bildung eines Schilers bzw. Schulabsolventen ver-
standen werden, die er auch nach der Schule jederzeit ohne vorherige Reaktivierung abrufen
und sicher anwenden kann. Als Grad der Sicherheit halten wir es fiir erforderlich, dass die
Lésungswahrscheinlichkeit bei einer einzelnen Aufgabe bei jedem Schuler mindestens 2/3
betragt. Dies bedeutet, dass bei einer Testarbeit zum sicheren Wissens und Kénnen eine
Erflllungsquote von etwa 80 % erreicht wird.

Die Aufgaben der Broschure kénnen fur kriteriumsorientierte Tests zum sicheren Wissen

und Kénnen verwendet werden. Dabei sollte man folgende Aspekte beachten.

— Die Testarbeit darf nicht speziell vorbereitet werden. Die letzten Ubungen sollten min-
destens etwa 3 Wochen zuriickliegen.

— Alle einzelnen Teilaufgaben (in dieser Broschiire mit a), b) ... bezeichnet) sollten nur mit
einem Punkt (richtig oder falsch bzw. nicht geldst) bewertet werden.

— Da es sich um Mindestforderungen handelt, werden alle Aufgaben unabhangig vom tat-
sachlichen Anforderungsniveau als gleichwertig betrachtet.

— Die Anzahl der Teilaufgaben zu einem Anforderungsbereich sollte zur einfachen Aus-
wertung wegen der Mindestquote ein Vielfaches von 3 sein. In der Broschure haben
deshalb alle Aufgaben in der Regel eine entsprechende Anzahl von Teilaufgaben.

Wir bedanken uns bei Frau Petra Lammel fir die Unterstitzung bei den Layoutarbeiten und
bei Frau Silvana Goéthe flur eine Korrekturlesung.

Wir wlinschen viel Erfolg bei der Arbeit mit unserem Material!
Rostock, August 2009

! Bei allen Bezeichnungen von Personen oder Personengruppen sind immer beide Geschlechter gemeint.


http://www.mathe-mv.de/

6 Grundlagen

1 Theoretische und bildungspolitische Grundlagen

1.1 Bestandteile des Wissens und Kdnnens im Rechnen mit Zahlen
und GréRen

Das Wissen und Kénnen zu Zahlen und GrofRen ist ein sehr komplexes System von Kennt-

nissen, Fertigkeiten, Fahigkeiten, Einstellungen und Gewohnheiten. Der Entwicklungspro-

zess dieses Systems kann in folgende Teilprozesse strukturiert werden, die eine relative

Eigenstandigkeit besitzen und bis auf das Arbeiten mit Prozenten alle bereits in der Primar-
stufe beginnen.

1. Kenntnisse zu Zahlen, Zahlenbereichen und Rechengesetzen

2. Kénnen im Durchfiihren von Zahlenvergleichen und Rechenoperationen mit naturli-
chen, gebrochenen und rationalen Zahlen in den Formen miindlich, schriftlich und mit
Hilfsmitteln

Kdénnen im Arbeiten mit Grélzen

Kenntnisse zur Teilbarkeit natirlicher Zahlen

Kdénnen im Arbeiten mit Prozentangaben

Koénnen im Arbeiten mit Naherungswerten und sinnvoller Genauigkeit
Kenntnisse, Einstellungen und Gewohnheiten zur

- Wahl eines effektiven Losungsweges

- exakten und Ubersichtlichen Darstellung der Losung

- Durchfiihrung von Rechenkontrollen

8. Kdnnen im Bestimmen von Anzahlen

NOo O RA®

Die Entwicklung des Kdnnens im Arbeiten mit GroRRen, insbesondere die Entwicklung von
Grolenvorstellungen sowie das Kénnen im Umrechnen und Schatzen von GrofRen ist in der
Broschire zum sicheren Wissen und Kénnen zu Groflien ausfihrlich beschrieben worden. In
dieser Broschiire beschranken wir uns auf das Rechnen mit GréRenangaben.

Auf Probleme der Teilbarkeit natlrlicher Zahlen wird in dieser Broschure nicht eingegangen,
da es aus unserer Sicht fur einen Absolventen der Sekundarstufe | nicht erforderlich ist, si-
cheres Wissen und Kénnen zur Teilbarkeit zu besitzen. Eine Ausnahme ist das Bestimmen
des kgV zweier Zahlen, das als sichere Fertigkeit beim Addieren von Brichen bendétigt und
auch an dieser Stelle in der Broschure berucksichtigt wird.

Die Entwicklung der Kenntnisse zur Teilbarkeit erreicht in der Orientierungsstufe einen relati-
ven Abschluss und wird in den folgenden Klassenstufen nicht weiter gefiihrt.

Die im Punkt 7 genannten Kenntnisse, Einstellungen und Gewohnheiten sind aus unserer
Sicht ein wichtiger Bestandteil des Rechnenkonnens. Wir haben allerdings keine Moglichkei-
ten gesehen, hierzu sinnvolle Ziele und Aufgaben fiir ein sicheres Wissen und Kénnen zu
formulieren und haben deshalb diesen Bereich nicht in dieser Broschire berticksichtigt.

Das Konnen im Bestimmen von Anzahlen wird haufig als Bestandteil der Entwicklung des
stochastischen Kénnens angesehen. Es hat aber sehr wenige Beziige zur stochastischen
Denkweise und ist im Rahmen der Stochastik lediglich ein Hilfsmittel zum Ldsen bestimmter
Aufgaben. Das Bestimmen von Anzahlen hat eher Bezlige zum Rechnenkdnnen, insbeson-
dere zur Multiplikation nattrlicher Zahlen und wird deshalb in dieser Broschire mit behan-
delt.
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1.2 Ziele und Inhalte von Bildungsstandards und Rahmenplanen

Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Primarbereich
(Jahrgangsstufe 4, Beschluss der KMK vom 15.10.2004)

Zahldarstellungen und Zahlbeziehungen verstehen:

o0 den Aufbau des dezimalen Stellenwertsystems verstehen

0 Zahlen bis 1.000.000 auf verschiedene Weise darstellen und zueinander in Beziehung
setzen

0 sich im Zahlenraum bis 1.000.000 orientieren (z. B. Zahlen der Gr63e nach ordnen, run-
den)

Rechenoperationen verstehen und beherrschen:

o die vier Grundrechenarten und ihre Zusammenhange verstehen

o die Grundaufgaben des Kopfrechnens (Einspluseins, Einmaleins, Zahlzerlegungen) ge-
dachtnismaRig beherrschen, deren Umkehrungen sicher ableiten und diese Grundkennt-
nisse auf analoge Aufgaben in groReren Zahlenrdumen (bertragen

o miundliche und halbschriftliche Rechenstrategien verstehen und bei geeigneten Aufgaben
anwenden

o verschiedene Rechenwege vergleichen und bewerten; Rechenfehler finden, erklaren und
korrigieren

0 Rechengesetze erkennen, erklaren und benutzen

o schriftliche Verfahren der Addition, Subtraktion und Multiplikation verstehen, gelaufig aus-
fuhren und bei geeigneten Aufgaben anwenden

o Lésungen durch Uberschlagsrechnungen und durch Anwenden der Umkehroperation kon-
trollieren

Weitere Ziele aus anderen Bereichen:

o strukturierte Zahldarstellungen (z.B. Hunderter-Tafel) verstehen und nutzen

o0 GesetzmaRigkeiten in geometrischen und arithmetischen Mustern (z. B. in Zahlenfolgen
oder strukturierten Aufgabenfolgen) erkennen, beschreiben und fortsetzen

o arithmetische und geometrische Muster selbst entwickeln, systematisch verandern und
beschreiben

o0 im Alltag gebrauchliche einfache Bruchzahlen im Zusammenhang mit Gréften kennen und
verstehen

0 in Sachsituationen angemessen mit Naherungswerten rechnen

o einfache kombinatorische Aufgaben (z.B. Knobelaufgaben) durch Probieren bzw. syste-
matisches Vorgehen lésen

Gemeinsamer Rahmenlehrplan fur die Grundschule der Lander Berlin, Bran-
denburg, Bremen und Mecklenburg-Vorpommern, 2004

Ziele Inhalte
— die naturlichen Zahlen darstellen, lesen | Zahlenraum bis eine Million
und schreiben Stellentafel und andere Darstellungsformen
— die naturlichen Zahlen vergleichen, Rundungsregeln und zweckgebundenes
ordnen und runden Runden
— sicher in verschiedenen Schritten vor- | Schatzungen
und rickwarts zahlen Zahlenfolgen
— Anzahl schatzen romische Zahlen

— naturliche Zahlen in unterschiedlichen
Zahlensystemen darstellen

— sicher mindlich und halbschriftlich
rechnen und Uber die Grundaufgaben
verfigen

Dualsystem oder ein anderes Stellenwertsys-
tem

Grundrechenoperationen

Division mit Rest

schriftliche Addition, Subtraktion und
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die schriftlichen Verfahren der Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division
ausfiihren und beschreiben

mehrere Rechenoperationen miteinan-
der verknUpfen und in verschiedenen
Situationen verwenden

Lésungen auf verschiedene Weise
Uberprifen

sinnvolle Genauigkeit bei der Angabe
von Messwerten und Rechenergebnis-
sen beachten

die Beziehungen zwischen auftreten-
den unterschiedlichen GrofRen erken-
nen und untersuchen

einfache kombinatorische Aufgaben
I6sen

Multiplikation
schriftliche Division, eingeschrankt auf einstel-
lige und einige zweistellige Divisoren
Vielfache, Teiler, Teilbarkeitsregeln fur 2, 5, 10
Regeln fir das Rechnen mit Klammern,
Punkt- vor Strichrechnung
Anwendungen zu den Rechengesetzen:
Kommutativitat, Assoziativitat, Distributivitat
Uberschlag
Naherungswerte
Schreib- und Sprechweisen:
mit einer Einheit, mit zwei Einheiten,
mit Komma
Stellentafel fir GroRenangaben mit Komma
gebrauchliche Bruchteile

Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Mittleren Schulabschluss
(Beschluss der KMK vom 04.12.2003) und den Hauptschulabschluss (Jahr-
gangsstufe 9, Beschluss der KMK vom 15.10.2004)

Die kursiv gesetzten Angaben sind nur in den Standards zum Mittleren Abschluss aber nicht
zum Hauptschulabschluss und die unterstrichenen Angaben sind nur in den Standards fir
den Hauptschulabschluss aber nicht flir den Mittleren Abschluss enthalten.

Leitidee Zahl

Die Schulerinnen und Schuler
nutzen sinntragende Vorstellungen von rationalen Zahlen, insbesondere von nattrlichen,
ganzen und gebrochenen Zahlen entsprechend der Verwendungsnotwendigkeit,

stellen Zahlen der Situation angemessen dar, unter anderem in Zehnerpotenzschreib-

weise,

rechnen mit natirlichen, gebrochenen und negativen Zahlen, die im taglichen Leben vor-

kommen, auch im Kopf,

begriinden die Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterungen an Beispielen,

nutzen Rechengesetze, auch zum vorteilhaften Rechnen,

nutzen zur Kontrolle Uberschlagsrechnungen und andere Verfahren,

runden Rechenergebnisse entsprechend dem Sachverhalt sinnvoll,

verwenden Prozent- und Zinsrechnung sachgerecht,

erlautern an Beispielen den Zusammenhang zwischen Rechenoperationen und deren
Umkehrungen und nutzen diese Zusammenhange,

fuhren in konkreten Situationen kombinatorische Uberlegungen durch, um die Anzahl der

jeweiligen Moglichkeiten zu bestimmen.

Wie auch in allen anderen Themenbereichen wird durch die aktuellen Bildungsstandards das

zu erreichende Abschlussniveau nur sehr allgemein und nicht vollstandig beschrieben. Es
fehlen z. B. in den Standards zum Mittleren Abschluss Aussagen zu den auszubildenden
Rechenfertigkeiten, zur Arbeit mit Rechenhilfsmitteln und zur Teilbarkeit.

Auch zu den notwendigen Kenntnissen zur Ausbildung dieser Kompetenzen sind wenige
Anhaltspunkte erkennbar.
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2 Rechnen mit natirlichen Zahlen

2.1 Ausgewahlte Probleme

Zur Berucksichtigung der Aspekte des Begriffs natirliche Zahl

Es kdnnen folgende Aspekte des Begriffs NATURLICHE ZAHL unterschieden werden.

1. Kardinalzahlaspekt: Zahlen beschreiben die Anzahl der Elemente einer (endlichen, ab-
zahlbaren) Menge. Bsp.: 5 Apfel

2. Ordinalzahlaspekt:

— Zahlzahlaspekt: Folge, die beim Zahlen durchlaufen wird

- Ordnungszahlaspekt: Zahlen geben den Rangplatz an. Bsp.: 3. Platz
Mafizahlaspekt: Zahlen dienen als Malizahlen bei Gréflen.

Operatoraspekt: Zahlen bezeichnen eine Vielfachheit. Bsp.: das Dreifache; funfmal
Darstellungsaspekt: Zahlen lassen sich durch Ziffernreihen darstellen.
Rechenzahlaspekt: Mit Zahlen kann man rechnen.

Codierungsaspekt: Zahlen werden zur Bezeichnung, Codierung bzw. Nummerierung
verwendet. Bsp.: PLZ, Telefonnummer, ISBN-Code

NS ks w

Das Eingehen auf die Verwendungsaspekte naturlicher Zahlen dient vor allem der Heraus-
bildung eines umfassenden Zahlbegriffs in der Primarstufe. Die Aspekte sollten bei jedem
Schiiler verinnerlicht sein und sind deshalb kein expliziter Unterrichtsgegenstand in der Se-
kundarstufe. Eine Besinnung auf die Vielfalt méglicher Verwendungen ohne eine Thematisie-
rung der Unterschiede wird jedoch fur sinnvoll gehalten, da dadurch eine weitere Mdglichkeit
besteht, die Beziehungen der Mathematik zur Umwelt der Schiiler auf einfache Weise sicht-
bar zu machen und das komplizierte Netz des Zahlbegriffs zu Beginn der Klasse 5 zu reakti-
vieren.

Bei den Sachaufgaben ist zu beachten, dass die verschiedenen Verwendungsaspekte aus-
gewogen bertcksichtigt werden.

Zur Reihenfolge der Behandlung der mundlichen und schriftlichen Rechenver-
fahren

FUr eine parallele Behandlung der Addition und Subtraktion bzw. Multiplikation und Division
spricht, dass

- zahlreiche Verwendungsaspekte der entgegengesetzten Rechenoperationen inhaltlich
verbunden sind (z. B. Zusammenlegen/Wegnehmen; Verlangern/Verkirzen; Vergro-
Rern/Verkleinern; Vervielfachen/Halbieren),

- das Modell ,Schreiten auf dem Zahlenstrahl“ gleich flir Addition und Subtraktion einheitlich
ausgebildet werden kann,

- die Grundaufgaben jeweils flir zwei Rechenoperationen zu verwenden sind,

- die enge Verbindung von Operation und Umkehroperation ein operatives Durchdringen
fordert,

- gemischte Aufgaben friih einbezogen werden kénnen und die Schiiler so an ein Identifi-
zieren des Aufgabentyps vor Ausfiihren der Rechnung weiter gewéhnt werden,

- die Aufgaben, insbesondere auch die Sachaufgaben, vielfaltiger sein kdnnen,
- die Umkehroperation jeweils zur Probe verwendet werden kann.

Gegen eine parallele Behandlung spricht, dass

- die Anforderungen im Vergleich zu einer aufeinander folgenden Behandlung flr die Schii-
ler hoher sind,

- die Rechengesetze unterschiedlich sind,
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- einige Aspekte der Multiplikation und Division keine Entsprechung haben (Flacheninhalt,
Verteilen/Aufteilen, Verhaltnis),

- die Multiplikation mit erganzenden Stoffelementen (Potenzschreibweise, kombinatori-
sches Zahlen) verbunden werden kann, die mit der Division wenig zu tun haben,

- die schriftlichen Verfahren nicht in die parallele Behandlung eingeordnet werden kénnen.

Da die Vorteile einer parallelen Behandlung fiir die Addition und Subtraktion tiberwiegen,
sollte daflir diese Variante gewahlt werden. Multiplikation und Division sollte man auf Grund
ihrer grof3eren inhaltlichen Unterschiede und der speziellen Erganzungen nacheinander be-
handeln.

Zur Behandlung der grof3en Zahlen

Unter grol3en Zahlen werden Zahlen ab 1 Million verstanden. Fir das tagliche Leben von
Bedeutung sind vor allem Zahlen bis zur Milliardengréfe, vereinzelt auch Angaben von Billi-
onen (Bsp.: Staatsverschuldung). Noch gré3ere Zahlen sollten nicht behandelt werden.

Eine eigenstandige Rolle im Zusammenhang mit groRen Zahlen spielen

— die Kenntnis der Bezeichnungen Milliarde und Billion,

— die Festigung der Schreibweise und des Lesens von Zahlen,

— die Festigung der Dreiergruppierung grofer Zahlen zur ibersichtlichen Darstellung,

— die Kenntnis, dass man grof3e oder wenig anschauliche Zahlen durch geeignete Verglei-
che erfassbar machen kann,

— die Entwicklung eines ,Zahlenvorstellungsvermogens® tiber natirliche Zahlen bis zur Mil-
liardengréfe.

Unter der Vorstellung von Zahlen, die als abstrakte Gebilde bzw. als Zahlenwerte von Gro-
Renangaben an sich nicht vorstellbar sind, wird die Vorstellung tber eine betreffende Anzahl
von Gegenstanden oder Personen (Stlickzahl, Einwohnerzahl) verstanden. In dieser Ver-
wendung haben die nattrlichen Zahlen auch einen Grél3encharakter. Die Gréke Geld kommt
bei Beschrankung auf die Standardeinheit (1 €) dem Anzahlcharakter recht nahe und kann
ebenfalls als Beispiel fur Zahlvorstellungen verwendet werden.

Die Vorstellung Uber 1 Million und eine Milliarde kann durch Grélkenvergleiche ausgebildet
werden, z. B. durch

— die Zeit zum Zahlen bis zu diesen Zahlen bei einer Zahl pro Sekunde oder

— die Hohe eines Geldstapels aus 100-Euroscheinen (10 Scheine, also 1000 € ergeben
eine Hohe von 1 mm; 1 Mill. Euro ergeben 1 m und 1 Mrd. entsprechen 1000 m.)

Zur Berucksichtigung der Verwendungsaspekte der Rechenoperationen

Analog zu den Aspekten des Begriffs nattrliche Zahlen sind den Schilern aus der Primarstu-
fe auch die Verwendungsaspekte der vier Grundrechenarten implizit bekannt. Sie sind die
Grundlage fir die Gewinnung der einzelnen Operationen durch Abstraktion aus den realen
Beziehungen. Sie stellen keinen expliziten Lerngegenstand dar. Andererseits muss der
Schiler in der Lage sein, insbesondere im Zusammenhang mit dem Lésen von Sachaufga-
ben, in vorliegenden inhaltlichen Darstellungen bzw. Sachverhalten die mathematischen
Strukturen zu erkennen.

Deshalb sollten in den Stoffabschnitten zu den Rechenoperationen vielfaltige Ubungen zur
Ubertragung auBermathematischer bzw. verbal formulierter Sachverhalte in die Sprache der
Mathematik erfolgen. Auch Umkehraufgaben (Formulierung von ,Geschichten“ zu mathema-
tischen Termen oder Gleichungen) sind wichtig.

Aspekte der Addition und Subtraktion:

— Addieren heif3t: Hinzufugen, Zusammenlegen, Vermehren, Verlangern, Wachsen, Zu-
nehmen, Zuzahlen, Gewinnen, Gesamtzahl bestimmen, Erganzen, Einsteigen
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— Subtrahieren heilt: Wegnehmen, Abtrennen, Vermindern, Verkurzen, Schrumpfen, Ab-
nehmen, Zurlickzahlen, Verlieren, Rest bestimmen, Verringern, Aussteigen

— Addieren und Subtrahieren kann man darstellen durch
» Abtragen von Strecken
» Bewegen auf dem Zahlenstrahl
» Pfeile (Operatordarstellung)

Aspekte der Multiplikation:

Multiplizieren ist:

(1) Verkurzen des mehrfachen Addierens
(2) Zusammenfassen gleichartiger Mengen
(3) Vervielfachen

(4) Bildung von Paaren aus zwei Mengen
(5) Abzahlen rechteckiger Anordnungen

Aspekte der Division:
Dividieren ist:
(1) Verkirzen des mehrfachen Subtrahierens

(2) Aufteilen einer Menge in gleichmachtige Mengen vorgegebener Grolie
Bsp.: 12 Apfel in Gruppen zu drei Apfeln aufteilen; ges.: Anzahl der Gruppen;
Handlung: fortgesetztes Wegnehmen von 3 Apfeln (fortgesetzte Subtraktion als Umkeh-
rung der Multiplikation im Sinne einer fortgesetzten Addition)

(3) gleichmaBiges Verteilen der Elemente auf eine vorgegebene Anzahl von Teilmengen
Bsp.: 12 Apfel an 4 Schiiler verteilen; ges.: Anzahl der Apfel pro Schiller;
Handlung: fortgesetzt je einen Apfel an die Schiiler verteilen

(4) Halbieren, Dritteln, Vierteln

Weiterhin ist zu beachten, dass mit ,Summe®, ,Differenz®, ,Produkt® bzw. ,Quotient* sowohl
die Aufgabe als auch das Ergebnis bezeichnet werden.

Man kann die Verwendung der Rechenoperationen auch unter dem Aspekt der ,Zustands-
anderung*® betrachten:

(1) Ein Zustand (eine Zahl, eine GroRe) wird verandert. Im Ergebnis entsteht ein neuer Zu-
stand. Beispiele:

Addition/Subtraktion: ein Bankguthaben um einen Betrag erhéhen/verringern
Multiplikation/Division: Vervielfachen/Halbieren eines Geldbetrages

Bei dieser Auffassung ist die Reihenfolge der Grélen bei Addition und Multiplikation in-
haltlich nicht vertauschbar (Ein Bankguthaben von 1000 € um 10 € zu erhohen ist als
Sachverhalt etwas ganz anderes, als ein Bankguthaben von 10 € um 1000 € zu erh6-
hen). Bei der Multiplikation und Division haben beide Operanden eine inhaltlich unter-
schiedliche Bedeutung (3 - 40 kg beschreibt einen anderen Sachverhalt als 40 - 3 kg).

(2) Es werden zwei gleichwertige Zustande zu einem neuen zusammengefasst oder ver-
knlpft. Beide Zustande (Zahlen, GréRRen) sind inhaltlich véllig gleichwertig. Bei Addition
und Multiplikation ist es deshalb auch inhaltlich leicht einsichtig, dass die Reihenfolge be-
liebig ist. Beispiele:

Addition: Aneinanderlegen von Strecken, Wegen
Multiplikation: Auslegung einer Flache (Rechtecke) mit Platten (Quadraten)

Das Ergebnis der Multiplikation ist von anderer Qualitat als die Ausgangszustande.
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(3) Es wird zweimal nacheinander eine Zustandsanderung vorgenommen und gefragt, wel-
che Gesamtanderung sich ergibt. Auch eine Verknlpfung verschiedener Operationen ist
mdglich. Es ist inhaltlich klar, dass die Reihenfolge der Operatoren beliebig ist. Beispiele:

Addition, Subtraktion: zweimalige Anderung einer Temperatur
Multiplikation, Division: wiederholtes Vergrékern und/oder Verkleinern einer Grolie

Durch diese Betrachtungen werden das Vervielfachen mit Briichen, sowie der Dreisatz
und die Prozentrechnung vorbereitet.

Zur Behandlung des Rechnens mit O und 1

Das Kénnen im Rechnen mit 0 und 1 ist kein automatisches Produkt der Aneignung des klei-
nen Einsundeins bzw. Einmaleins. Es verlangt die Kenntnis einer Vielzahl besonderer Re-
geln (bei Berlcksichtigung der inhaltlichen Nichtkommutativitat sind es insgesamt 16), die
durch ihre inhaltliche und duRere Verwandtschaft leicht verwechselt werden kénnen. Die
sténdige Vermittlung bzw. Wiederholung dieser Regeln auf formaler Ebene bringt oft wenig.
Als Hauptansatzpunkt zur Vermeidung der haufigen Fehler im Rechnen mit 0 und 1 sollten
die Schiler fir diese Problematik sensibilisiert werden (Achtung Null!) und sich aus dem Au-
tomatismus des Rechnens l6sen kénnen und inhaltliche Uberlegungen an einem Beispiel
anstellen kdnnen (z. B. fur ,3 - 1“und ,3 - 0“2 Wenn ich dreimal einen Apfel bekomme, habe
ich drei Apfel. Wenn ich dreimal keinen Apfel bekommen, habe ich keinen Apfel.)

Zur Behandlung der Rechengesetze und Vorrangregeln

Eine inhaltliche Begrindung der Rechengesetze sollte nicht gegeben werden, da es inhalt-
lich oft keine Kommutativitat gibt. Rechengesetze beschreiben das formale Rechnen mit
Zahlen.

Die Rechengesetze sollten im Zusammenhang mit der Wiederholung der entsprechenden
Rechenoperationen gefestigt werden.

Rechenbaume kénnen als Form vielfaltiger Aufgabenstellungen und zur Unterstiitzung einer
bewussten Analyse der Struktur des Terms verwendet werden. Eine Aneignung und selbst-
standige Anfertigung ist nicht erforderlich.

Die Vorrangregeln (oder ,Vorfahrtsregeln®) sollten als verbale Orientierungen (,Erst Klam-
mern ausrechnen!®, spater dann ,Erst Klammern auflésen!“) angeeignet werden.

Zum Bestimmen von Anzahlen durch kombinatorische Uberlegungen

Mit Hilfe der Zahlregeln, auch Zahlprinzipien genannt, lassen sich kombinatorische Aufgaben
I6sen, ohne ein Begriffs- oder Formelsystem zu benétigen. Die Uberlegungen bleiben sehr
nahe am Sachverhalt, eine Verallgemeinerung oder Typisierung der Aufgaben ist nicht erfor-
derlich. In der Schulpraxis hat sich dieser Weg als der effektivste herausgestellt. Es gibt
mehrere Zahlregeln. Die Produktregel ist dabei die wichtigste, da sie am haufigsten auftritt
und Grundlage der anderen Regeln ist. Sie kann in folgender Weise formuliert werden:

Kann zur Erzeugung eines mdglichen Ergebnisses eine Folge von Entscheidungen angege-
ben werden, die nacheinander getroffen werden missen und die voneinander unabhangig
sind, so ist die Gesamtzahl aller moglichen Ergebnisse gleich dem Produkt der Anzahl von
Madglichkeiten bei jeder Entscheidung.

Zur Anwendung der Produktregel sollte in folgenden Schritten vorgegangen werden:

1. Stelle dir vor, dass eine der Mdglichkeiten verwirklicht wird.

2. Uberlege, welche Entscheidungen zur Verwirklichung dieser Méglichkeit nacheinan-
der getroffen werden missen und ob die Entscheidungen voneinander unabhangig
sind.

3. Ermittle die Anzahl der Moglichkeiten bei jeder Entscheidung.

4. Berechne das Produkt der ermittelten Anzahlen bei den einzelnen Entscheidungen.



Rechnen mit natlrlichen Zahlen 13

Die Produktregel kann bildlich durch ein Baumdiagramm veranschaulicht werden. Das
Baumdiagramm ist nicht nur ein Hilfsmittel zur Erfassung des Grundgedankens der Produkt-
regel, sondern dient auch der Vorbereitung der Pfadregeln, die beim Lésen von wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Aufgaben eine wichtige Rolle spielen. Das Baumdiagramm soll-
te bis zur sicheren Beherrschung der Produktregel zumindest andeutungsweise stets ver-
wendet werden. Probleme bei der Anwendung der Produktregel ergeben sich, wenn die Ent-
scheidungsfolge nicht dem natirlichen Handlungsablauf entspricht bzw. wenn auch Folgen
in Betracht kommen, bei denen die Entscheidungen voneinander nicht unabhangig sind.

In einigen Fallen kommt es bei der Anwendung der Produktregel zu Mehrfachzahlungen.
Das bei Mehrfachzahlungen zu verwendende Zahlprinzip wird haufig als Quotientenregel
bezeichnet und kénnte so formuliert werden: Wurde bei Anwendung der Produktregel jede
der ermittelten Moglichkeiten n mal gezahlt, so ist die Gesamtzahl der Méglichkeiten durch n
zu dividieren.

2.2 Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiler und Schilerinnen
- konnen zwei naturliche Zahlen mit maximal 6 Stellen vergleichen,

- kennen die Grundaufgabengleichungen der Addition und Multiplikation und kénnen damit
sowie mit Verfahren des mundlichen Rechnens folgende Aufgaben im Kopf I6sen:

o alle Grundrechenarten mit 0 und 1 und einer dreistelligen Zahl
addieren zweier zweistelliger Zahlen
subtrahieren einer einstelligen von einer zweistelligen Zahl

multiplizieren einer einstelligen mit einer zweistelligen Zahl

© O O O

dividieren ohne Rest einer zweistelligen durch eine einstellige Zahl
o multiplizieren und dividieren mit 10, 100 und 1000,
- konnen schriftliche Rechenverfahren zur Lésung folgender Aufgaben anwenden:
0 addieren von drei dreistelligen Zahlen
0 subtrahieren einer dreistelligen von einer dreistelligen Zahl
o multiplizieren einer zweistelligen mit einer dreistelligen Zahl,

- konnen grole Zahlen bis zum Stellenwert Milliarde lesen und in eine Stellentafel eintra-
gen sowie eine solche verbal gegebene Zahl mit Ziffern schreiben,

- konnen romische Zahlen bis 20 lesen und schreiben,

- kennen die Vorrangregeln und kdnnen sie in Termen mit maximal 4 Rechenoperationen
identifizieren und anwenden,

- koénnen in Anwendung der Rechengesetze (Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distri-
butivgesetz) Rechenvorteile erkennen,

- konnen folgende mathematische Begriffe identifizieren: addieren, Summe, Summand,
subtrahieren, Differenz, multiplizieren, Produkt, Faktor, dividieren, Quotient und kénnen
einen Rechenausdruck angeben, der mit diesen Begriffen beschrieben wird und der bis zu
zwei Rechenoperationen und Klammern enthalt,

- konnen einen Rechenausdruck zu einer Beschreibung eines auRermathematischen
Sachverhalts angeben, in dem folgende Woérter bzw. Sachsituationen vorkommen:

0 Addition: zusammen; mehr; vermehren; dazugeben; verlangern; einnehmen,;

0 Subtraktion: wegnehmen; vermindern; verlieren; verringern; abziehen; verkleinern;
abtrennen; ausgeben;
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o0 Multiplikation: vervielfachen; verdoppeln; das Drelfache (Vierfache, usw.); das 1,5-
fache (2,6-faches, usw.); ... zuje ...; ... von .
Situationen: Zusammenfassen gleichartiger Mengen Vervielfachen einer Grole;
Abzahlen rechteckiger Schemata; Bilden von Paaren aus den Elementen zweier
Mengen (Bezug zur Produktregel der Kombinatorik)

o Division: aufteilen, verteilen, halbieren, pro; von; durchschnittlich;
Situationen: Aufteilen einer Menge in gleichgrof3e Teilmengen; gleichmaliges Vertei-
len der Elemente einer Menge; Berechnen des Durchschnitts; Normierung auf eine
Einheit (pro),

- koénnen die Begriffe Zehnerpotenz, Quadratzahl, Basis (positive rationale Zahl), Exponent
(natUrliche und ab KI. 9 ganze Zahl), Potenz, Wurzel bzw. Quadratwurzel (ab KI. 7) identi-
fizieren und realisieren und kennen die Quadratzahlen bis 15 auswendig,

- koénnen die Anzahl von Mdéglichkeiten durch systematisches Probieren bestimmen, wenn
die gesuchte Anzahl nicht gréRRer als 20 ist,

- konnen die Anzahl von Mdéglichkeiten mithilfe der Produktregel der Kombinatorik bestim-
men, wenn sich die Folge von Entscheidungen aus dem Sachverhalt in einfacher Weise
ergibt.
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2.3 Aufgaben

1. Runde auf Zehner.
a) 68 ~ b) 1004 = c) 598 ~

2. Runde auf Hunderter.

a) 212 ~ b) 3078 ~ c) 4990 ~
3. Runde auf Tausender.
a) 7605 ~ b) 8961 ~ c) 15008 ~
4. Vergleiche die Zahlen.
a) 5407 L[ 4507 b) 23018 L] 2318 c) 408 408[] 488 48
d) 66666 L] 600000 e) 51551 L] 511 555 fy 900 000[_] 999 999
5. Berechne im Kopf.
a) 32+63= 74 +25 = 40 + 57 =
35+ 46 = 36 +22 = 56 + 42 =
b) 56+ 14 = 38 + 44 = 76+ 19 =
48 + 84 = 52 + 86 = 67 + 98 =
c) 78-6-= 59-8= 60— 8=
23-8= 81-6= 42 -9 =
d) 3-90= 8-12= 15-6 =
23-8= 84-3= 7.72=
e) 85:5= 72:3= 644 =
78:6= 96:8= 52:2=
f) 120-0= 1+120 = 120 -1 =
1-1= 0+1= 0+0=
g) 0-105= 586 : 0 = 987 - 1 =
0:3= 123:1 = 258 -0 =
h) 250:10 = 88 - 100 = 6700 : 100 =

34 - 1000 = 10 - 205 = 40500:10=
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6. Lies jeweils die Temperaturen in °C ab.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Berechne schriftlich im Heft.

a) 427 + 253 b) 527 + 409 + 63 c) 86+ 397 + 254
562 + 246 365 + 37 + 478 234 + 461 + 105
d) 184-56 e) 846-208 f) 368 - 188
82 - 67 987 — 598 547 — 368
g) 52-84 h) 125-23 i) 402-45
56 - 621 98 - 502 890 - 19
Schreibe die folgenden Zahlen mit Ziffern.
a) 6 Milliarden
b) 24 Millionen

c) 700 Tausend

d) 8 Milliarden 210 Millionen
e) 10 Millionen 33 Tausend
f) 23 Millionen 7 Tausend

Fertige eine Stellentafel nach dem folgenden Muster an und trage die Zahlen aus der
Aufgabe 10 ein.

Millionen Tausender
Mrd. | HMio | ZMio | Mio. HT ZT T H z E
10° | 10° | 10" | 10° | 10° | 10* | 10® | 10> | 10' | 10°
a)
b)
Lies die Zahlen laut vor und bestimme jeweils den Stellenwert der Ziffer 4.
a) 23675 b) 406 789 c) 1245
d) 1342586 990 e) 95604 f) 1040 007

a) Ubertrage die Zahlen in die rémische Schreibweise.
4= 12 = 15 = 19 = 8= 16 =

b) Welche Zahlen sind in der romischen Schreibweise dargestellt?

V= VIl = XV = XX = = IX =
Beschreibe die folgenden Terme jeweils mit Worten.
a) 12+46 b) 36:9 c) 47-30
d) 4-6-2 e) 13-12:2 f) 23-13+15

a) Gib drei verschiedene Terme an, die eine Summe darstellen.
b) Notiere drei verschiedene Terme, die ein Produkt darstellen.

c) Schreibe drei Terme flr Quotienten auf.
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16. Welche der Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

17.

18.

19.

20.

a)
b)

3 — 7 stellt eine Differenz zweier Zahlen dar.

12 : 4 ist das Produkt der Zahlen 12 und 4.

Der Term 34 + 24 + 6 ist eine Summe aus zwei Summanden.

Addiere ich zwei Zahlen, so bilde ich die Summe dieser beiden Zahlen.
Multipliziere ich zwei Zahlen miteinander, so bilde ich einen Quotienten.
Ein Quotient entsteht, wenn man zwei Zahlen durch einander dividiert.
Eine Differenz erhalte ich, wenn ich zwei Zahlen subtrahiere.

Ein Produkt erhalte ich, wenn ich zwei Zahlen miteinander multipliziere.

Das Produkt ist das Ergebnis einer Subtraktion.

Gib zu den folgenden Beschreibungen einen Term an ohne ihn zu berechnen.

a)
b)

Die Summe der Zahlen 521 und 445 wird mit 10 multipliziert.

Die Differenz der Zahlen 100 und 23 wird durch 7 dividiert.

Vom Quotient der Zahlen 625 und 5 soll die Zahl 25 subtrahiert werden.

Das Produkt der Zahlen 7 und 4 wird vor Quotienten der Zahlen 70 und 2 subtrahiert.
Die Summe aus 285 und 374 wird mit der Differenz aus 675 und 598 multipliziert.
Bilde das Produkt aus der Summe und der Differenz der Zahlen 245 und 195.

Welche der Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

a)
b)

Strichrechnung kommt vor Punktrechnung.

Es wird immer von rechts nach links gerechnet.

In Klammern wird zuerst gerechnet.

Potenzen gehen vor Punktrechnung.

Die Addition wird stets vor der Subtraktion ausgeflhrt.

Multiplikation geht vor Division.

Markiere, was du zuerst rechnen musst.

2+7 4 b) 72:2+36:9 c) (36-12:2)-5
(2+5)-8 e) 36-4-0+64 f) 13-(24—18)+ 12
3:6+2-6 h) 5-(8-6)-4 ) 66-55:5
12-0+28-4-7 ) 425-25+15-4 m) 54 : (27 — 18)
43+6-2 0) 11-22 p) 64:8+5°-25
56 :7 — 82 r 23-7+10° s) 12+3%:9

Welche der Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

a)
b)
c)

Ich kann bei allen Rechenarten die Reihenfolge der Zahlen vertauschen.
Bei der Division ist es erlaubt, die Reihenfolge der Zahlen zu vertauschen.
Die Reihenfolge der Summanden darf ich vertauschen.



Rechnen mit natlrlichen Zahlen 19

d) Die Reihenfolge der Faktoren darf ich vertauschen.
e) Bei der Subtraktion darf ich die Reihenfolge der Zahlen nicht vertauschen.

f) Bei der Multiplikation dreier Zahlen darf ich die Reihenfolge der Faktoren nicht an-
dern.

21. Notiere einen vorteilhaften Rechenweg und berechne im Kopf!
a) 36 +17 +44 +63 = =
b) 78 +25-63 = =

c) 23+35+42+28= =

d) 52+25-12= =
e) 27+12-17= =
fy 6:8-3-5= =
g) 12:3:5= =

h)y 24+12-7-14= =
) 6:9+6-11= =
k) 7-3-23= =
) 15-17-7-15= =
m)7-23+7-27=

22. Gib einen Term an, der dem folgenden Sachverhalt entspricht.
Du musst den Term nicht berechnen.

a) Melanie hat 56 € gespart. |hr Bruder Paul hatte 15 € mehr in der Spardose. Wie viel
hat Paul gespart?

b) Melanie hat 56 € gespart. lhre Schwester Sabine hat doppelt so viel gespart. Wie viel
hat Sabine gespart?

c) Zum Preis des Buches von 14,95 € kommen noch 3,57 € Transportkosten hinzu.
) Eine Firma muss 10 Computer zu je 998 € bezahlen.
e) Familie Schulz zahlt monatlich fiir Strom 108 €. Wie viel zahlt sie in 12 Monaten?
) Familie Schulz zahlt fir Strom in 12 Monaten 1236 €. Wie viel zahlt sie pro Monat?

f) Ein Lottogewinn von 5 711 824 € sollen gleichmaRig auf die drei Mitglieder einer
Gemeinschaft aufgeteilt werden.

g) Patrick ist mit seinem Fahrrad in 6 Tagen 264 Kilometer gefahren. Wie viel Kilometer
hat er pro Tag durchschnittlich zurtickgelegt?

h) Markus lauft taglich 5 Runden im Stadion. Eine Stadionrunde hat eine Lange von
400 m. Welche Laufstrecke hat er zuriickgelegt?
23. Welche Zahlen sind Quadratzahlen? Unterstreiche.
a) 9 b) 18 c) 32
d) 64 e) 81 f) 1000
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24. Gib drei Quadratzahlen an.

25. Welche Ausdriicke sind Zehnerpotenz? Unterstreiche.
a) 102 b) 30 c) 2™ d) 10° e)5-10 f) 10”

26. Gib drei Zehnerpotenzen an.

27. Gib drei Kubikzahlen an.

28. Schreibe als Potenz.
a) 4-4-4-4-4= b) 15-15-15= c) 3:3-3:3:-3:3:3=

29. Untersuche, ob es sich bei den folgenden Ausdriicken um Potenzen handelt und
bestimme in diesem Fall die Basis und den Exponenten.

a) 37° b) *14 c) )12% d) 6; e) 1 fy 10°

30. Berechne die Potenzwerte.
a)4?= 122=_ 152 = 92 = 62 = 100%=

b) 3= 5% = 10% = 28 = 13 = 43 =
31. Wie viele Moglichkeiten gibt es, drei gleichgrolie aber verschiedene Blicher nebeneinan-
der ins Regal zu stellen?

32. Von den drei Schilern Arne, Bert und Christian sollen zwei ausgewahlt werden. Wie viele
Moglichkeiten zur Auswahl gibt es?

33. Eva hat Geburtstag. Sie will eine Hose und ein T-Shirt anziehen und hat zwei Hosen und
vier T-Shirts zur Auswahl, die alle zueinander passen.
Wie viele Moglichkeiten der Zusammenstellung hat sie?

34. Bei einem Computerspiel muss man, um eine Stufe weiter zu kommen, aus 4 Schlisseln
den richtigen auswahlen und damit eine von 3 Tlren 6ffnen. Wie viele Spielmoglichkeiten
hat der Spieler?

35. In wie vielen verschiedenen Reihenfolgen kénnen die 4 Laufer einer Staffel an den Start
gehen?

36. In einem Fragebogen gibt es 5 Fragen mit jeweils 3 Antwortmdglichkeiten. Wie viele
Mdglichkeiten zum Ausfiillen des Fragebogens gibt es, wenn stets genau eine der 3 Ant-
worten angekreuzt wird?

37. In einem Imbiss kann man sich selbst ein belegtes Brétchen zusammenstellen. Man hat
5 verschiedene Sorten von Brétchen, 6 verschiedene Sorten von Belag und 4 verschie-
dene Sorten von Gemiusebeilagen zur Auswahl.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, ein belegtes Brétchen zusammenzustellen?

38. Auf wie viele Arten kann ein Arzt nacheinander 5 Patienten besuchen?
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3 Rechnen mit gebrochenen Zahlen

3.1 Ausgewahlte Probleme

Zu Problemen der Bildung des Begriffs ,, Gebrochene Zahl“

Die Schiiler sollen zunachst auf vielfaltige Weise konkrete Briiche und Dezimalbriiche ken-
nen lernen, deren Notwendigkeit/ZweckmaRigkeit sie an Beispielen aus ihrer Erfahrungswelt
erleben. Hauptziel bei der Behandlung der gebrochenen Zahlen in den Klassen 5 und 6 ist
die Herausbildung eines inhaltlichen Verstandnisses fur die verwendeten Begriffe und Ver-
fahren sowie sicherer Fertigkeiten im Losen einfacher Grundaufgaben. Es soll eine Vertraut-
heit insbesondere im Umgang mit Briichen erreicht werden. Die weitere Entwicklung des
formalen Kénnens beim Lésen anspruchsvoller Aufgaben zur Bruchrechnung erfolgt in den
Klassen 7 — 10 vor allem im Zusammenhang mit den Termumformungen und dem L&sen von
Gleichungen.

Der Begriff ,gebrochene Zahl* wird erst in Klasse 6 im Zusammenhang mit der Darstellung
von Briichen und Dezimalbriichen auf dem Zahlenstrahl eingefiihrt und als Oberbegriff fir
Briche und Dezimalbriiche aufgefasst. Auf seine Verwendung sollte verzichtet werden,
wenn entweder nur mit gemeinen Briichen oder nur mit Dezimalbriichen gearbeitet wird.

Erst am Ende der Behandlung der gebrochenen Zahlen in Klasse 6 sollte eine Systematisie-
rung der Eigenschaften der gebrochenen Zahlen und ein Vergleich mit den natirlichen Zah-
len erfolgen.

Zur Aneignung des Bruchbegriffs

Der Bruchbegriff ist sehr aspektreich, seine Aneignung erfordert deshalb ein sehr umfangrei-
ches und vielfaltiges Arbeiten. Es miissen in einer geeigneten und miteinander verflochtenen
Vorgehensweise folgende Aspekte berlicksichtigt werden.

— Formale Aspekte:

0 Ein Bruch besteht formal aus zwei naturlichen Zahlen (fiir die Schiler nur ,Zahlen®),
die als Zahler und Nenner bezeichnet werden und aus einem Bruchstrich.

o Ein Bruch ist ein Ergebnis einer Divisionsaufgabe.

. . . 2 .
0 Ein Bruch ist ein Operator. Z.B.: '3 von* (,von“ bedeutet hier also ,mal*)

— Inhaltliche Aspekte

0 Briche beschreiben Teile eines Ganzen. (j der Torte)

0 Briche beschreiben Teiler mehrerer Ganzer. (Z von 2 Torten)
0 Briche beschreiben Teile einer Anzahl. (j von 28 Schiilern)
0 Briche treten als Zahlenwerte bei Grolenangaben auf. (j )

0 Briche beschreiben Teile einer Grolenangabe. (j von 12 1)

Die Erarbeitung des Bruchbegriffs kann durch Vergleich und Analyse von Beispielen fur das
Auftreten von Briichen in der Umwelt der Schiiler zunachst beschrankt auf Briiche als Teile
eines Ganzen, Briiche als Zahlenwerte von GréRenangaben, Briiche als Teile einer Menge
sowie Briche zur Beschreibung von Anteilen einer Grofie erfolgen. Der Begriff Bruch sowie
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seine Bestandteile Zahler, Bruchstrich und Nenner sollten bereits im Ergebnis dieser ersten
Einflhrung genannt werden, damit eine langfristige Festigung dieser Begriffe mdglich ist.

In der Phase der Erstfestigung sind materielle Handlungen zur Realisierung von Bruchen
durch Brechen, Schneiden und Falten unabdingbar, um anschauliche Vorstellungen heraus-
zubilden. Weiterhin sind Aufgaben zur Darstellung von Briichen durch Zerlegung von Stre-
cken, Flachen und Koérpern erforderlich. Diese Aufgaben enthalten bereits Aufforderungen
zum Vergleichen und Addieren bzw. Subtrahieren von Brichen. Es sollte vorrangig mit
Stammbrichen und einfachen echten Briichen gearbeitet werden.

Als Anschauungsmittel sollte man Kreise, Quadrate, Rechtecke und Strecken verwenden,
wobei die Haufigkeit in der genannten Reihenfolge abnehmen kann. Mit diesen Anschau-
ungsmitteln kann ebenfalls bei der Erarbeitung der Ordnungsrelation und der Addition gear-
beitet werden.

Das Bestimmen von Bruchteilen von GréRenangaben sollte als vollstdndige Handlung aus-
gebildet und bis zur sicheren Beherrschung gefestigt werden. Dabei muss allerdings im We-
sentlichen eine Beschrankung auf den Fall der Teilbarkeit der GréRenangabe durch den
Nenner des Bruches erfolgen.

Um die Einfuhrung nicht zu tUberlasten, kann man das Umwandeln der gemischten Schreib-
weise in unechte Briiche zu einem spateren Zeitpunkt behandeln.

Die Darstellung von Brichen auf dem Zahlenstrahl sollte man nur fur wenige Briche vor-
nehmen und nicht durch Ubungen festigen, da spater nur Dezimalbriche zur Darstellung
verwendet werden.

Zur Behandlung des Dezimalbruchbegriffs

Die Schiler kennen aus der Primarstufe und dem taglichen Leben Gréfienangaben in Kom-
maschreibweise. Diese werden von ihnen in der Regel als abgeklrzte Schreibweise einer
Grolienangabe mit zwei Einheiten (Sortentrennschreibweise) aufgefasst. Allgemein bekannt
sollten die Kombinationen € — ct, m — cm, kg — g sein.

Im Zusammenhang mit der EinfiGhrung des Dezimalbruchbegriffes kann an die Komma-
schreibweise von Grolienangaben angeknipft und die Angabe nach dem Komma als Zehn-
tel, Hundertstel usw. der Einheit gedeutet werden. Die Deutung der Nachkommastellen von
Grélkenangaben (auch durch GréRenvorstellungen) ist fur die Interpretation von Ergebnissen
bzw. das Arbeiten mit sinnvoller Genauigkeit von groRer Bedeutung und sollte deshalb bis
zur sicheren Fertigkeit entwickelt werden. Dabei bedarf es nicht einer Deutung als Vielfaches
kleinerer Einheiten, sondern es reicht aus, die Stellenwerte als Teile der Einheit (Zehntel,
Hundertstel, Tausendstel, ...) zu lesen.

Die Erweiterung der Stellentafel nach rechts und die Betrachtung von Zehnerbriichen sollten
gekoppelt bei der Einfuhrung des Dezimalbruchbegriffs auftreten. Beide Zugange sind glei-
chermalen von Bedeutung. Die Stellentafel ist ein grundlegendes Modell, insbesondere fir
die Addition und Subtraktion von Dezimalbriichen und muss als Begriff und Methode erwei-
tert werden. Die Zuordnung von Dezimalbriichen und Zehnerbriichen soll die Verbindung zu
den bereits bekannten ,Brichen® herstellen.

Die Zuordnung von bestimmten Briichen und Zehnerbriichen (bzw. den entsprechenden
Kernbriichen) sollte zu den sicheren Kenntnissen der Schiler am Ende der Bruchrechnung
gehdren (bequeme Prozentsatze) und kann bei der Einfihrung der Dezimalbriiche gut vorbe-
reitet werden.

Es sollte konsequent auf die Ziffernsprechweise fir Briiche orientiert werden. Zur Einfihrung
von Gréflen mit Dezimalstellen sind beispielsweise 38,2°C (Koérpertemperatur); 10,3 s;
2,348 m oder 17,325 kg geeignet. GréRen mit den Einheiten Meter oder Euro mit zwei Nach-
kommastellen sollten in dieser Phase vermieden werden, da fiir diese Grollenangaben die
gebrauchliche Sprechweise der Dezimalstellen (Vier-Meter-Zweiunddreillig, Drei-Euro-
Zwanzig) beibehalten werden sollte.
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Bildung des Begriffs der gebrochenen Zahl

Nachdem die Schiler in der Klasse 5 vielfaltige Erfahrungen mit Briichen und Dezimalbru-
chen gesammelt und entsprechende Vorstellungen entwickelt haben, wird zu Beginn der
Behandlung der Bruchrechnung in Klasse 6 die Bezeichnung ,gebrochene Zahl“ eingeflhrt.
Damit muss der Schiler seine Vorstellungen zum Zahlbegriff erheblich verandern. Bisher
war die Bezeichnung Zahl mit den Eigenschaften der naturlichen Zahl verbunden. Insbeson-
dere gab es flr jede Zahl genau eine Darstellung mit Hilfe von Ziffern. Die in der Grundschu-
le zwar versuchte Unterscheidung von Zahl und Ziffer ist sicher kaum von den Schiilern ver-
standen und behalten worden. Jetzt ist eine Unterscheidung von ,Zahl* und Darstellung der
Zahl notwendig. Es gibt keine eindeutige Bezeichnung einer gebrochenen Zahl mit Hilfe von
Ziffern.

Eine erste Verwendung eines erweiterten Zahlbegriffs wurde bei der Erklarung des Dezimal-
bruchbegriffes vorgenommen: Zahlen mit einem Komma heiRen Dezimalbriiche. Dezimal-
briiche werden von Schiilern noch am ehesten als Zahlen angesehen, da ihre Darstellung
mit Hilfe von Ziffern, abgesehen von der Moglichkeit beliebig viele Nullen anzuhangen, eben-
falls eindeutig ist.

Eine Verbindung oder gar Gleichsetzung der Begriffe Dezimalbruch und Zehnerbruch sollte
aber vermieden werden, da nicht jeder Dezimalbruch als Zehnerbruch darstellbar ist.

Die Eindeutigkeit der Darstellung einer gebrochenen Zahl ist nur mit Hilfe des Zahlenstrahls
moglich. Die verschiedenen Bezeichnungen gebrochener Zahlen erscheinen nun als ver-
schiedene Bezeichnungen fiir einen Punkt. Der Zahlenstrahl (und spater die Zahlengerade)
hat damit eine erhebliche Bedeutung fiir die Entwicklung des Zahlbegriffs. Es geht nicht
mehr nur um die grafische Darstellung von (eigentlich bekannten) Zahlen, sondern mit Hilfe
dieser Darstellung werden die Vorstellungen und Kenntnisse der Schuler zu den verschiede-
nen Zahlbegriffen erst herausgebildet. Die Zahlenbereichserweiterungen kénnen als schritt-
weise Erforschung der Zahlengeraden aufgefasst werden. Die Zahlengerade ist sowohl
Veranschaulichungs- als auch Erkenntnismittel.

Mit dem Begriff ,Bruch” verbinden die Schiler vor allem Vorstellungen zu gemeinen Bri-
chen. Ein Dezimalbruch hat in ihrer Vorstellung sehr wenig mit einem Bruch zu tun, man
kann hdchstens beide z. T. ineinander umformen. Es ist also aus Sicht der Vorstellungen der
Schiiler nicht sinnvoll, die Bezeichnung ,Bruch® als Oberbegriff flir gemeine Briiche und De-
zimalbriiche zu verwenden, obwohl dies sprachlich nahe liegend ist.

Ein weiteres Argument gegen eine solche Begriffsbildung ist die Erweiterung des Inhalts des
Dezimalbruchbegriffs in spateren Klassen; ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch
lasst sich gerade nicht als Bruch darstellen.

Diese schwierigen begriffichen Zusammenhange sollten nicht mit den Schilern erértert wer-
den. Sie kénnen sich Vorstellungen zum Begriff der gebrochenen Zahl durch den Umgang
mit diesem Begriff aneignen. Eine Moglichkeit, dies in Anwendungszusammenhangen zu
tun, ist die Betrachtung von Vor- und Nachteilen der Bruch- bzw. Dezimalbruchschreibweise
bei realen Sachverhalten.

Verwendung von gemischten Zahlen und Dezimalbriichen beim Arbeiten mit
Brichen

Die Darstellung unechter Briiche als gemischte Zahlen sollte sparsam und keineswegs kon-
sequent erfolgen. Im spateren Unterricht und bei Anwendungen spielen gemischte Zahlen
eine untergeordnete Rolle. Die Schiler sollten aber mit dieser Darstellung vertraut sein und
sie als Summe aus einer naturlichen Zahl und einem (echten) Bruch deuten. Bei Umwand-
lungen kann dann das Verfahren der Addition von Briichen angewendet werden.

Zu den sicheren Kenntnissen, die auch beim Arbeiten mit Brichen gefestigt werden sollten,
gehort die Kenntnis von Zuordnungen bestimmter Briche zu Dezimalbrtchen. Die Schiler
sollten bestimmte Zuordnungen sicher beherrschen. Diese Beziehungen kdnnen beim Ver-
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gleichen sowie den Rechenoperationen mit Brichen oft zum vorteilhaften Rechnen verwen-
det werden. Sie spielen weiterhin eine wichtige Rolle in der Prozentrechnung.

Entwicklung von Fertigkeiten im Gleichnamigmachen von Briichen

Das Gleichnamigmachen von Briichen setzt das Konnen im Bestimmen des kgV von Zahlen
voraus. Bei der Teilbarkeit sollte deshalb die Entwicklung von entsprechenden Fertigkeiten
erfolgen, wobei auf das Verfahren der Vervielfachung der groRten Zahl orientiert werden
sollte.

Die Spezialfalle (Nenner teilerfremd bzw. ein Nenner ist Teiler des anderen) brauchen nicht
als Extraverfahren angeeignet werden. Sie sind im Verfahren der Vervielfachung enthalten
und kdnnen als Rechenvorteil behandelt werden (Erst denken, dann rechnen!).

Vergleichen und Ordnen von Briichen

Das Vergleichen und Ordnen von ungleichnamigen Briichen sollte vor allem zur Festigung
des Gleichnamigmachens erfolgen. Das Verfahren des ,Uberkreuz-Multiplizierens* ist zwar
eine rationelle Methode zum Vergleichen zweier Briiche, es ist aber nicht erforderlich und
wird im spateren Unterricht kaum benétigt, da Verhaltnisgleichungen nur noch eine geringe
Rolle spielen.

Verstandnis der Rechenverfahren

Fur viele Schiiler bleibt das Rechnen mit Briichen ein verstandnisloses und ausschlief3lich
formales Hantieren mit Gebilden, die aus Zahler, Bruchstrich und Nenner bestehen. Wah-
rend jedes Verfahren bei seiner isolierten Ubung durchaus beherrscht werden kann, werden
bei gemischten Aufgaben oder Wiederholungen haufig die einzelnen Verfahrenselemente
durcheinander gebracht und sinnlos miteinander verknUpft.

Grundlage fir ein inhaltliches Verstandnis der Rechenverfahren sind die inhaltlichen Vorstel-
lungen zu den einzelnen Aspekten des Bruchbegriffs. Sie werden bei den verschiedenen
Rechenverfahren in unterschiedlicher Weise angesprochen.

Ein inhaltliches Verstandnis der Rechenverfahren ist sowohl fir die aktuelle Beherrschung
als auch fiur die Bewaltigung komplexer Anforderungen sowie bei den selbststandigen Reak-
tivierungen von Bedeutung. Ein Verstandnis der Verfahren tragt zur Motivierung und zu ei-
nem planvolleren Vorgehen der Schiler bei.

Ein inhaltliches Verstandnis kann oft auf verschiedenen Wegen erreicht werden. Eine gute
und effektive Mdglichkeit sind einpragsame, mdglichst visualisierte Beispiele, die zusammen
mit den allgemeinen Verfahrensschritten abgespeichert werden kénnen. Der Schiler kann
sich an diesen Beispielen die Sinnhaftigkeit des Verfahrens selbst verdeutlichen und bei spa-
teren Wiederholungen sogar das Verfahren aus dem Beispiel rekapitulieren.

Spezialfalle der Rechenverfahren

Bei allen Rechenoperationen treten gewisse Spezialfdlle auf, die meist mit dem Auftreten
natlrlicher Zahlen verbunden sind. Es wird angesichts der knappen Zeit und der ohnehin
schon grofRRen Vielfalt der anzueignenden Verfahren nicht fur sinnvoll gehalten, diese Spe-
zialfalle gleichberechtigt bei der Einflihrung des Verfahrens zu behandeln und spezielle
Schrittfolgen zu vermitteln. Die Schiler sollten daran gewohnt werden, in solchen Fallen die
Aufgabe als Problem anzusehen und unter Verwendung heuristischer Verfahrenskenntnisse
zu lésen. Meist ist die Anwendung des Ruckfihrungsprinzips moglich.

Addition und Subtraktion von ungleichnamigen Briichen

Beim Addieren und Subtrahieren von Briichen werden die Vorstellungen von Briichen als
Teile eines Ganzen flr das inhaltliche Verstandnis bendtigt.
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Als einpragsames Beispiel kann die Aufgabe ;+1 :j gewahlt werden, die sich durch ein

Zusammenfligen zweier Teile derselben Einheit (z.B. Flllvorgang) visualisieren |asst.

Als Spezialfalle des Verfahrens sollten die Addition bzw. Subtraktion einer natirlichen Zahl
und die Umwandlung gemischter Zahlen in unechte Briiche und umgekehrt behandelt wer-
den.

Multiplikation von Brichen

Die Multiplikation kann aus der Verwendung von Briichen zur Angabe von Bruchteilen einer
GrolRe abgeleitet werden.

Als Musterbeispiel ist die Aufgabe %% =% geeignet, die als Bestimmen der Halfte von ei-
nem Viertel gedeutet werden kann.

Das Kurzen der Zahler und Nenner vor dem Multiplizieren sollte als Teilschritt sofort direkt in
das Verfahren einbezogen werden, wenn auch bei den ersten Ubungen noch nicht gekirzt
zu werden braucht und aus Sicht der mathematischen Definition der Multiplikation ein Kirzen
nicht erforderlich ist.

Als Spezialfalle sollten die Multiplikation mit natirlichen Zahlen (Vervielfachen von Briichen)
sowie das Bestimmen von Bruchteilen einer GréRe behandelt werden.

Division durch einen Bruch

Zum weiteren Verstandnis des Rechenverfahrens und zur Festigung der Aspekte der Divisi-
on sollten folgende Situationen betrachtet werden:

— Verteilsituationen bzw. Aufteilsituationen (Eine bestimmte Menge auf eine bestimmte
Anzahl von Personen oder Objekten verteilen bzw. in gleich grolde kleinere Teile auftei-
len), z. B.:

o 1 Liter Saft auf Viertellitergefalie verteilen

o ein 1 mlanges Band in Sticke zu 74 m aufteilen (zerschneiden)

Die Aufgaben sind anschaulich I6sbar, wenn sich die GréRe vollstandig in die kleineren
Teile teilen lasst und sich damit als Ergebnis eine natirliche Zahl ergibt.

Als Musterbeispiel sind die Aufgaben 1: % =4 oder 1 : %2 = 2 geeignet.

— Verhaltnis (Quotient) zweier GroRen als Normierung (Bezug) der einen Gréle (Dividend)
auf eine Einheit der anderen GréfRe (Divisor), z.B.:
0 Y2 kg Fleisch kostet 3,96 €. Was kostet 1 kg?
o Fir 45 km braucht Mario 3/2 Liter Benzin. Wie weit kann er mit 1 Liter fahren?

Als Spezialfalle sollten die Division von und durch natlirliche Zahlen behandelt werden.

Division von Dezimalbriichen

Im Unterschied zum Rechnen mit Brichen ist es sinnvoll, das Dividieren durch eine naturli-
che Zahl gesondert zu behandeln, da dieses Verfahren ein Bestandteil des allgemeinen Ver-
fahrens ist.

Inhaltliches Verstandnis flr das Verfahren der Division durch eine natiirliche Zahl kann beim
Dividieren von GrofRenangaben durch Umrechnen in kleinere Einheiten erreicht werden. Das
Verschieben des Kommas beim Dividieren durch einen Dezimalbruch kann durch den Uber-
gang zur Bruchschreibweise der Divisionsaufgabe und geeignetes Erweitern verstandlich

gemacht werden. Als Musteraufgaben waren 0,4 m:2=0,2mund 0,41:0,21=2 geeignet.

Behandlung der Rechengesetze

Die Rechengesetze sollten vor allem unter dem Aspekt ihrer Anwendung zum vorteilhaften
Rechnen behandelt werden. Ihre explizite Formulierung und Benennung ist nicht erforderlich.
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Von den im Zusammenhang mit dem mundlichen Rechnen behandelten Rechenvorteilen
sollten das geeignete Vertauschen der Reihenfolge, das Zerlegen von Zahlen in der Nahe
von Vielfachen von 10 und das Multiplizieren bzw. Dividieren mit 5 und 25 verwendet wer-
den.

Diese Rechenvorteile werden als Linienflihrung bis zur Klasse 10 immer wieder aufgegriffen,
um die Schdler an ein Uberlegtes und effizientes Aufgabenlésen zu gewdhnen und die Kopf-
rechenfertigkeiten zu bewahren.

3.2 Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schilerinnen und Schiler
- kennen die Begriffe Zahler, Nenner, echter und unechter Bruch,

- koénnen gemischte Zahlen als Summe aus einer natirlichen Zahl und einem Bruch schrei-
ben,

- konnen Teile eines Ganzen, die in zeichnerischer Form gegeben sind, durch einen Bruch
darstellen und zu einem Bruch entsprechende Teile markieren,

- koénnen Teile einer Anzahl, die in zeichnerischer oder verbaler Form gegeben sind, durch
einen Bruch darstellen und Teile einer Anzahl bestimmen,

- konnen Bruchteile von GréRen bestimmen, wenn die Grélkenangabe durch den Nenner
teilbar ist und zu gegebenen Bruchteilen das Ganze bestimmen,

- konnen eine Divisionsaufgabe als Bruch schreiben und umgekehrt,
- konnen Briche kirzen und erweitern, wenn die Rechnungen im Kopf ausflihrbar sind,

- konnen zwei Briche addieren, subtrahieren und multiplizieren, wenn die Rechnungen im
Kopf ausfuhrbar sind,

- konnen das Doppelte und die Halfte eines Bruches angeben,
- kennen die Begriffe Dezimalbruch und Dezimalstelle,

- konnen einen Dezimalbruch mit maximal drei Dezimalstellen als Zehnerbruch schreiben
und umgekehrt,

- kennen folgende Zuordnungen von Dezimalbriichen und gemeinen Briichen:

1 1 3 1 (. T 1 1
5_0,5 ) ) 5_0,2 m_0,1 sowie die Vielfachen von 5 und 10
- koénnen Dezimalbriiche mit Zehnerpotenzen (bis 1000) multiplizieren und durch diese

Zehnerpotenzen dividieren,

=0,25 >=0,75

- konnen Dezimalbriiche mit maximal 3 Dezimalstellen als Zehnerbriiche schreiben und
umgekehrt,

- konnen 2 Dezimalbriche mit maximal 2 Dezimalstellen und unterschiedlicher Stellenzahl
addieren und subtrahieren, wenn diese Rechnungen im Kopf ausfiihrbar sind,

- konnen bis zu 3 Dezimalbriche mit maximal 3 Dezimalstellen und der gleichen Anzahl
von Dezimalstellen schriftlich addieren,

- konnen 2 Dezimalbriiche mit maximal einer Dezimalstelle multiplizieren, wenn dies im
Kopf ausgeflhrt werden kann,

- koénnen 2 Dezimalbriiche mit maximal 2 Dezimalstellen schriftlich multiplizieren.
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3.3 Aufgaben
Zum Bruchbegriff

1. Gib in den Briichen jeweils Zahler und Nenner an.

27 1 3 3 4 0
2. Gib einen Bruch mit dem folgenden Nenner an.
a)5 b) 10 c) 31 d)2 e) 1000 f) 1
3. Gib einen Bruch mit dem folgenden Zahler an.
a)3 b) 15 c) 27 d) 1 e) 100 f)o
4. Schreibe einen Bruch nach den folgenden Angaben.
a) Der Zahler ist 6 und der Nenner ist 10.
b) Der Nenner ist 21 und der Zahler ist 13.
c) Der Zahler und der Nenner sind gleich.
d) Der Nenner ist grofRer als der Zahler.
e) Der Zahler ist kleiner als der Nenner.
f) Der Nenner ist um 2 kleiner als der Zahler.
5. Gruppiere in echte und unechte Brtliche.
2 7 13 18 5 11
1) = 2) — 3) — 4) — 5) — 6) —
()5 ()4 ()11 ()19 ()2 ()10
6. Schreibe als gemischte Zahl.
1 1 3 7 11 1
a)1+§ b)3+Z c)2+Z d)7+§ e)1+ﬁ f)10+ﬁ

7. Schreibe die gemischte Zahl als Summe aus einer natirlichen Zahl und einem Bruch.

1 1 7 1 1 3
a)3 5 b)5 4 c) 6 5 A1 5 03 2 N1

8. Gib drei gemischte Zahlen zwischen 8 und 9 an.

9. Gib den Anteil der markierten Flache an der Gesamtflache als Bruch an.

a) b) c)
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10. Markiere Flachen, die ihrem gegebenen Anteil an der Gesamtflache entsprechen.
a) b) c)

1 3 2
4 8 5

11. Gib einen Bruch an, der den Anteil der markierten Figuren an der Gesamtmenge be-
schreibt.

) ’ IAS o gie
AR S 8
~rar OO0 Kyiky

12. Schreibe die Briiche als Divisionsaufgabe.

P

1 5 8 1 13 0
a)— b) — c) — d)— e) — f) =
)2 )4 )2 )3 ) - ) -
13. Schreibe die Divisionsaufgabe als Bruch.
a)3:4= b)1:3= c)7:9= d)12:5= e)17:7= f)1:10 =

Rechnen mit Briichen

14. Gib den jeweiligen Anteil durch einen Bruch an.
a) In einer Klasse sind von 24 Schiilern 12 Madchen.
b) Von den 600 Schilern einer Schule kamen 400 zum Schulfest.
c) Von den 25 Schilern einer Klasse erreichten in einer Arbeit 5 Schuler die Note 1.

15. An einer Klassenfahrt nehmen zwei Schulklassen mit insgesamt 48 Schiilern teil.
Gib an, um wie viel Schiler es sich bei den folgenden Angaben jeweils handelt.

a) Die Halfte der Schiler sind Jungen.

b) Ein Viertel der Schiler méchte ein Schulmuseum besuchen.

c) Fur einen Spiel-Abend haben sich ein Drittel der Schiler eingetragen.
d) Ein Achtel der Schiler wollen eine Fahrradtour unternehmen.

e) Ein Sechstel der Schiler kann nicht schwimmen.

f) Zwei Drittel der Schiler schreiben eine Karte nach Hause.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Berechne den Anteil der Grole.

a) % von 20 Liter b) % von 200 € c) % von 100 €

d) 2 von 25 m e) 3 von 24 € f) A von 50 kg
5 8 10

Berechne das Ganze.

a) Die Halfte des Preises sind 80 €. b) Ein Viertel der Strecke sind 200 m.
c) Ein Achtellos kostet 6 €. d) Ein Drittel der Zeit sind 20 Minuten.
e) Drei Viertel der Strecke sind 60 m. ) Zwei Drittel des Preises sind 6 €.

Kirze die Briiche mit der vorgegebenen Zahl.
5 36 28
a) — = 5 b) — = 6 c) — = 4
) 20 (5) ) 28 (6) ) 3 (4)

Kurze die Bruche auf den vorgegebenen Zahler bzw. Nenner und gib die Zahl an, mit der
du geklrzt hast.
1 4
a)—5=E mit b)—8=— mit c) —=E mit
40 7 9 7 3
Erweitere die Briche mit der vorgegebenen Zahl.
a) 3 mit 8 b) 9. mit 11 c) 2 - mit 100
8 11 20

Erweitere die Brliche auf den vorgegebenen Zahler bzw. Nenner und gib die Zahl an, mit
der du erweitert hast.
a)§=@ mit __ b)§=— mit __ C) l=—mit_
5 9 1 13 10
Berechne.
2 4 1, 1 2 .1
—_ 3+ — = _ = _- -
V55 b) 3 * 3 ) 3*3
7 1 6 2 7 1
d —+ — = e) = — — = fy — — - =
) 9 3 ) 77 ) 12 4
Gib das Doppelte der folgenden Briche an.
2 7 5 1 1 3
Gib die Halfte der folgenden Briiche an.
2 4 8 1 3
a) - b) — — d) — e) - f) —
) = ) 9 ) - ) 5 ) ) 2
Ldse die Aufgaben.
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Rechnen mit Dezimalbriichen

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Nenne drei Dezimalbriiche, die kleiner als 1 sind.
Finde drei Dezimalbriiche zwischen 5 und 6.
Finde drei Dezimalbriiche zwischen 1,5 und 1,6.
Gib einen Dezimalbruch an, der dem Bruch entspricht.
1 1 1 3 3 2
a) — b) — c) — d) — e) — f) =
) 2 ) 4 ) 5 ) 4 ) 10 ) 5
Gib zu den folgenden Dezimalbrichen einen zugehorigen gekurzten Bruch an.
a)0,5 b) 0,2 c)0,3 d) 0,4 e) 0,25 f) 0,75
Schreibe den jeweiligen Zehnerbruch als Dezimalbruch.
a)i b)ﬁ C)i d)g e) 13 f)i
10 100 100 10 1000 100
Schreibe den Dezimalbruch als Zehnerbruch.
a) 0,09 b) 0,9 c) 0,13 d) 0,013 e) 3,2 f) 0,04
Ordne, beginne mit der groften Zahl.
2,46 2,06 5,02 7,3 7,05
Berechne im Kopf.
a) 0,22+0,23= b) 0,7+1,3= c) 0,12+1,04 =
d) 1,3+1,04= e) 2+13= f) 0,23+0,7=
Berechne im Kopf.
a) 3,7-15= b) 25-0,1= c) 9,02-3=
d) 3,71-0,4= e) 2,50-0,03= fy 7-25=

Addiere die Dezimalbriche schriftlich.

a)422+171+254

Multipliziere jeweils mit 10; 100 und 1000.

a)7,8 b) 13,4 c) 0,271 d) 3,482
Dividiere jeweils durch 10; 100 und 1000.

a)5012 b) 2 300 c) 326,1 d) 52,5
Multipliziere im Kopf.

a)0,3-04 b)1,2-0,2 1¢)0,7-0,8 d)0,9-1,1
Lose die Aufgaben schriftlich.

a) 18,7 - 23,6 b) 8,42 - 24,7

b) 17,34 + 28,62 + 79,53

c) 1,815 + 65,382

e) 53,05 f) 0,089
e) 18,06 f) 1,46
e)2,4-0,3 f)05-1,8
c) 2,29 - 6,81
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4 Rechnen mit rationalen Zahlen

4.1 Ausgewaéhlte Probleme

Zur Bildung des Begriffs der rationalen Zahlen

Die Schiiler haben negative Zahlen in verschiedenen Erfahrungsbereichen, darunter auch
beim Rechnen mit natlrlichen Zahlen kennen gelernt und kénnen einfache Berechnungen
mit ihnen durchfiihren. Ein Ziel der Einfliihrung der rationalen Zahlen und der Rechenopera-
tionen ist es deshalb, an diese Vorerfahrungen der Schiiler anzuknuipfen, die intuitiven
Vorstellungen aufzugreifen und weiterzuentwickeln.

Ein wesentliches Ziel des Stoffgebietes ist es, reichhaltige Vorstellungen zum Begriff
Lnegative Zahlen®, d.h. vor allem zu den Anwendungsaspekten, zu vermitteln. Das sollte bei
der Einflihrung beginnen, sich aber iber das ganze Stoffgebiet erstrecken. Alle wesentlichen
Anwendungen negativer Zahlen sollten dabei angesprochen werden.

Bei der Betrachtung der Anwendungen sollte der Schwerpunkt auf die Bedeutung der
negativen Zahlen als dem eigentlich Neuen fiir die Schiler gelegt werden. Es sollte nach
Méglichkeit auf das Vorzeichen bei den positiven Zahlen von Anfang an verzichtet werden,
um der Art der Begriffsbildung zu entsprechen.

Der Aspekt der Beschreibung von Richtungen durch negative oder positive Zahlen kann bei
der Behandlung des Eintragens von Punkten in ein Koordinatensystem verdeutlicht werden.

Als mathematischer Hintergrund des Weges der Zahlenbereichserweiterung ist der Anbau
eines neuen Zahlenbereiches an den Bereich der gebrochenen bzw. der naturlichen Zahlen
geeignet. Es wird zu jeder gebrochenen (bzw. natlrlichen Zahl) eine neue Zahl konstruiert.
Die neuen Zahlen heil3en negative Zahlen und bilden zusammen mit den gebrochenen (bzw.
natlrlichen Zahlen) den Bereich der rationalen (bzw. ganzen) Zahlen. Dieser Weg hat
folgende Vorteile:

- Die gebrochenen bzw. natirlichen Zahlen bleiben was sie sind und brauchen nicht
kinstlich als neue (positive rationale oder positive gebrochene) Zahlen angesehen zu
werden.

- Es sind keine Uberlegungen zur isomorphen Einbettung erforderlich.
- Der Weg entspricht der historischen Vorgehensweise.

- Bei der Erarbeitung der Rechenoperationen kann ausgehend vom Bekannten sofort das
Neue (Rechnen mit den negativen Zahlen) betrachtet werden.

Als Gegenstand der Betrachtungen zur Begriffsbildung wird die Zahlengerade als geeignetes
Modell zwischen reiner Anwendung (Temperaturskala) und reiner Theorie (Zahl als mathe-
matisches Objekt) verwendet. Damit wird

- die schrittweise Erforschung der Zahlengerade als roter Faden der Zahlenbereichser-
weiterung fortgesetzt,

- das Ordnen vorbereitet,
- die Erarbeitung der Regeln zur Addition und Subtraktion vorbereitet.

Zur Behandlung ganzer Zahlen

Eine vollstandige Aneignung der Regeln zum Rechnen mit rationalen Zahlen ist bereits unter
alleiniger Verwendung der ganzen Zahlen mdglich, da die Regeln lediglich Vorzeichenregeln
sind. Die eigentlichen numerischen Rechnungen mit den Betragen der rationalen Zahlen
werden mit den Regeln zum Rechnen mit natlirlichen Zahlen, Briichen oder Dezimalbriichen
durchgeflhrt.

Es ist aus mathematischer und inhaltlicher Sicht nicht notwendig, zuerst nur ganze Zahlen
einzuflhren, da sdmtliche Betrachtungen und Regeln identisch sind. Es sollte sofort der
Bereich der rationalen Zahlen eingeflhrt werden. Bei der Einfuhrung werden der Teilbereich
der ganzen Zahlen und seine Anwendungen mit erarbeitet. Bei der anschliefenden



32 Rechnen mit rationalen Zahlen

Behandlung des Koordinatensystems, der Ordnung und der Rechenoperationen sollten dann
allerdings in der Uberwiegenden Mehrzahl solche Aufgaben gestellt werden, die im Kopf
I6sbar sind, d.h. die vor allem ganze Zahlen enthalten.

Mit der Betonung der Kopfrechenaufgaben sollte auch einem Einsatz des Taschenrechners
entgegengewirkt werden, auf den in diesem Stoffgebiet (mit Ausnahme der Behandlung der
Quadratwurzel) verzichtet werden kann.

Behandlung des Betrages einer rationalen Zahl

Der Begriff des Betrages einer rationalen Zahl kann inhaltlich in zweifacher Weise erklart
werden:

- Der Betrag einer rationalen Zahl ist ihr Abstand vom Nullpunkt.

- Eine rationale Zahl besteht aus einem Vorzeichen und dem Betrag. Der Betrag einer
negativen Zahl ist also die Zahl ohne ihr Vorzeichen und damit die zu ihr entgegen-
gesetzte gebrochene Zahl. Der Betrag einer gebrochenen Zahl ist die Zahl selbst.

Mit der ersten Bedeutung wird ein neuer Aspekt angesprochen, der langfristig von grolRer
Bedeutung ist, namlich die Beschreibung von Abstanden, also geometrischen
Zusammenhangen, durch Zahlen.

Die zweite Auffassung ist eine rein syntaktische, die das Arbeiten mit dem Betragsbegriff
beim Rechnen mit rationalen Zahlen sehr vereinfacht.

Die Begriffserklarungen haben den Nachteil, dass sie nicht vollstandig mit dem mathema-
tischen Begriffsinhalt ibereinstimmen, wonach der Betrag einer rationalen Zahl auch
wiederum eine rationale Zahl ist. Im Sinne der gewahlten Fassung des Begriffes rationale
Zahl ist dies jedoch zu vertreten, da der so erklarte Betrag einer rationalen Zahl als
gebrochene Zahl ebenfalls zu den rationalen Zahlen gehort.

Die beiden inhaltlichen Vorstellungen besitzen folgende Vorzige:

- Bei einer Definition im mathematischen Sinne unter Verwendung von Variablen erhoht
sich enorm das Anforderungsniveau, da erstmalig Variable fir negative Zahlen auftreten
und so z.B. — a auch eine positive Zahl sein kann. Dies muss von den Schilern zwar im
Laufe des Unterrichts ohnehin erfasst werden, lasst sich aber besser bei den konzen-
trierten Betrachtungen zum Arbeiten mit Variablen einordnen. Die Definition ist fir die im
folgenden genannten wichtigen Anwendungen des Betrages sehr umstandlich zu
handhaben.

- Wird bei den Regeln zum Rechnen mit rationalen Zahlen mit dem Betrag gearbeitet, ist
die Auffassung vom Betrag als Zahl ohne Vorzeichen véllig ausreichend und effektiv.

- Zum Loésen von Gleichungen und Ungleichungen mit Betragen ist die Auffassung vom
Betrag als Abstand vom Nullpunkt hilfreich und effektiv. Es wird auf ein grafisches und
inhaltliches Ldsen orientiert, das die Schiiler leicht zu folgenden Zusammenhangen fuhrt:
|z]|=aheiltz=aoderz=-a;|z|<aheift-a<z<a; |z|>aheilltz>aoderz<-a

Vergleichen und Ordnen rationaler Zahlen

Beim Vergleichen ganzer bzw. rationaler Zahlen sollte zwischen dem Vergleichen einer
positiven mit einer negativen Zahl und dem Vergleichen zweier negativer Zahlen unter-
schieden werden. Der erste Fall kann sowohl inhaltlich als auch am Zahlenstrahl leicht

verstandlich gemacht werden.

Beim Vergleichen zweier negativer Zahlen sind Orientierungen an Anwendungskontexten
wenig hilfreich. Der Vergleich auf der Sachebene fallt den Schulern sicher nicht schwer,
daraus kann aber nicht unmittelbar auf die richtige mathematische Darstellung geschlossen
werden. Dagegen liegt sogar in vielen Fallen genau die umgekehrte Relation inhaltlich viel
naher (3000 Euro Schulden sind mehr als 2000 Euro Schulden, 4°C Frost sind mehr als 3°C
Frost; 5 m unter NN ist tiefer als 2 m unter NN; usw.).

Es ist nicht erforderlich, dass die Schiler zu Bearbeitung der Anwendungsprobleme auf die
formale Ebene der Arbeit mit negativen Zahlen wechseln mussen, da auf der Sachverhalts-
ebene die Losung dieser Aufgaben meist leicht moglich ist. Deshalb konnen schon vor der
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formalen Behandlung des Vergleichens rationaler Zahlen Aufgaben zum Vergleichen und
Ordnen gestellt werden. Die Sachverhaltsbetrachtungen kénnen zum Begriinden der
formalen Regel verwendet werden.

Es sollte eine Orientierungsgrundlage fir das Lésen formaler Aufgaben vermittelt werden,
die auf der Betrachtung der Lage der Zahlen auf der Zahlengeraden basiert: Von zwei
Zahlen ist diejenige kleiner, die auf der Zahlengeraden weiter links liegt.

In dem Stoffabschnitt sollte das stellenweise Vergleichen von Dezimalbriichen nicht
wiederholt und gefestigt werden. Das Verfahren lasst sich nicht in gleicher Weise auch flr
negative Zahlen anwenden, da die Richtung der Ordnungsrelation nicht mehr der Gré3e der
Stellenwerte entspricht. (-3,7 < -3,6, da 7 > 6). Da aullerdem negative gebrochen rationale
Zahlen bei Anwendungen kaum vorkommen, sind Ubungen zum Vergleichen negativer
Dezimalbruche nicht erforderlich.

Beim Runden negativer Zahlen wird in die betragsmaflig entgegengesetzte Richtung
gerundet, wodurch sich die Sprechweise und bei der Endziffer 5 auch das betragsmaRige
Runden umkehrt: z.B. -3,76 wird auf -3,8 abgerundet; -3,72 wird auf -3,7 aufgerundet, -3,5
wird auf -3 aufgerundet. Auf Grund dieser Schwierigkeiten und der wiederum aus der Sicht
der Anwendungen nicht gegebenen Notwendigkeit sollten ebenfalls keine Ubungen zum
Runden negativer Zahlen vorgesehen werden.

Behandlung der Addition und Subtraktion

Das Anliegen der im Folgenden geauf3erten Gedanken ist es,

- den gewahlten Weg der Zahlenbereichserweiterung konsequent weiter zu beschreiten,

- zu einer bedeutenden Vereinfachung und Verkirzung der Behandlung der Addition und
Subtraktion rationaler Zahlen zu gelangen

- die Behandlung der Rechenoperationen starker als sonst tblich bereits an den spateren
Anforderungen zu orientieren und

- an das intuitive Kénnen der Schiler im Rechnen mit negativen Zahlen anzuknupfen.

Die den Schulern bisher als gebrochene Zahlen bekannten positiven rationalen Zahlen
sollten von Anfang an wie bisher behandelt und bezeichnet werden, d.h. es wird auf das
Vorzeichen ,+“ sofort verzichtet. Damit entfallt die umstandliche und geklinstelte ausfuhrliche
Schreibweise mit Klammern und der spatere Verzicht auf diese.

Die Rechenoperationen Addition und Subtraktion sollten wie bei den nattrlichen und
gebrochenen Zahlen parallel behandelt werden. Die Subtraktion wird also nicht erst nach der
ausfuhrlichen Beschéaftigung mit der Addition als Ruckfuhrung auf die Addition eingeordnet.

Die Behandlung kann in drei Schritten erfolgen:
1. Addieren oder Subtrahieren einer positiven Zahl durch Schreiten auf der Zahlengeraden

2. Addieren oder Subtrahieren einer negativen Zahl durch Auflésen von Klammern und
Ruckfuhrung auf Punkt 1

3. Formale Zeichen-Betrags-Regeln

zu 1. Es wird die Zahlengerade als Ausgangsmodell und Orientierungsgrundlage fir die
Rechenregeln verwendet, d.h. nicht mit der Ebene des formalen Arbeitens mit Betra-
gen begonnen. Die auszulésenden und zu verinnerlichenden Rechenhandlungen sind
nach Abschluss des Aneignungsprozesses zwar die gleichen, aber die inhaltliche
Orientierung an der Zahlengeraden ermdglicht bei auftretenden Problemen durch die
groliere Anschaulichkeit und geringere Begrifflichkeit viel eher ein Zuriickgehen auf
entfaltete Denkhandlungen. AuRerdem entfallt die Notwendigkeit einer vollstandigen
und damit mathematisch exakten Formulierung der Vorzeichen-Betrags-Regeln.

Die Operationen Addieren und Subtrahieren werden durch Schreiten nach rechts bzw.
nach links modelliert, d.h. auch bei der Subtraktion wird von dem ersten Operanden
(dem Minuenden) ausgegangen. Diese Vorstellung knlpft an das Vorgehen bei den
naturlichen Zahlen und an die intuitiven Losungsverfahren der Schiler an.
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Die Erarbeitung der Regeln kann mithilfe kleiner ganzer Zahlen und einer
Veranschaulichung mit einer Zahlengeraden bzw. mit einem Additionsrechenstab
erfolgen. Beim Rechnen mit groferen Zahlen orientiert sich der Schiler weiterhin an
dem Schreiten auf der Zahlengeraden. Aus dieser Vorstellung heraus kénnen dann
ebenfalls die entsprechenden Rechenhandlungen abgeleitet werden.

Bei dieser Gruppe von Aufgaben sind keine Klammern erforderlich.

zu 2. Als Ziel der Erarbeitung wird nicht das Finden neuer Regeln, sondern die Ruckfluhrung
auf Bekanntes angegeben. Dazu missen die Klammern aufgeldst werden. Zur Erar-
beitung der Klammerauflosungsregeln kann nicht das bisher verwendete Modell des
Schreitens auf der Zahlengeraden herangezogen werden, da es nur fUr positive Zahlen
als zweiten Operanden eingeflhrt wurde. Eine Erweiterung ware zwar moglich, dies
wirde aber die aufgebaute Orientierungsgrundlage erheblich beschadigen, da die
Schdler nun zwischen mehreren Betrachtungen wechseln missten. Es geht zudem um
ein anderes Anliegen als bei den Aufgaben vom Typ 1, namlich um das Arbeiten mit
Klammern.

Als Mittel zur Erklarung der Klammerauflésungsregeln kann die Interpretation der
negativen bzw. positiven Zahlen als Plus bzw. Minuspunkte verwendet werden. Eine
Arbeit mit Guthaben und Schulden wird nicht empfohlen, da die Betrachtungen zur
Modellierung sehr schwierig sind (Es gibt kein negatives Geld!).

Es sollten Kurzformen der Regeln verwendet werden (z. B. ,Plus Minus ergibt Minus*
und ,Minus Minus ergibt Plus®), die den Kurzformen der Regeln zur Multiplikation und
Division rationaler Zahlen entsprechen. Die Vorgehensweise entspricht der
Orientierung beim Lésen von Gleichungen: Zuerst die Klammern beseitigen!

zu 3. In Verallgemeinerung der inhaltlichen Vorgehensweise unter 1. werden formale Regeln
erarbeitet, die eine zunehmende Automatisierung der Handlungen ermdoglichen sollen.
Vor Anwendung der Regeln missen alle Klammern um Zahlen entsprechend der
formalen Regeln in 2. aufgel6st sein. Eine Unterscheidung von Vorzeichen und
Rechenzeichen ist nicht erforderlich, es sollte deshalb allgemein von ,Zeichen® vor den
Zahlen gesprochen werden.
Die Regeln kénnen in folgender Weise formuliert werden:

1. Steht vor beiden Zahlen ein Plus-Zeichen oder ein Minus-Zeichen, werden die
Betrage addiert. Das Ergebnis erhalt ein Plus- bzw. ein Minus-Zeichen.

2. Steht vor einer Zahl ein Plus-Zeichen und vor der anderen ein Minus-Zeichen, wird
der kleiner Betrag vom groéRReren Betrag subtrahiert. Das Ergebnis erhalt das
Zeichen vor der Zahl mit dem gréReren Betrag.

Kurzform der Regeln: Gleiche Zeichen — Betrage addieren
Verschiedene Zeichen — Betrage subtrahieren

Die inhaltliche Orientierung durch Schreiten auf der Zahlengeraden sollte als Kontrolle
der formalen Vorgehensweise verwendet werden.

Behandlung mehrgliedriger Summen

Es ist fur das Berechnen mehrgliedriger Summen bzw. fur das spatere Zusammenfassen
von Termen effektiv, die Ausdricke als Summen anzusehen. Damit ist eine entsprechende
Interpretation der auftretenden Zeichen verbunden, indem sie als Vorzeichen gedeutet
werden und damit untrennbar zu den Zahlen gehoren. Dies beugt spateren Fehlern im
Umgang mit dem Minuszeichen vor.

Diese neue Teilhandlung kann gleich als Zusammenfassen bezeichnet werden. Damit wird
ihre besondere Stellung und die neue Interpretation der Zeichen im Unterschied zu den
Summen und Differenzen aus zwei Zahlen unterstrichen. Ziel des Zusammenfassens ist es
unter Ausnutzung des Kommutativgesetzes entweder alle Zahlen mit gleichem Vorzeichen
oder gleiche bzw. dicht bei einander liegende Zahlen zusammenzufassen. Zur Entwicklung
der Handlung sind Ubungen im Einkringeln von Vorzeichen und Zahl sinnvoll.
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Behandlung der Multiplikation und Division
Es wird entsprechend dem bisherigen Vorgehen sofort das Vorzeichen ,+“ weggelassen.

Die Regel zur Multiplikation zweier negativer Zahlen sollte auf mehreren Wegen einsichtig
gemacht werden, da verbreitet ein Unverstandnis fur die Regel vorhanden ist. Verstandnis
kann in folgender Weise erreicht werden:

- Anwendung des Permanenzprinzips bei Aufgabenfolgen:
(-3)-2=-6 (-3)-1=-3 (-3):0=0
Das Ergebnis erhdht sich immer um 3, also muss (-3) - (-1) =3 und (-3) - (-1) = 6 sein.

- Uberlegungen zur Bedeutung der Multiplikation mit -1:
3:-(-1)=(-1)+(-1)+(-1)=-3,alsoist-3 =(-1) - 3, d.h. ,(-1) -“ bedeutet: Bilde die
entgegengesetzte Zahl. Also ist (-3) - (-4) = (-1) - 3 - (-4) = (-1) - (-12) = -(-12) =12

- Verbindung zum Klammernauflésen: Minus Minus ergibt Plus: -(-3) = 3
- Allegorien: doppelte Verneinung ist Bejahung; Negation der Negation

Die Regeln zur Division sollten nicht inhaltlich erklart, sondern aus der Umkehreigenschaft
formal abgeleitet werden.

Quadrieren und Wurzelziehen sowie der Ausblick auf irrationale Zahlen

Mit dem Quadratwurzelziehen lernen die Schiler eine neue Rechenoperation kennen, die
einige Besonderheiten im Vergleich zu den bisher bekannten aufweist:

- Es ist nicht ersichtlich, dass es eine Operation ist, da im Unterschied zum Quadrieren ein
Operand (der Wurzelexponent) bei der Quadratwurzel nicht geschrieben wird. Da aul3er
der Quadratwurzel keine weiteren behandelt werden, kann dies auch kaum verstandlich
gemacht werden. Hinzukommt, dass auf dem Taschenrechner auch nur eine Zahl und
das Operationszeichen eingegeben wird und dann sofort das Ergebnis erscheint.

- Im Unterschied zu den Operationen Quadrieren und Potenzieren, bei denen die Operation
durch das Hochstellen eines Operanden ausgedrtickt wird, wird beim Wurzelziehen ein
neues Operationszeichen verwendet.

- Im Unterschied zum Quadrieren und Potenzieren (mit nattrlichen Exponenten) kann die
Quadratwurzel nicht mithilfe der Grundrechenoperationen durch ein entsprechendes
Rechenverfahren berechnet werden. Es ist nur durch Probieren eine Zerlegung in zwei
gleiche Faktoren mdglich. Ansonsten kann das Ergebnis nur durch schrittweise Naherung
bestimmt werden.

- Erstmalig kann ein Rechenergebnis nie vollstandig, sondern nur mit einer bestimmten
Genauigkeit angegeben werden. Eine (explizite oder implizite) Genauigkeitsforderung ist
damit ein notwendiger Bestandteil der Aufgabenstellung.

Weiterhin sollte das Quadrieren und die Beherrschung der Quadratzahlen bis 20 wiederholt
und durch die Betrachtung der Umkehraufgaben gefestigt und vertieft werden.

Hauptziel des Stoffabschnittes im Hinblick auf die Zahlenbereichserweiterung ist es, die
Schiiler zu der Einsicht zu fiihren, dass es auler den rationalen Zahlen noch weitere Zahlen
gibt. Dies ist verbunden mit der Erganzung des in der KIl. 6 angeeigneten Begriffsystems zu
den Arten von Dezimalbruchen, das bei dieser Gelegenheit wiederholt wird. Im Zusam-
menhang mit der Erweiterung des Dezimalbruchbegriffes auf unendliche nichtperiodische
Dezimalbriiche sollten die Schiiler erkennen, dass sich jeder Bruch in einen Dezimalbruch
aber nicht jeder Dezimalbruch in einen Bruch verwandeln lasst. Die Briiche sind also nur
eine Teilmenge der Dezimalbrlche.

Beitrag historischer Betrachtungen zum Verstandnis negativer Zahlen

Mit historischen Betrachtungen kann verdeutlicht werden, dass man durchaus mit Guthaben
und Schulden und auch weiteren Anwendungen der negativen Zahlen umgehen kann, ohne
den Begriff der negativen Zahlen als mathematisches Objekt und spezielle Regeln zum
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Rechnen mit negativen Zahlen zu verwenden. Die Akzeptanz der negativen Zahlen und des
Rechnens mit ihnen ist vor allem ein innermathematisches Problem.

Es kann verdeutlicht werden, dass es viele Sachsituationen gibt, in denen negative Zahlen
keinen Sinn ergeben; z.B. von 0 Stiick Schokolade kann man nicht 4 wegnehmen, eine
Strecke von 4 cm kann man nicht um 10 cm verkirzen.

Diese Betrachtungen kénnen die Schiiler darauf vorbereiten, bei der Losung von
Sachaufgaben die eventuell auf innermathematischem Weg erhaltenen negativen Losungen
(z.B. bei quadratischen Gleichungen) am Sachverhalt auf Existenzmdglichkeit zu Gberprufen.

4.2 Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schilerinnen und Schiler

- kennen die Bezeichnung rationale Zahlen als Oberbegriff fiir die gebrochenen Zahlen und
die zu ihnen entgegengesetzten negativen Zahlen,

- konnen negative Zahlen- und GroRenangaben in Sachzusammenhangen interpretieren
und entsprechende Sachverhalte sinnvoll mit negativen Zahlen- und Grélkenangaben be-
schreiben, z. B. Temperaturangaben auf der Celsiusskala, Hohenangaben in Bezug auf
NN, Etagennummern, Schulden,

- koénnen einer rationalen Zahl einen Punkt auf einer Zahlengeraden zuordnen und umge-
kehrt zu einem Punkt auf einer Zahlengeraden die zugeordnete rationale Zahl angeben,
wobei eine Beschrankung auf ganze Zahlen bzw. Zahlen mit einer Kommastelle (..,5) er-
folgt.

- konnen ganze Zahlen durch Orientierung an ihrer Lage auf der Zahlengeraden ordnen,
- koénnen den Abstand (den Unterschied) zweier ganzer Zahlen berechnen,

- koénnen Additions- und Subtraktionsaufgaben mit ganzen Zahlen zu Sachverhalten aus
dem Alltag (Temperaturen, Plus- und Minuspunkte, Kontobewegungen) l6sen,

- konnen verbale Beschreibungen von Rechenausdriicken mit ganzen Zahlen und maximal
zwei Rechenoperationen als Term angeben und einen entsprechenden Term verbal be-
schreiben,

- konnen zweistellige ganze Zahlen bzw. rationale Dezimalzahlen mit zwei wesentlichen
Ziffern ohne Hilfsmittel addieren und subtrahieren,

- konnen einstellige ganze Zahlen ohne Hilfsmittel multiplizieren und die zugeordneten Di-
visionsaufgaben ldsen,

- konnen Werte aus grafischen Darstellungen mit einer negativen y-Achse ablesen.
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4.3 Aufgaben

1. Temperaturangaben lassen sich unter Verwendung von Plus- und Minuszeichen darstel-
len. Es gibt aber noch weitere Beispiele, bei denen Vorzeichen verwendet werden kon-

nen. Kreuze an, bei welchen Grofienangaben ein Minuszeichen sinnvoll ist.

GroéRRenangabe Vorzeichen Minus

Meerestiefe 30 m

10° C unter Null

459 Euro Guthaben

3. Untergeschoss

760 m Ober dem Meeresspiegel
230 Euro Schulden

Zugspitze 2963 m

4 m unter dem Meeresspiegel
11° C unter dem Gefrierpunkt

2. Erlautere, was die folgenden GréRenangaben bedeuten kénnen.

a) —400 m u. NN b)-15°C c)—20 €
3. Welche Zahlen sind auf der Zahlengeraden markiert?
a)
D A E B C F
T s 5 a4 5 2 4 6 1 5 5§ 4§ & 7 & 3
A B C: D E F
b)
D E A B C F
0 -8 6 s 2 o 2 4 6 10 12
A B C: D E F
c)
F B D A C E
20 15 -10 5 0 5 10 20
A B C: D E F

4. Markiere auf je einer Zahlengeraden in deinem Heft die angegebenen Zahlen.

a)7;-3;4;-2; 6;-5 b)-12;-8;10;-1;5;3

c) 10; 25; -15;7,5; —-12,5; 20
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Vergleiche die Zahlen.

a) 2 5
-2 -7
5 -1

Ordne die Zahlen und beginne mit der kleinsten Zahl.

a) -2; 8, 0; 2; -5; 4

b) -78; 0,5; -0,5; —-66; 0,75; —1,5;
c) -04; -0,1; 0,2; -0,7; 0,3; -0,2;

c) -1 -2
-5 -3
4 -1

Bestimme die nachst kleinere bzw. nachst grofere ganze Zahl.

a) < 0,57 <
b) < 6,07 <
c) <-11,8<
d) <-2,03<
e) <-0,76 <
f) < 0,03<

8. Bestimme die Temperaturunterschiede.

9.

Am Morgen Am Abend Temperaturunterschied
7°C 14° C
3°C 0°C
-7°C -3°C
-8°C 5°C
5°C -10°C
-11°C -9°C

Bestimme die fehlenden Temperaturen.

Am Morgen Am Abend Temperaturdnderung
12°C Abnahme um 4 Grad
7°C Abnahme um 5 Grad

4°C Zunahme um 3 Grad
3°C Abnahme um 6 Grad

-5°C Zunahme um 7 Grad
-10°C Abnahme um 9 Grad
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10. Fulle die Tabelle aus.

Temperatur am Abend

In der Nacht sinkt die
Temperatur um

Temperatur am Morgen

1°C 3 Grad
6°C 11 Grad
9 Grad -11°C
6 Grad -5°C
10° C -7°C
8°C 1°C
11. Berechne.
a) -5+13=__ b) -8 -11= c) 12-24=
d 15-4=__ e) 6-17= fy -15+3=

12. L6se die Klammern auf und berechne.

a) -3 —(-5)=
c) —1,5+(-1)=
e) 16—(-3,5)=

13. Ermittle den Abstand der beiden Zahlen.
a)5und7 b)—-1 und 1

14. Rechne im Kopf.

c)-3und -1 d)-7 und 5

b) 17 + (-8) =
d) -8,5—(-2)=

) —11,2-(-1,8)= =

e)—-13und -2f)-9 und 17

a) b) c)
+ | -13] 8 | 10 + |86 16 | -27 + 10
11 -0,7 —6 1
-7 3.4 ~7
-15 -2,6 -4 | 0
d) e) f)
- |13 8 | 10 - |-86] 16 |-27 - 10
11 -0,7 -6 1
-7 3.4 -7
-15 -2,6 -4 | 0
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15. In einem Spiel werden folgende Punkte erteilt:

1. Runde 2. Runde 3. Runde
Marion: 4 Pluspunkte 6 Minuspunkte 7 Pluspunkte
Jens: 3 Minuspunkte 4 Minuspunkte 8 Pluspunkte
Maria: 2 Minuspunkte 4 Pluspunkte 3 Minuspunkte

Gib den Punktestand nach jeder Runde an. Wer ist Sieger in diesem Spiel?

16. Vervollstandige die Tabelle.

Kontostand alt

Umsatze

Kontostand neu

200 € Ausgabe 150 €
-5 € Einnahme 230 €
Einnahme 70 € 130 €
25€ -100 €
Ausgabe 200 € 5€
-10 € 90 €
17. Rechne im Kopf.
a) b) c)
-7 -3 -5 6 6 -8
-6 4 20 -12
10 7 24
6 —42 -36
18. Berechne.
a)—5+13 b) -8 — 11 C)223 - 44
d)8,8-1 e) (-4) - (-3) f)6-(-7)
9) (=12) - (-95) h) (-=15): (-3) i) 24 : (-6)
k) 45 — 55 )-13 -6 m) 22 : (-2)
18. Setze das richtige Rechenzeichen.
-4 [ ]5=1 -9 ](1)=-10 c) -6 [ ] (-4)=
d) 45 [ ] (-5)=-9 e) 3[]8=- fy 4 [] (-16)=-12
g)121 ] (-11)=-11 h) -6 ] (-5) =30 ) -5 [] (3)=
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19. Schreibe als Term.
a) Addiere zu 17 die Zahl -3.
b) Bilde die Differenz von —4 und 5.
c) Multipliziere die Zahl 5 mit —6.
d) Die Zahl 20 wird durch —6 geteilt.
e) Subtrahiere von —10 die Zahl -3.
f) Bilde das Dreifache von 10.
20. Schreibe als Term.
a) Dividiere die Differenz von 20 und 5 durch —4.
b) Multipliziere die Summe von 6 und 12 mit —6.
c) Berechne das Sechsfache der Differenz von —7 und 3.
21. Lies die hdchste und die niedrigste Temperatur fur jeden Tag ab. Erganze die Tabelle.
o
a)
20° T
10° ]
Dienstag Mittwoch
L | | I f | | | [ )
0° 4 8 1é 123 ?(\_gg/ zlt I8 12 1;3 20 247 zet
-10° T
20° 4
Wochentag Dienstag | Mittwoch
Zeit 4 8 12 | 16 | 20 | 24 4 8 12 | 16 | 20 | 24
Temperatur
b)
-
20° [
10°
Figitag Samstag Sonntag
u I ' | | | | I > o
12 1;\_2_ 6 12 18 E\/ 12 24 zet
10"
200 T
Wochentag Freitag Samstag Sonntag
Zeit 12 | 18 | 24 6 12 | 18 | 24 6 12 | 18 | 24

Temperatur




42 Prozentrechnung

5 Prozentrechnung

5.1 Ausgewahlte Probleme

Bedeutung und Aspekte des Prozentbegriffes

Infolge der grofien Bedeutung und vielfachen, z. T. auch missbrauchlichen Verwendung von
Prozentangaben im Alltag sollten reichhaltige Vorstellungen zum Prozentbegriff entwickelt
werden. Die Schuler mussen in der Lage sein, mit Prozentangaben im taglichen Leben auf
Anhieb sicher umzugehen und die Bedeutungen sowie fehlerhafte Verwendungen sicher
erkennen zu kénnen. Im Unterschied zu vielen anderen Gebieten der Mathematik sollte man
im Interesse eines lebensverbundenen Mathematikunterrichts auf die im gesellschaftlichen
Leben Ublichen Bezeichnungen und Betrachtungsweisen Ricksicht nehmen.

Neben Aufgaben zur Berechnung von Prozentwerten, Prozentsatzen und Grundwerten, die
sicher dominieren mussen, sollten mit Blick auf die Praxis auch vielfaltige Aufgaben zur In-
terpretation von Prozentangaben und den daraus gezogenen Schlussfolgerungen angeboten
werden. Insbesondere sind fehlerhafte Interpretationen und Schlussweisen zum Gegenstand
der Untersuchungen zu machen. Auf Grund der Gemeinsamkeiten mit stochastischen Be-
trachtungen und Denkweisen wird damit auch ein Beitrag zur Entwicklung des stochasti-
schen Kdnnens geleistet.

Man kann drei verschiedene Sachsituationen unterscheiden, in denen der Prozentbegriff

verwendet wird.

a) Es wird der Anteil einer GroRe betrachtet (prozentualer Anteil, Quote, Rate).

b) Es werden Vergleiche von Anteilen vorgenommen, die sich auf verschiedene Bezugs-
grélien beziehen.

c) Es werden Veranderungen betrachtet (Steigerung, Senkung um ... auf, prozentuale Ver-
anderung, Wachstumsrate).

Die Bezeichnung "Prozent" besitzt im Zusammenhang mit Aufgabenstellungen zwei inhaltlich

unterschiedliche Bedeutungen:

a) eine Aufforderung zum Rechnen (Rechenvorschrift, Prozentoperator), meist mit dem
Wort ,von* verbunden (z.B. 10 % von 180 €),

b) die Angabe eines Rechenergebnisses bzw. Beschreibung einer Situation (Prozentanga-
be, Prozentzahl, Prozente), meist mit der Angabe der BezugsgroRe verbunden (z.B.
20 % der Schiiler).

Die Bedeutungen stehen in enger Beziehung zueinander. Welcher Aspekt dominiert, wird oft
erst aus dem Kontext klar. Der erste Aspekt steht in engem Zusammenhang mit der Berech-
nung von Prozentwerten und der zweite mit der Ermittlung von Prozentsatzen. Bei der Anga-
be statistischer Daten (prozentuale Haufigkeiten) wird oft von der Prozentschreibweise im
Sinne des Aspektes b) Gebrauch gemacht. Beim Auftreten des Prozentzeichens im Alltag
handelt es sich deshalb meist um Prozentangaben.

Eine Zahl mit einem Prozentzeichen fur sich (z.B. nur ,1 %" ohne weitere Zusatze und Kon-
texte) ist mit Ausnahme der Bedeutung als Wahrscheinlichkeit inhaltlich ohne Sinn, da nicht
erkenntlich wird, ob es sich um eine Rechenvorschrift handelt bzw. worauf sich diese Pro-
zentangabe bezieht. Zur vollstandigen Angabe einer Rechenvorschrift gehért die Angabe der
GroRRe, von welcher der Prozentsatz bestimmt werden soll. Handelt es sich um eine Prozent-
angabe, muss zumindest aus dem Kontext hervorgehen, auf welche GréRenangabe (Grund-
wert) sich die Prozentangabe bezieht.

Handelt es sich um eine Wahrscheinlichkeitsangabe, so liegt lediglich eine Transformation
des Intervalls <0; 1> auf das Intervall <0; 100> vor. Es soll weder ein Prozentwert berechnet
noch ein Anteil zum Ausdruck gebracht werden. Man nutzt die Prozentschreibweise, um sich
die Grolke der Wahrscheinlichkeiten besser vorstellen zu kdnnen. Aus mathematischer Sicht
ist diese Schreibweise sogar nicht korrekt, da Wahrscheinlichkeiten i. A. keine Verhaltnisse
und aul3erdem als Zahlen zwischen 0 und 1 definiert sind.
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Die Verwendung der Prozentschreibweise zur Angabe von Wahrscheinlichkeiten sollte in der
Prozentrechnung nicht behandelt werden, um die Schiiler nicht unnétig zu verwirren.

Man kann allerdings auch die Wahrscheinlichkeitsangabe auf einen ,Grundwert®, namlich die
Sicherheit (100%ige Sicherheit) beziehen. Die Angabe der Wahrscheinlichkeit drickt dann
den Grad der Sicherheit aus. Mdglich ist weiterhin eine fiktive Zahl von Wiederholungen des
Vorgangs (Falle), z.B. p = 30 % heil’t: in 30% aller Falle tritt das Ereignis ein.

Fir das formale Rechnen mit bzw. das Berechnen von Prozentangaben ist die Gleichset-
zung von Prozentangaben mit den zugeordneten Dezimalbriichen bzw. Hundertstelbriichen

von Vorteil, zB.: 1 % = % =0,01;17,3% =%: 0,173. Diese Gleichsetzung sollte des-

halb bei bestimmten Rechnungen vorgenommen werden, auch wenn dies inhaltlich nicht
gerechtfertigt ist. Bei der Erklarung des Prozentbegriffes und bei den ersten Ubungen zum
Prozentbegriff (d.h. zum Verwenden von Prozentangaben) sollte diese Gleichsetzung noch
vermieden werden, um die Ausbildung der inhaltlichen Vorstellungen nicht zu behindern. Es
ist ausreichend, die Gleichsetzung erst bei der Behandlung der Grundaufgaben der Prozent-
rechnung zu verwenden und auf die inhaltliche Problematik kurz hinzuweisen.

Zur Einfuhrung des Prozentbegriffes

Bei der Einfuhrung sollten folgende Aspekte des Prozentbegriffes beachtet werden:

— Die Bezeichnung ,Prozent” (d.h. ohne gleichzeitige Verwendung einer Zahl, einer Variab-
len oder weiterer Zusatze) kann synonym zu den Sprechweisen ,pro hundert* oder ,von
hundert* aufgefasst werden und ist in etwa in der Bedeutung des Prozentzeichens ent-
halten.

— Zu einer Prozentangabe gehort immer die Angabe einer Bezugsgrolie.

— Hinter einer einzelnen Prozentangabe versteckt sich das Verhdltnis zweier absoluter
Zahlen, die Werte der Bezugsgréfie und der Grole, die in Bezug gesetzt wird. Dieselbe
Prozentangabe kann in den Dimensionen vollig unterschiedliche absolute Zahlen verber-
gen, z.B. kann ,50 % der Schiiler” sowohl 2 von 4 Schiilern als auch 3746 von 7492
Schilern bedeuten.

Eine Prozentangabe ist also eine spezielle Form eines Verhaltnisses.

— Mit Prozentangaben kdénnen Anteile, die sich auf unterschiedliche Bezugsgrofien
(Grundwerte) beziehen, verglichen werden.

— Eine Prozentangabe kann einen Anteil bezeichnen; dann ist sie kleiner als 100 %. Ist die
in Bezug gesetzte GroRRe groler als die Bezugsgrofe, so ist die Prozentangabe gréRer
als 100 % und es wird eine Vervielfachung der Bezugsgré3e zum Ausdruck gebracht.

— Prozentangaben bis 100 % liegen als Zahlenwerte zwischen 0 und 1. Man hat sie zur
besseren Vorstellung auf den Bereich 0 bis 100 abgebildet (gestreckt, vergrofRert).

Der Prozentbegriff kann mit der Erklarung von 1 % als ,einer von hundert® verbunden wer-
den. Damit wird ein Bild fur die Angabe ,1 %“ aufgebaut, das inhaltlich richtig orientiert und
auch praktisch oft verwendbar ist:

— Ich nehme an, es waren 100 Personen (oder auch Stuck).

— Ich stelle mir davon eine Person (oder ein Stick) vor.

Ein Nachteil ist allerdings, dass mit dieser Erklarung nur ganzzahlige Prozentangaben an-
schaulich erfasst werden kdnnen.

Der Prozentbegriff kann nicht behandelt werden, ohne zumindest Aufgaben zur Bestimmung
von Prozentsatzen und Prozentwerten zu l6sen. Die Lésung dieser Aufgaben sollte mit der
anschliellenden Behandlung der Grundaufgaben abgestimmt sein, ohne die Verfahren erst
ausfluhrlich behandeln zu mussen. Der Einfuhrung wird deshalb folgende Konzeption zu
Grunde gelegt:

— Es erfolgt eine Beschrankung auf das Rechnen mit bequemen Prozentsatzen. Damit wird
eine Vereinfachung der Rechnungen erreicht und so eine Konzentration auf das inhaltli-
che Verstandnis geférdert. Bequeme Prozentsatze missen ohnehin laut Rahmenplan
behandelt werden.
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— Mit den bequemen Prozentsatzen werden Aufgaben zu allen Grundtypen geldst. Damit
wird die anschlieRende Behandlung vorbereitet.

— Die Loésung der Grundaufgaben mit bequemen Prozentsatzen wird auf das Rechnen mit
Briichen zuruckgefiihrt. Dies sollte den Schilern vertraut sein (in der Bruchrechnung vor-
bereitet, Wiederholung sicher notwendig), sodass keine lange Erarbeitung von Verfahren
erfolgen muss.

— Bei der ausfihrlichen und separaten Behandlung der Grundaufgaben wird auf diese Vor-
gehensweise aufgebaut.

Vorstellungen zu den Begriffen Prozentsatz, Prozentwert und Grundwert

Die Begriffe Grundwert, Prozentsatz und Prozentwert werden im taglichen Leben mit Aus-
nahme des Begriffs Prozentsatz und des analogen Begriffs Zinssatz kaum verwendet. Zum
Lésen von Prozentaufgaben ist die Verwendung dieser Begriffe letztlich nicht erforderlich.
Ihre Einfihrung und ihr sicherer Gebrauch sollte deshalb nur eine Zwischenstufe bei der
Entwicklung des Kdnnens im Losen von Prozentaufgaben sein. Entscheidend ist, dass bei
den Schilern klare inhaltliche Vorstellungen ausgebildet werden, sodass sie spater auch
ohne bewusste Verwendung dieser Bezeichnungen entsprechende Aufgaben I6sen kénnen.
Spéatestens in den gemischten Ubungen sollte auf ein formales Aufschreiben dieser Begriffe
als Bezeichnung der gegebenen und gesuchten GréfRen verzichtet werden.

Bereits in den speziellen Ubungen zu den Grundaufgaben sollten vielféltige sprachliche Va-
rianten der Begriffe bei Aufgabenstellungen verwendet werden.

Der Grundwert G ist die BezugsgroRle fur die Prozentangabe. Haufige Bezeichnungen fur
BezugsgroRen sind die Begriffe GesamtgroRe, Gesamtizahl, Gesamtwert, Gesamtheit, Ge-
samtmenge u. a. Diese Begriffe stehen damit in enger begrifflicher Beziehung zu ,Grund-
wert“ und sollten als Bezeichnungen fur Grundwerte verwendet werden.

Die Bezeichnung VergleichsgroRe fir den Grundwert ist nicht glinstig, da ,Vergleichen® im
Denken der Schuler auf Grund des bisherigen Unterrichts und des Alltagsgebrauches mit der
Untersuchung der Ordnungsrelation (groRer, kleiner oder gleich) gekoppelt ist, wahrend hier
das Vergleichen im Bilden eines Verhaltnisses besteht.

Der Begriff Prozentsatz (und vor allem Zinssatz) wird im Alltag meist als Bezeichnung fir
eine vollstandige Prozentangabe verwendet (Der Zinssatz betragt 4 %.), wahrend in der Ma-
thematik meist nur die Zahl vor dem Prozentzeichen gemeint ist (Der Prozentsatz/Zinssatz p
ist4.)

Im Interesse einer Ubereinstimmung der Begrifflichkeit sollten im Mathematikunterricht die
Begriffe Prozentsatz und Zinssatz wie im taglichen Leben verwendet und auch von dem
Prozentsatz 4 % gesprochen werden.

Mit Blick auf die Formeln der Zinsrechnung wird als Formelsymbol fiir den Prozentsatz die
Bezeichnung p % verwendet, obwohl eine solche Notation den Gepflogenheiten im Umgang
mit Termen nicht entspricht (% ist kein selbststandiges mathematisches Zeichen und keine
Einheit).

Fur den Prozentwert wird die Bezeichnung W verwendet. Die Bezeichnung P fiir Prozentwert
entspricht zwar der Konvention der Verwendung des ersten Buchstabens flr eine Abkur-
zung, es kdénnen aber Verwechslungen mit p auftreten, obwohl diese Gefahr durch die Ver-
wendung von p % fur den Prozentsatz geringer sein durfte. Fur die Bezeichnung W im Sinne
von Wert spricht jedoch auch, dass eine damit verbundene inhaltliche Kopplung mit dem
Grundwert G den Zusammenhangen besser entspricht als die Kopplung mit ,Prozent.

Die Begriffe Prozentsatz, Prozentwert und Grundwert werden bereits bei der Einflihrung des
Prozentbegriffes bendtigt.
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Orientierungen zum Ldsen der Grundaufgaben der Prozentrechnung

Es kdnnen u. a. folgende Verfahren zum Lésen der drei Grundaufgaben unterschieden wer-

den:

a) Verwenden einer einheitlichen Formel (Verwenden einer Verhaltnisgleichung oder Ver-
wenden der Formel zur Berechnung von Prozentwerten) fir alle Grundaufgaben, jeweils
Umstellen der Grundformel bei jeder Grundaufgabe

.. b

b) Verwenden eines einheitlichen Operatormodells (z.B. c—100 ,y ) zum Ldsen jeder
Grundaufgabe

c) Verwenden einer speziellen Formel fur jede Grundaufgabe

d) Loésen aller Grundaufgaben durch Ruckfuhrung auf 1 %

e) Ldsen aller Grundaufgaben durch Arbeiten mit dem Dreisatz

f) Ruckfuhrung des Losens aller Grundaufgaben auf das Rechnen mit Bruchen, insbeson-
dere bei bequemen Prozentsatzen

g) Verwenden je eines TR-Algorithmus unter Benutzung der Prozenttaste

Das Verfahren a) ist fur den sicheren und unvorbereiteten Umgang mit Prozentangaben im
Beruf und Alltag wenig geeignet, da zu viele Kenntnisse und Teilhandlungen zum Ldsen ei-
ner einzelnen Aufgabe erforderlich sind. Es missen jeweils die Begriffe Prozentwert, Pro-
zentsatz und Grundwert beherrscht und in dem vorliegenden Sachverhalt identifiziert wer-
den, die Verhaltnisgleichung bekannt sein sowie das Umstellen der Verhaltnisgleichung nach
der gesuchten und das Einsetzen der gegebenen Groflien beherrscht werden. Zum Lésen
einer Aufgabe sind in der Regel schriftliche Arbeiten erforderlich. Auch die praktizierte Ver-
wendung von Tabellen verringert die Anforderungen nicht entscheidend, es muss dann auch
immer etwas aufgeschrieben werden. Weiterhin wurden mit diesem Vorgehen kaum inhaltli-
che Vorstellungen entwickelt, sondern ein rein formales Arbeiten begtinstigt.

Mit dem Operatormodell b) wird die Beziehung zur Bruchrechnung gut hergestellt. Es bewegt
sich aber auch auf einer formalen Ebene, benétigt Begriffe und Symbole sowie Kenntnisse
im Arbeiten mit Pfeilbildern.

Das Verfahren c) flhrt sicher am schnellsten zum Erfolg, da nach Identifizierung des Aufga-
bentyps nur in eine fertige Formel eingesetzt werden muss. Es setzt jedoch voraus, dass die
Begriffe und Formeln sicher beherrscht werden.

Das Verfahren d) unterscheidet sich in der Vorgehensweise bei den Uberlegungen und
schriftlichen Darstellungen fur die Berechnung von Prozentwerten und Grundwerten nicht
vom Dreisatz. Bei der Berechnung von Prozentsatzen gibt es Unterschiede.

Die Verfahren d) und e) benétigen keine Kenntnis von Formeln und Begriffen und sind des-
halb fir ein inhaltliches Arbeiten gut geeignet.

Das Verfahren f) setzt voraus, dass die Schuler in der Bruchrechnung mit entsprechenden
Aufgabentypen sicher vertraut gemacht wurden:

Das Verfahren g) ist rein formal und an eine Prozenttaste auf einem TR gebunden

Allen Verfahren ist gemeinsam, dass alle drei Grundaufgaben in (im Prinzip) gleicher Weise
geldst werden sollen. Dies entspricht jedoch nicht den inhaltlichen Zusammenhangen. Wah-
rend die Berechnung von Prozentwerten und Grundwerten einen gemeinsamen Denkrahmen
haben (Es soll jeweils der Wert einer Grof3e ermittelt werden, der einem bestimmten Pro-
zentsatz entspricht.), lauft die Berechnung von Prozentsatzen auf prinzipiell andere Uberle-
gungen hinaus: Es ist das Verhaltnis zweier Werte einer Gréf3e zu bestimmen.

Wegen der Bedeutung der Prozentrechnung und der damit verbundenen Notwendigkeit einer
standigen Verfugbarkeit des Kénnens im Umgang mit Prozentangaben sollten inhaltlich
orientierte Verfahren, die ohne Begriffe und Formeln auskommen, im Mittelpunkt stehen.
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Es kénnen zwei Aufgabentypen unterschieden werden:
a) Es ist eine Prozentangabe gegeben (Berechnung von Prozentwerten und Grundwerten).
b) Es ist eine Prozentangabe gesucht (Berechnung von Prozentsatzen).

Entsprechend diesen Aufgabentypen sollten zwei Verfahren behandelt werden. Beim Rech-
nen mit bequemen Prozentsatzen werden die Aufgaben auf das Rechnen mit Briichen zu-
rickgeflhrt.

Typ A: Eine Prozentangabe ist gegeben.
Die Aufgabe wird durch Rickfuhrung auf 1 % bzw. mit dem Dreisatz gelost.

Typ B: Eine Prozentangabe ist gesucht.
1. Esist der Wert (die BezugsgroRRe) zu bestimmen, auf den sich die Prozentangabe
beziehen soll.
2. Es wird der Quotient aus dem gegebenem Wert und der Bezugsgrofie gebildet
und als Dezimalbruch dargestellt.
3. Dem Dezimalbruch wird der entsprechende Prozentsatz zugeordnet.

Die Ruckfuhrung auf ein 1% bzw. der Dreisatz brauchen als Verfahren nicht bezeichnet und
schematisiert zu werden.

Das Rechnen mit beliebigen Prozentsatzen kann analog zur Arbeit mit bequemen Pro-
zentsatzen auch durch Ruckfuhrung auf die Bruchrechnung erfolgen.

Beispiel 7,8 % von 632 € heildt % von 632 € =% 632€ .

Es sollten als Erganzungen auch Formeln verwendet werden, wenn die Schiiler die inhaltli-
chen Verfahren sicher beherrschen, da damit

— die Zusammenhange und Begriffe gut dargestellt und gefestigt,

— funktionale Betrachtungen vorgenommen und

— die Schiler auf das Arbeiten mit Variablen und Gleichungen vorbereitet werden kénnen.

Es sollte eine Grundformel angegeben und die anderen Formeln jeweils daraus hergeleitet

werden. Da die Schiler die Umformungsregeln fur Gleichungen erst in Klasse 8 kennen ler-
nen, kénnen die Umformungen nur inhaltlich erfolgen.

Um das Umstellen sowie das Arbeiten mit den Formeln zu vereinfachen, sollte die folgende
Form gewahlt werden:

in Worten: Prozentwert = Prozentsatz mal Grundwert
mit Variablen: W=p%- -G

Eine besondere Schwierigkeit sowohl in der Prozentrechnung als auch in der Bruchrechnung
ist die unterschiedliche Verwendung des Wortes ,von"“.

a) ,von“ als Multiplikation: z.B. 3 % von 20 m; % von 18 kg; die Halfte von 3 €

b) ,von* als Division: z.B. 3 m von 20 m; 0,3 kg von 18 kg; 0,5 € von 3 €

Bei a) geht es um die Berechnung eines Prozentwertes. Vor dem ,von* steht eine Prozent-
angabe oder ein Bruch. Beides ist als Operator aufzufassen.

Bei b) soll ein Verhaltnis berechnet werden. Vor und hinter dem ,von* stehen GréRen der
gleichen Art.

Diese Unterschiede sollten nicht explizit verdeutlicht, aber bei der Bildung der Aufgaben be-
achtet werden.

Es sollten keine Verfahren zur Verwendung einer Prozenttaste auf einem TR angegeben
werden. Der TR sollte nur als Hilfsmittel zur Lésung der sich durch die Uberlegungen erge-
benden Rechenaufgaben genutzt werden.



Prozentrechnung 47

5.2 Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schulerinnen und Schuler

kennen die Bedeutung von 1 % als ,ein Hundertstel“ und als "einer von hundert",

wissen, dass die Angabe von Prozenten nur in Verbindung mit einer Bezugsgroie
(Grundwert) sinnvoll ist, also keinen absoluten Charakter hat,

wissen, dass hinter einer Prozentangabe stets ein Verhaltnis von zwei GroRenanga-
ben oder zweier Anzahlen steht und das Verhaltnis mit dem Wort "von" ausgedrtickt
wird (3 % sind z. B. 3 m von 100 m oder 12 Schiler von 400 Schilern)

kdnnen Prozente als Anteile von Figuren darstellen, interpretieren und vergleichen,

kennen bequeme Prozentsatze (1 %, 5 %, 10 %, 20 %, 25 %, 33% %, 50, 66% %,
75 %, 150 %, 200 %) und kdnnen mit diesen unter Anwendung ihres Kénnens in der
Bruchrechnung und ohne Taschenrechner Prozentwerte, Prozentsatze und Grund-
werte berechnen bzw. Uberschlagen,

konnen einfache Grundaufgaben der Prozentrechnung mit einem Taschenrechner
ohne Verwendung von Gleichungen, Formeln oder Fachbegriffen |6sen,

kénnen einfache Aufgaben zu Veranderungen ldsen (Steigerung und Senkung um
bzw. auf),

kénnen den Zinssatz als Prozentsatz im taglichen Leben verwenden (Zinsen, Gutha-
ben, Zinssatz und Rabatt).
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5.3 Aufgaben
1. Gib die Anteile als gekirzten Bruch und in Prozent an.
a) 3 Balle von 12 Ballen b) 20 € von 80 € c) 12 mvon 60 m
d) 41,00 € von 82,00 € e) 15 m?von 20 m?>  f) 9 Schiiler von 27 Schiilern

2. Gib den Anteil der grauen Flache an der Gesamtflache als gekiirzten Bruch und in Pro-
zent an.

a) b) c)
3. Kennzeichne den Anteil an der Gesamtflache farbig.
25 0, 0,
% 50 % 662 %
3
4. Schreibe in Prozent.
7 6 3 1 1 1
a) — = b _— = c) — = d — = e) — = f — =
) 100 ) 100 ) 4 ) 3 ) 4 ) 5
5. Schreibe als Bruch.
a)1 %= b) 17 % = c) 20 % =
d) 75 % = e) 150 % = f) 5%=
6. Schreibe in Prozent.
a)0,5= b) 0,25 = c)1,5=
d) 1= e) 0,6 = f) 0,75 =
7. Schreibe als Dezimalbruch.
a)1%= b) 25 % = c) 40 % =
d) 150 % = e) 10 % = f) 33%% =
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8. Welche Aussagen sind wahr? Kreuze an.

a) 25 % der Schuler bedeutet
0 einer von vier Schilern

0 jeder 25. Schuler

0 25 von hundert Schulern

c) 200 % des Preises sind

o die Halfte des Preises

b) 5 % der Fahrradfahrer sind
o] %der Fahrradfahrer

o0 20 von 100 Fahrradfahrern

o 5 Fahrradfahrer von 10

d) "20 % auf Alles" bedeutet.

0 Der Preis betragt nur noch 80 %.

0 das Doppelte des Preises 0 Eine Preissteigerung um 20 %.
20 . o0 Es gibt 20 % Rabatt.
0 ——des Preises
100 o Die Senkung des Preises betragt 20 %
o0 Der Preis wurde auf 20 % gesenkt.
o]

Man kann 80 % des Preises sparen.

9. Berechne.
a) 50 % von 24 €
d) 7 % von 1000 |

b) 20 % von 100 m

e) 60 % von 300 Personen

c) 4 % von 500 kg

f) 33%% von 66 Punkten

10. Berechne die jeweils verwendete BezugsgroRe.

a) 25 cm sind 25 % der b) 6 Schuler sind 30 % c) 300 kg sind 20 % der
Strecke der Klasse Masse

d) 7 I sind 10 % des Vo- e) 2 ha sind 50 % der

f) 48,00 € sind 331%
lumens Gesamtflache 3

des Preises

11. Gib in Prozent an.
a) 15 mvon 60 m
d) 60 1von 301

b) 20 min von 200 min
e)1,5hvon3h

c) 10gvon50g

f) 18 cm von 24 cm

12. Vergleiche
a) 4 % von 500 km 5 % von 400 km
c) 7% von 1000 € 25 % von 280 €
e) 150 % von 80 h 20 % von 600 h

b) 20 % von 100 ml 10 % von 200 mi
d)50 % von 24 kg 75 % von 20 kg
f) 60 % von 300 m* 30 % von 500 m?

13. Welche Angaben passen zur Antwort: 150 m? Kreuze an.

o % von 450 m 0o 5% von400m o 20%von480 m

0 25% von600m o 200 % von 100 m o 33%% von 450 m
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14. Bestimme n&aherungsweise durch einen Uberschlag im Kopf.

a) 21 % von 60t b) 32 % von 18 m c) 76 % von 120 min

d) 29 cm von 300 cm e) 120gvon 220 g f) 98 1von 104 |
sind ... %. sind ... %. sind ... %.

g) 25cmsind 25 % der Lan- h) 300 kg sind 12 % der i) 50,00 € sind 33 % des
ge einer Strecke von ... Masse von ... kg. Preises von ... €.
cm.

15. Fulle die Tabelle aus. Berechne mit dem Taschenrechner.

100 % 35 % 120 % 90 %
a) 430,00 € 172,00 €

b) 1240 km 1054 km
c) 700 |

d) 90 kg

e) 112,5m

f) 1513 €

16. Berechne die fehlenden Grofen.

a) b) c)
Guthaben 4200 € 600 €
Zinssatz 3,5 % 3%
Jahreszinsen 27 € 195 €
17. Berechne.
Guthaben Zinssatz Anlagezeit Zinsen
a) 2800 € 4.5 % 1 Jahr
b) 43500 € 6,25 % % Jahr
c) 1450 € 2,4 % 3 Monate
18. Berechne.
alter Preis Rabatt neuer Preis Preisnachlass
a) 80 € 10 %
b) 135 € 108 €

c) 40 % 100 €
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6 Arbeiten mit Hilfsmitteln

6.1 Ausgewahlte Probleme

Zur Einfuhrung eines Taschenrechners

Die Befahigung der Schiiler zum sicheren und sachgerechten Umgang mit einem Taschen-
rechner sollte nicht dem Selbstlauf tiberlassen werden, sondern erfordert eine bewusste,
zZielgerichtete und kontinuierliche Einbeziehung entsprechender Inhalte in den Mathematik-
unterricht. Dazu sind entsprechende Zeiten flir spezielle Unterrichtssequenzen einzuplanen
und es sollten aufeinander abgestimmte Aufgabengruppen bereitgestellt werden.

Die Befahigung zum Gebrauch des Taschenrechners sollte nicht auf Vorrat erfolgen, son-
dern an den Stellen, an denen Bezlige zum gerade behandelten Stoff bestehen und eine
unmittelbare Anwendung des Gelernten sinnvoll ist. Bei der erstmaligen Bekanntschaft sollte
allerdings zusammenhangend auf mehrere Probleme eingegangen werden.

Der Taschenrechner wird als Rechenhilfsmittel angesehen, das nach eigener Entscheidung
des Schiilers bzw. nach Anweisung des Lehrers verwendet werden kann.

Der Taschenrechner wird auch als Mittel zur Realisierung anderer Ziele des Mathematikun-
terrichts eingesetzt, z.B. zur Entwicklung des Kdnnens im Arbeiten mit Termen, im Umgang
mit Zehnerpotenzen oder zur Auflockerung des Unterrichts.

Es sollten folgende allgemeine Hinweise zur Arbeit mit dem Taschenrechner erfolgen:

— Blickkontrolle nach Eingabe von Zahlen

— Loéschen aller Speicher, wenn neuer Aufgabentyp vorliegt oder man sich vertippt hat

— Weglassen von Nullen vor Komma mdglich

Es sollte auf folgende Bedienungselemente eingegangen werden:
Unterschiede in der Notation der Operationszeichen und des Kommazeichens

Ablesen von Zahlen in Exponentendarstellung, auch negative Exponenten, als Verschie-
ben des Kommas deuten

Méoglichkeit der unterschiedlichen Reihenfolge von Zahl und Vorzeichen- bzw. Funktions-
tasten

Bedeutung der Loschtasten (auch Bedeutung der Abkurzungen)
Arbeit mit Vorrangautomatik
Arbeit mit dem Speicher

Es sollten folgende Aufgabentypen bei der Einfuhrung in das Arbeiten mit dem Taschen-
rechner berlcksichtigt werden:

— Aufgaben zur Beherrschung folgender Grundelemente:
e Aufgaben mit einer Rechenoperation
e Aufgaben zur Division durch Null
e Aufgaben zur Vorrangautomatik
o Aufgaben zur Arbeit mit Klammern
e Aufgaben zur Arbeit mit dem Speicher
— Aufgaben zum Einsatz von Kontrollen
e Wiederholung der Rechnung als Hauptmethode
e Durchflihrung eines anderen Rechenweges
¢ Verwenden des Ergebnisses durch Rechnen von Umkehraufgaben
e Blickkontrollen bei Summen mit vielen Summanden
e Uberschlag bei liberschaubaren Zahlen
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- Aufgaben zur Uberwindung der Rechnerglaubigkeit
a

a
e Berechnung von Termen der Form —,

(a+b)-c und andere
b-c b+c

1

3
1
e Aufgaben zur beschrankten Rechnergenauigkeit z.B. (gj "7

— Aufgaben zum Kennenlernen der Besonderheiten des Taschenrechners
o Erkunden der maximal angezeigten Stellenzahl
e Suche nach versteckten Ziffern
o Tippen mehrerer Operationstasten nacheinander

— Aufgaben zur Entwicklung der Entscheidungsfahigkeit zum Rechnereinsatz
o  Wettkampf Kopf gegen Rechner

¢ Aufgaben, bei denen Rechner wenig nitzt (Zerlegen von Zahlen, Zusammenfas-
sen von Termen)

Weitere Ziele, die mit einem Taschenrechner verbunden werden kdnnen
Neben dem Ziel einer sicheren Beherrschung des Taschenrechners als Rechenhilfsmittel
kann mit seinem Einsatz auch zur Realisierung folgender Ziele beigetragen werden:

— Entwicklung einer forschenden Haltung, Spal® am Experimentieren und Probieren

— Entwicklung des Konzentrationsvermdgens

— Einsicht, dass bei Arbeit mit Rechenhilfsmitteln das Auftreten von Eingabe- oder Bedie-
nungsfehlern trotz aller Bemihungen unvermeidlich ist und Kontrollen unbedingt notwen-
dig sind, Entwicklung einer kritischen Haltung zu den Rechnerergebnissen

— Einsicht, dass Rechner eine zwar groRe aber beschrankte Genauigkeit haben und da-
durch Fehler und Probleme entstehen kdnnen, die bei Rechnung mit den exakten Zahlen
nicht auftreten

— Entwicklung der Kopfrechenfertigkeiten
— Spaly am Mathematikunterricht

Bei Beschrankung auf ausgewahlte Tasten, konnen Aufgaben zu Tastenfolgen aufgenom-
men werden. Es sollte der Begriff ,Tastenfolge“ und nicht ,Rechenablaufplan® verwendet
werden, da er einfacher und aussagekraftiger ist. Aufgaben mit Tastenfolgen dienen vor al-
lem der Untersuchung von Termstrukturen.

6.2 Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schilerinnen und Schuler

— kennen ihren Taschenrechner mit den spezifischen Tasten u. a. fur die Rechenopera-
tionen, Vorzeicheneingabe, Zweitbelegung,

— konnen sicher mit dem Taschenrechner Aufgaben mit mehreren unterschiedlichen
Rechenoperationen I6sen,

— wissen, dass der Taschenrechner mit der Vorrangautomatik arbeitet,

— konnen Bruchterme mit Summen und Differenzen im Nenner mit dem Taschenrech-
ner losen.
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6.3 Aufgaben

Hinweis: Die Aufgaben sind fir Taschenrechner mit Vorrangautomatik geeignet.

1. Gib an, mit welcher Taste dein Rechner folgende Aktionen ausfiihrt:

Aktion Taste
a) | Der Rechner wird eingeschaltet.
b) | Die letzte Eingabe wird geldscht.
c) | Mit dieser Taste erhalt man die Zweitbelegung der Tastatur.
d) | Das ist die Taste zum Quadrieren.
e) | Mit dieser Taste kann ich das Vorzeichen wechseln.
) Mit diesen Tasten kann ich addieren, subtrahieren, multiplizieren und
dividieren.
g) | Das ist die Taste fir das Komma.
h) | Mit dieser Taste kann ich = eingeben.
i) | Mit dieser Taste erhalte ich das Ergebnis.
2. Berechne mit einem Taschenrechner.
a)3-575+4,25 b) 28,32 :6 + 17,36 C) 23,44 -7 + 32,22
d) 44,32-6,19-5 e) 34,86 : 3 + 32,99 f) 25,45 :5 + 63,21
g)6-8,74 + 12,26 h) 191,24 : 4 - 14,92 i)215,16 : 6 — 96,45

3. Berechne. Konzentriere dich beim Eingeben der Aufgaben.
a) (123,2+87,44 +178,36) - 19 =
b) 4-(259 +472,3+794,2)-2=
c) (158-1,5+88-2,5)- 13600000 =
d) 6000000 - (12,85 -3,35)-9:1 000 000 =
e) 2-2,25+(3,75+38,15) -4 =
f) 143 +4455-12,5 + (235,42 - 209,12) =

4. Berechne und beachte dabei den Nenner.

13-19 6+3 5-8+22
a) b) ©) o 75 am

26-38 5-2 8:12-16
g) 421 o) 34126 f 4-25-28

56-25 68 -52 7-21+45
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5. Mit dem Taschenrechner kann man Geheimbotschaften versenden, wenn man den
Rechner umdreht?.

a) Lehrer sagen gern: 35137135
b) Bei Schiffen in Seenot heil3t die Zahl
c) So beginnt Emils Brief an seine Freundin: 177338317

6. Entdecke weitere Geheimbotschaften.

Rechnung: Erklarung: Lésungswort
a) |(4506358+73081)-3 kleine Liebe
b) [615-37,4 +32276:2 Streichinstrument
c) [(29950-27000):5-3 Jungenname
d) |10927-6,5-(919 - 35) Vogel
e) |3-(849+9722)+24:6 Blume

f) 2-(2944 -1809)+ 771569 |Hunde verstandigen sich mit:

g) |1013606 -88400-51293 Dotter

h) [288:12- (16 321-600) Gegenteil von Himmel

i) 110000 -5+ 1 839 manche tragen es im Mund

i) |(147 990 - 127) - (600 : 120)  |fast ein Spiegel

k) [10,5-286+1000-290  |...... mit Weile

) 2- (15069 - 11 500) Werkzeug

m) |4886-4- (231,5 - 8,25) Ackergerat

n) [(21488:2-1555)-6 Gegenteil von kalt

0) |(4388,11+198,39) - 20 anderes Wort flr fettig

2 Das ist nicht bei allen Rechnern moglich.
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7 Naherungswerte und sinnvolle Genauigkeit

7.1 Ausgewahlte Probleme

Bei der Arbeit mit Nahrungswerten und sinnvoller Genauigkeit geht es um zwei Sachver-
haltsgruppen:

- das Phanomen der Naherungswerte und

- die Phanomene der Genauigkeit beim Rechnen mit Naherungswerten.

Es muss unterschieden werden zwischen den rein innermathematischen Betrachtungen und

den Betrachtungen zum Verhaltnis von realen Erscheinungen und ihrer mathematischen
Widerspiegelung (Modellierung).

Zum Problem der Naherungswerte
Der Begriff ,Naherungswert” hat folgende inhaltliche Aspekte:

a) innermathematisch

— In der Mathematik kann man alle Zahlenwerte exakt angeben. Auch die Lange von
Strecken, der Flacheninhalt und das Volumen von geometrischen Figuren lassen sich
genau angeben.

— In einigen Fallen ist es sinnvoll in einigen sogar notwendig, mit Naherungswerten flr
die Zahlen zu arbeiten.

— Es ist sinnvoll, Naherungswerte zu verwenden, wenn:
o Wertetabellen aufgestellt werden,
¢ Funktionen grafisch dargestellt werden sollen,
e Losungen von Gleichungen bzw. Gleichungssystemen angegeben werden,

e Berechnungen von Streckenlangen, WinkelgréRen, Flachen- und Rauminhalten
insbesondere mit der Satzgruppe des Pythagoras oder mit trigonometrischen Mit-
teln erfolgen.

— Es ist notwendig, Naherungswerte zu verwenden, wenn:
¢ ein Uberschlag oder eine Abschatzung gemacht werden soll,

¢ numerische Ergebnisse einer Rechnung mit periodischen Dezimalbriichen oder
irrationalen Zahlen erhalten werden

— Man kann eine Zahl runden. Die gerundete Zahl liegt in der Nahe der genauen Zahl.
Eine gerundete Zahl enthalt weniger Dezimalstellen oder im Falle einer ganzen Zahl
mehr Nullen als letzte Ziffern.

— Bei Uberschlagen rechnet man mit stark gerundeten Zahlen, so dass die Rechnungen
im Kopf I6sbar werden.

— Man kann bei Rechnungen auch Zahlen nach oben oder unten abschétzen, d.h. Nahe-
rungswerte angeben, die bestimmt kleiner oder gréRer als der Ausgangswert sind, und
so eine Abschatzung flr das Ergebnis erhalten.

b) als Verhaltnis Realitat - Modell

— In der Realitat ist der wahre Wert einer Groé3e oft unbekannt und man kennt nur einen
Naherungswert. Dies wird jedoch meist nicht explizit hervorgehoben. So wird auch in
der Regel ein Gleichheitszeichen zur Angabe der Werte der Grél3en verwendet.

— Ein Naherungswert kann mehr oder weniger vom wahren Wert abweichen, man sagt,
er ist mehr oder weniger genau. Die Grofie der Abweichung wird als Genauigkeit des
Naherungswerts bezeichnet. Damit ist in de Regel die absolute Abweichung vom wah-
ren Wert gemeint. Es ist aus den Zahlenangaben zu einem Sachverhalt jedoch nicht
immer erkennbar, welche Genauigkeit die Grélkenangaben haben.
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— Es sind zahlreiche Konventionen und auch Vorschriften zu beachten. Die Genauigkeit
kann weit grofier (Baumarkt: ,Tirhéhe 2 m“) oder auch kleiner (Angaben auf Bau-
zeichnungen meist in Millimeter) sein als durch die angegebene Ziffern zum Ausdruck
gebracht wird, d. h. gréRer oder kleiner als die Halfte der letzten Einheit.

— Je mehr Dezimalstellen ein Naherungswert hat, umso genauer ist er.

— Messinstrumente haben nur eine bestimmte Genauigkeit. Alle Messwerte sind deshalb
in der Regel mit Fehlern behaftet.

— Beim Schatzen einer GréRe erhalt man nur einen Naherungswert. Beim Schatzen ver-
wendet man seine GroRenvorstellungen.

— Man kann eine Grof3e auch nach oben oder unten abschéatzen und erhalt so ebenfalls
Naherungswerte.

Das Phanomen ,Naherungswert“ kann in Bezug auf seine beiden inhaltlichen Erscheinungs-
formen in gleicher Weise formal mathematisch beschrieben werden, wobei auch einige
Konventionen zu beachten sind.

Die Differenz zwischen dem genauen (dem wahren) Wert heil3t absoluter Fehler des Na-
herungswertes. Der absolute Fehler kann positiv oder negativ sein.

Je kleiner der absolute Fehler ist, umso genauer ist der Naherungswert.

Das Verhaltnis des absoluten Fehlers zum genauen Wert heil3t relativer Fehler des Nahe-
rungswertes.

Wird nur vom Fehler eines Naherungswertes gesprochen, ist der absolute Fehler gemeint.

Die Genauigkeit eines Naherungswertes kann explizit durch ein Intervall oder durch Feh-
lerschranken angegeben werden.

Die Genauigkeit kann auch implizit durch die Anzahl der Stellen des Naherungswertes
ausgedrickt werden:

Enthalt der Naherungswert Dezimalstellen, so ist die Halfte der letzten Einheit eine
Schranke fiir den Fehler.

Ist der Naherungswert eine natlrliche Zahl und ein Vielfaches einer Zehnerpotenz, kann
in der Regel keine Aussage uber die Genauigkeit des Naherungswertes gemacht werden.
Oft richtet sich die Genauigkeit nach der letzten von Null verschiedenen Stelle.

Es ist in diesen Fallen Ublich, den Naherungswert mit abgetrennten Zehnerpotenzen zu
schreiben und durch die Dezimalstellen des Faktors vor der Zehnerpotenz die Genauig-
keit anzugeben.

Eine Ziffer eines Naherungswertes heil’t zuverlassig, wenn der Fehler kleiner als die Half-
te der Einheit des Stellenwertes der Ziffer ist.

Ist ein Naherungswert durch richtiges Runden entstanden, sind alle Ziffern zuverlassig.

Alle zuverlassigen Ziffern aufRer den Ziffern, die links von der ersten von Null verschiede-
nen Ziffer stehen, heilRken wesentliche Ziffern.

Zum Rechnen mit Naherungswerten

Das Rechnen mit Naherungswerten kann auf der inhaltlichen Ebene wie folgt beschrieben
werden.

Rechnet man mit Naherungswerten, kann das Ergebnis auch nur ein Naherungswert sein.
Die Genauigkeit des Ergebnisses einer Rechnung hangt ab von

1. der Gute des verwendeten Modells flr einen auflermathematischen Sachverhalt,

der Genauigkeit der Ausgangswerte,

Genauigkeitsforderungen, die sich aus dem Sachverhalt ergeben,

der Art und Anzahl der auszufiilhrenden Operationen,

den verwendeten Rechenhilfsmitteln,

von geltenden Vorschriften oder Konventionen.

ok wbd
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— Man erhalt bei Rechnungen mit Naherungswerten, insbesondere wenn Multiplikationen
und Divisionen auftreten, oft mehr Stellen im Ergebnis als sinnvoll sind.

— Wenn es sich bei den Ausgangswerten und den Ergebnissen um verschiedene GroéRenar-
ten handelt (z.B. Lange und Flache), kann die Genauigkeit der Ausgangswerte mit der
Genauigkeit der Eingangswerte nicht mit Hilfe der Anzahl der Dezimalstellen verglichen
werden.

— Man kann bei vergleichbarer Genauigkeit von Ausgangswerten und Ergebnis nicht gene-
rell sagen, dass die Genauigkeit des Ergebnisses der Genauigkeit des ungenauesten
Ausgangswertes entspricht. Dies trifft lediglich zu, wenn nur Additionen oder Subtraktio-
nen auftreten.

— Bei Multiplikationen ist es oft sinnvoll, im Ergebnis weniger Dezimalstellen als in den Aus-
gangswerten anzugeben.

— Bei der Division von Naherungswerten kann das Ergebnis mehr Dezimalstellen haben,
als der ungenaueste Ausgangswert hat.

Auf der formalen mathematischen Ebene gibt es folgende Moglichkeiten zur Beschreibung
des Arbeitens mit sinnvoller Genauigkeit. Die Beschreibung kann auf verschiedenen Theo-
rieebenen erfolgen.

1. Ebene: Rechnen mit fiktiven Stellen
— Fur die unbekannten Stellen werden Variable eingesetzt (z.B. als Fragezeichen), mit
denen ein schriftliches Rechenverfahren durchgefiihrt wird.
— Es lassen sich keine Regeln oder Fehlerschranken gewinnen. Die Unsinnigkeit vieler
Ziffern im Ergebnis und die Notwendigkeit einer sinnvollen Genauigkeit kann jedoch
gut verdeutlicht werden.

Bsp.: 3.447 . 0,787
24087
27527
+ 7
2,6777?7

2. Ebene: Regeln der Ziffernzahlung

— Es erfolgt eine Beschrankung auf zwei Operanden. Lediglich bei ausschliellicher Ad-
dition oder Subtraktion sind auch beliebig viele Operanden zugelassen.

— Es werden bei der Addition und Subtraktion die zuverlassigen und bei der Multiplikation
und Division die wesentlichen Ziffern der Ausgangswerte bertcksichtigt.

— Die Regeln kénnen in folgender Weise formuliert werden:

(1) Bei der Addition und Subtraktion von Naherungswerten sind im Resultat nur so
viele Dezimalstellen beizubehalten wie in dem Ausgangswert mit kleinster Anzahl
von Dezimalstellen vorhanden sind.

(2) Bei der Multiplikation und Division von Naherungswerten sind im Resultat nur so
viele wesentliche Ziffern beizubehalten wie in dem Ausgangswert mit kleinster An-
zahl von wesentlichen Ziffern vorhanden sind.

Bsp.: A=17,1cm-24,1cm=412,11 cm?

Die Ausgangswerte haben drei wesentliche Ziffern, also: A~ 412 cm?

— Auf den Begriff wesentliche Ziffer kann in unteren Klassen verzichtet werden, in dem
man sagt, dass die Anzahl aller Ziffern des Naherungswertes zu berlicksichtigen ist,
auf3er den Nullen, die links stehen.

— Die Regeln geben die Fehlerschranken des Ergebnisses nicht in jedem Fall richtig an.
Sie sind also nur Faustregeln.

— Die Regeln gelten nur fur die vier Grundrechenarten, kdnnen aber in analoger Weise
auch fur héhere Rechenarten tbernommen werden.
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3. Ebene: Wertschrankenbetrachtung

— Es sind auch Betrachtungen von Termen mit mehreren verschiedenen Rechenoperati-
onen maoglich.

— Es konnen auch nichtlineare Bestandteile von Termen (z.B. Winkelfunktionen) auftre-
ten, wenn die Terme in den betrachteten Fehlerintervallen monoton sind.

— Es werden bei einfachen Termstrukturen tatsachliche Schranken fir den Fehler des
Ergebnisses erhalten.

— Der Rechenaufwand ist erheblich gréfer als bei der eigentlichen Rechnung. Es miis-
sen teilweise schwierige Monotoniebetrachtungen angestellt werden. Insbesondere,
wenn die gleiche Grdlke mehrfach auftritt, z.B. A=b - (a-b)

— Es gibt keine generellen Resultate (Regeln oder Satze). Es muss in jedem konkreten
Fall erneut mit den Wertschranken gerechnet werden.

Bsp..A=a-b A=17,1cm-24,1cm A=412,11 cm?
Betrachtung der Wertschranken:
17,05cm<a<17,15cm
24,05cm=<=b<24,15cm
410,0525 cm? < A <414,1725 cm? oder 410 cm*< A <415 cm?
A=412,125 cm? + 2,06 cm? oderA=4125cm?+ 2,5 cm?
A ~412 cm? d.h. 411,5 cm? < A <412,5cm? oder
A =410 cm? d.h. 405cm?< A <415 cm?
Antwort: A~ 412 cm?

4. Ebene: Fehlerfortpflanzung

— Nur in einfachen Fallen (Grundrechenoperationen) sind Ergebnisse ohne Mittel der ho-
heren Mathematik (Differentialrechnung, Funktionen mit mehreren Variablen) maoglich.

— Es werden exakte Fehlergrenzen flir Typen von Termen ermittelt.

Bsp.: Mit einem LKW sollen 35 gleiche Stahltrager, die eine Masse von je 286 kg ha-
ben, transportiert werden. Wie grol ist die Masse der Ladung?

Ldsung mit TR: 35 - 286 kg = 10010 kg = 10,010 t
Fehlerfortpflanzung: 35 - (286 + 0,5) kg = 10010 kg + 35 - 0,5 kg = (10010 + 17,5) kg.
Antwort: m =10,0 t

Phasen der Entwicklung des Kénnens

Es sollte fur beide Sachverhaltsgruppen ein dreistufiger Entwicklungsprozess bis Klasse 10
konzipiert werden:

1. Stufe: Klassen 1 - 4:
— Dominanz der inhaltlichen Betrachtungen

— an Beispielen erkennen, dass Messgerate nur eine bestimmte Genauigkeit haben und
Messwerte deshalb immer Naherungswerte sind

— Kodnnen im Anwenden der Rundungsregeln fur natlrliche Zahlen
— Beispiele flr unsinnige Genauigkeitsangaben
2. Stufe: Klassen 5 - 8:

— schrittweise Zunahme formaler Betrachtungen bei Beachtung der Wechselverhaltnisse
von inhaltlichen und formalen Aspekten, Einflhrung der Regeln der Ziffernzahlung
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— grundliche separate Beschaftigung mit den einzelnen formalen Aspekten

— Dominanz der Steuerung des Lehrers, auch Verzicht auf Betrachtungen durch Vorgabe
der Genauigkeit durch den Lehrer

3. Stufe: Klassen 9, 10:
— Integration und Erweiterung der formalen Betrachtungen

— komplexe Anwendung der inhaltlichen und formalen Aspekte bei Dominanz inhaltlicher
Betrachtungen

— vorwiegend selbststandige Entscheidungen des Schiilers bei jeder Sachaufgabe

Als mathematische Ebene sollten vorrangig die Regeln der Ziffernzahlung behandelt werden.
Das Rechnen mit variablen Stellen und die Wertschrankenbetrachtung dienen der Verdeutli-
chung der Notwendigkeit von Genauigkeitsbetrachtungen und der Grenzen der Regeln der
Ziffernzahlung.

Auf die Termini gultige und zuverlassige Ziffer kann verzichtet werden. Die Bezeichnung we-
sentliche Ziffer sollte zur Vereinfachung der Formulierung von Angaben zur geforderten Ge-
nauigkeit der Ergebnisse in oberen Klasen eingefihrt werden.

Als inhaltliche Vorbereitung der nachsten formalen Ebene kénnen auch Betrachtungen zur
Fehlerfortpflanzung in einfachen Fallen (Vervielfachen, Teilen eines Naherungswertes) an-
gestellt werden.

Die Entwicklung des Kénnens muss im Rahmen verschiedener Stoffgebiete erfolgen. Dazu
gehdren alle, in denen numerisch zu I6sende Anwendungsaufgaben vorkommen. Neben der
impliziten Berlcksichtigung mussen explizite Lernphasen vorgesehen werden.

Die Entwicklung im Mathematikunterricht muss mit der Entwicklung in anderen Unterrichtsfa-
chern, insbesondere den naturwissenschaftlichen Fachern abgestimmt werden, da das Ziel
das Arbeiten auf inhaltlicher Ebene, also im Sachbereich, ist.

7.2 Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schilerinnen und Schuler

- kennen die Rundungsregeln,

- konnen natlrliche Zahlen auf Zehner, Hunderter oder Tausender runden,
- konnen Dezimalbriiche auf Einer, Zehntel oder Tausendstel runden,

- koénnen sinnvolle Uberschlage vornehmen,

- wissen, dass GroRenangaben bei Sachaufgaben in der Regel immer Naherungswerte
sind,

- konnen auf Grund der Genauigkeit eines Messinstrumentes mogliche Messwerte ange-
ben und identifizieren

- wissen, dass mit den Ziffern eines Naherungswertes, insbesondere mit den Dezimalstel-
len die Genauigkeit zum Ausdruck gebracht werden kann,

- wissen, dass die Angabe eines Ergebnisses mit sinnvoller Genauigkeit im Sachrechnen
von dem Sachverhalt, von der Gite des verwendeten Modells und der Genauigkeit der
Ausgangswerte abhangig ist,

- koénnen entsprechend dem Sachverhalt GréRRen mit sinnvoller Genauigkeit angeben,

- kennen die Regel der Zifferzahlung zum Multiplizieren und Dividieren zweier Naherungs-
werte mit sinnvoller Genauigkeit und kdnnen sie anwenden.
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7.3 Aufgaben

1.

Schreibe in die Tabelle, ob du bei den folgenden Zahlen jeweils auf- oder abrunden

musst (Schreibe nur ab oder auf).

Zahl auf Zehner | auf Hunderter | auf Tausender

a) 2397

b) 32574

c) 42843

d) 30099

e) 142833

f) 7554471
Runde auf Zehner.
a)4318 = b) 430392 = c) 498095 =
Runde auf Hunderter.
a) 1623 = b) 425488 = c) 439999 =
Runde auf Tausender.
a) 9185 = b) 369567 = c) 489898 =
Runde auf ganze Zahlen.
a)4,28= b) 52,814 = c) 6,5307 =
Runde auf eine Stelle nach dem Komma.
a) 0,327 = b) 1,361 = c) 0,999 =
Runde auf zwei Stellen nach dem Komma.
a) 0,5362 = b) 3,7816 = c) 1,998 =
Entscheide, ob richtig oder falsch gerundet wurde. (Schreibe richtig oder falsch.)
a) 483 ~ 480 b) 3821 ~ 4000

c) 42199 = 42190

e) 5555 ~ 5000

d) 9782 ~ 10000
f) 9999 ~ 1000

Gib einen geeigneten Uberschlag an, rechne ihn nicht aus.

a) 236 + 769 = b) 622 — 429 =

c) 7844 — 1233 = d)429 34 =
e)762:9= f) 4292 : 30 =

g) 9,325+ 6,78 = h) 76,81 — 51,512 =

i)3,701-7,82=

k) 9,436 : 4 =

i) 43,14 - 79,412 =
) 71, 434 : 60 =
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10. Gib einen Uberschlag an, ohne ihn auszurechnen.
a) 24 % von 52 kg =

c) ein Drittel von 245 m =
e) 3 % Rabatt auf 149,90 Euro sind wie viel Euro?

b) 79 % von 194 Euro =
d) ein Viertel von 821 Liter =

f) 79,90 Euro zuzuglich 19 % Mehrwertsteuer ergibt einen Preis von =

11. Sind die Angaben sinnvoll? Kreuze an.

Euro.

Aussage

sinnvoll

nicht sinnvoll

Ein Baum ist 8954,5 mm hoch.

Ein Berg ist 926 m hoch.

Der Pegelstand des Flusses betragt 142 cm.
Das Auto hat eine Masse von 1427, 492 kg.
Die AuBentemperatur betragt -8,5 °C.

In einem Eimer befinden 7,259843 Liter Wasser.

12. In der Tabelle findest du Messgerate, deren kleinste Unterteilung der Messskala angege-

ben ist. Welche Messwerte sind nicht moglich? Streiche diese durch.

Messgerét Kleinste 1. Mess- 2. Mess- 3. Mess-
Unterteilung wert wert wert

a) | Bandmaf 1cm 50 cm 1,5cm 250 cm
b) | Lineal 1 mm 1,73 mm 20 mm 1,5 mm
¢) | Messschieber 0,1 mm 5 mm 0,07 mm 1,1 mm
d) | Briefwaage 10g 18,641 g 150 g 1,89
e) | Messbecher 10 ml 1 mi 500 ml 15 ml
f) | Kilometerzahler 100 m 5km 5,108 km 1,5 km

13. In der Tabelle findest du Messgerate, deren kleinste Unterteilung der Messskala angege-
ben ist. Gib drei mogliche Messwerte an.

Messgerét Kleinste 1. Mess- 2. Mess- 3. Mess-
Unterteilung wert wert wert
g) | Bandmal} 1cm
h) | Lineal 1 mm
i) | Messschieber 0,1 mm
j) | Briefwaage 10 g
k) | Messbecher 10 ml
I) | Kilometerzahler 100 m

14. Auf welche Einheit genau wurden die folgenden Naherungswerte ermittelt?
b) 8,593 km
e) 82,1045 ha

a)4,61m
d) 5,297 t

f)

c) 23,6 cm

7,529 1
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15. Runde die mit einem Taschenrechner ermittelten Ergebnisse sinnvoll, wenn alle Aus-
gangswerte Naherungswerte sind. Trage sie in die rechte Spalte ein.

Aufgabe Taschenrechneranzeige Ergebnis
a) 10,2 cm - 0,29 cm 2,985 cm?
b) 29m-58m 16,82 m?
c) 50,7m 8,15 m 41,205 m?
d) 0,828 cm - 587 cm 486,036 cm?
e) 95m:5,4 1,759259259 m
f) 40,7 kg : 3,8 10,71052632 kg
g) 0,639g:28 0,0225 g
h) 166 m 733 m 121678 m?
i) 51,50 m?: 30,0 m 1,716666666 m
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