Fourierreihe und Fouriertransformation



Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Grundlegende Begriffe: Das Funktionensystem

Im Definitionsbereich D = [—=, 4] bilden folgende Funktionen
ein vollstandiges orthonormiertes Funktionensystem:

5
3

cos(kx) mit k=1,2,3,...,00

=

™

sin(kx) mit k=1,2,3,...,00

§-

™
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Grundlegende Begriffe: Orthogonalitat

Orthogonalitat

Fur zwei verschiedene Funktionen f(x) und g(x) des
Funktionensystems gilt:

+m
/ f(x)g(x)dx = 0
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Grundlegende Begriffe: Normierung

Normierung

Fur jede Funktion f(x) des Funktionensystems gilt:

+m
/f(x)f(x)dx =1
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe
Wenn eine Funktion f(x) im Bereich [—x, +7] durch ein
trigonometrisches Polynom der Form

Sn(X) = % + Zn: [ak cos(kx) + by sin(kx)]
k=1

approximiert wird, dann ist das Integral tber die Quadrate der
Abweichungen,

+

52 = /[f(x)—sn(x)]zdx,

—T

genau dann minimal, wenn a, und by die sogenannten
Fourierkoeffizienten sind.
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe

Die Fourierkoeffizienten a, und by der Funktion f(x) lauten:

+m
ag 1/f(x)cos(kx)dx mit k=0,1,2,...
s

+7
bk = /f(x)sin(kx)dx mit k=1,2,...

-

SN
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Der Satz von Dirichlet

Die Funktion f(x) genuge im Bereich [—7, +7] den
sogenannten Dirichlet'schen Bedingungen:

(a) Das Intervall [—m, 4] l&sst sich in endlich viele
Teilintervalle zerlegen, in denen f(x) stetig und
monoton ist.

(b) Ist xp eine Unstetigkeitsstelle von f(x),
so existieren f(xp + 0) und f(xp — 0).
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Der Satz von Dirichlet

Dann konvergiert die Fourierreihe von f(x) und es gilt:

lim {320 + En: [a cos(kx) + by sin(kx)] }

n—o0
k=1

f(x), falls f stetig in x ist.

falls f nicht stetig in x ist.
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Fourierkoeffizienten symmetrischer Funktionen
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Fourierkoeffizienten symmetrischer Funktionen
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Fourierkoeffizienten symmetrischer Funktionen

g(—x) = +4g(x) fuir —r<x<+4nxw
2 [
N a = / g(x) cos(kx)dx
0
by =0
u(—x) = -—u(x) fir —r<x<+n
a =0
+m
=

2
by = — [ u(x)sin(kx)dx
7T 0/\
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Beispiel: Die Rechteckfunktion

I
—T/2 +1/2

™ far |x| <m/2
f(x) = ¢ m/2 fur |x|=mn/2
0 far |x| > /2

+7
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Beispiel: Die Rechteckfunktion

x fir k=0
a — (_1)(k—1)/2% fir k=1,3,5,...
0 fuir k=2,4,6,...
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Beispiel: Die Sdgezahnfunktion
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten
Beispiel: Die Sdgezahnfunktion

b = (-1 2
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe fir D = [—L, +L]

0 - 2o (7))

k=1

+L

ax = 1L/f(x)cos<k7LrX> dx k=0,1,2,...

—L

+L

1 . [ kmx
by = L/f(x)sm (L) dx k=1,2,...

—L
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Fourierreinen mit reellen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe fir D = [- T, +T]

s(t) = EO +§: [akcos <k7_t> + by sin (k;t)]

k=1

ax = T/f(t os( )dt k=0,1,2,...

i krt
. T

bk - T/f(t)5|n <T> dt k—1,2,
-T
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

Euler-Relation: exp(i¢) = cos(¢) + isin(y)

exp(+ikx) = cos(kx) + isin(kx)

N exp(—ikx) = cos(kx) — isin(kx)
4
cos(kx) =  s[exp(+ikx) + exp(—ikx)]
A osin(kx) = Llexp(+ikx) — exp(—ikx)]

_ _é[exp(—i—ikx) — exp(—ikx)]
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

s(x) = —+Zakcos (kx) +Zbksm kx)
pa pa

_ ? + kz; 7[exp(+lkx) + exp(—ikx)]

_ i ib?k[exp(—kikx) — exp(—ikx)]
k=1

> a > ax + ib, .
= + Z A exp (+ikx) + > k; K exp(—ikx)
pa
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

s(x) = + Z ak exp (+ikx) + Z il + b exp(—ikx)
pa

“+o00

_ @ . a+k - ib+k .
= 75 exp(+i0x) + k;1 = exp(+kx)

+ ;2:1 Bkt Bk J; b« exp(+ikx)

+oo
= ) ckexp(+ikx)

k=—oc0
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

Ck

ap fir k=0

=

Y(ak —ibyk) fur k>0

Tak+ib_x) fur k<0
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten
Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

+m

= 217r/f(x)dx

-7

“+

_ 217 / F(x) exp(—i0x) dx

—T
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

_ Ak — bk
Ck>0 = —— 5

= /f x) cos(+kx) dx—/f x) sin(+kx)d
or

4
_ 217 / F(x)[cos(kx) — isin(kx)] dx

+7
1 .
= 27T/f(x) exp(—ikx) dx
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Funktionen bzw. Koeffizienten

a_ k+ib_g
Ck<o = - 2

+m
1
= —[f —k — [ f(x —k
277/ (x) cos(—kx)dx + / ) sin(—kx)

4
_ 217 / F(x)[cos(kx) — isin(kx)] dx

+7
1 .
= 27T/f(x) exp(—ikx) dx
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe

s(x) = f Ck exp(+ikx)

k=—oc0

+7
1 )
Ck = 27T/f(x)exp(—lkx)dx

—T
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe fir D = [—L, +L]
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Mathematische Formulierung der Fourierreihe fir D = [-T,+T]
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Fourierreihen mit komplexen Koeffizienten

Fourierkoeffizienten symmetrischer Funktionen

g(=t) = +g9(t) far —T<t<+T

1 v k
s
= Cx = 7_/g(z‘)cos <T> dt
0
u(—-t) = —u(t) fair —T<t<+T
+T
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Betrachtung des Einflusses des Signalabstands am Beispiel
der folgenden periodisch fortgesetzten Funktion:

far t|<T

0 far T <|t| <mT
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

f(f)

m=12 —

29/59



Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Darstellung der Funktion f(t) als komplexe Fourierreihe:

mit cx = 2mT /f ( Ik7;_t> dt
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Berechnung der Fourierkoeffizienten der Funktion f(t):

’ +mT ” t
IKT
% = omT / f(’)exp<‘mr) d
-mT

.
1 t kmt
= m/ <1 —.,.) COS(mT) dt
0

m)2 {1 — Ccos <l;:>] fir kK#0

_ ) (k
far k=0

<

1

N
3
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

¢k als Funktion von k

0.18
m=3—
m=6—
<
P I B T 1 TRV T I B B
0-0057 12 0 12 24
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

¢k als Funktion von wy = k x Aw = k x (m/mT)

0.18
m=3—
m=6—
G! L
|||I |||| 1 1 |||I |I||
000_4 I 1 _2 0 2 1 I
o,/ (®/T)
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Cx/Aw als Funktion von wy = k x Aw = k x (m/mT)

0.60
m=3—
N m=6-—
f)/(2T) —
=
=
3
<
o
m:/({ M.m
0.00 7 =3 0 5 4

o,/ (®/T)
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Cx/Aw als Funktion von wyx = k x Aw = k x (7/mT)

0.60

/Ao | (T/m)

0.00!

o,/ (®/T)

mot2
~ flw)/(2T) —
M|A “T}\.m
4 -2 0 2 4
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Einfluss des Signalabstands auf die Fourierkoeffizienten

Behauptung:

f(w) ergibt sich durch Fouriertransformation der folgenden
nichtperiodischen Funktion:
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Mathematische Formulierung der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation der

Form
+o0o
f(w) = / F(t) exp(—iwt) dt
mit

+oo
f(t) = 217 / f(w) exp(+iwt) dw
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Mathematische Formulierung der Fouriertransformation (nach Weaver)

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation der

Form
—+o0
flv) = /f(t)exp(—i27rut)dt
mit

“+oo
f(t) = /f(U)eXp(+i27TVt)dI/
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation
Vergleich von Fourierreihe und Fouriertransformation
Berechnung von f(w) durch Fouriertransformation von f(t):

+oo

flw) = /f(t)exp( iwt) dt

—00

.
= 20/( )cos wt) dt

2 .
a7 [1 —cos(wT)] fur w#0

\'

far w=20
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Vergleich von Fourierreihe und Fouriertransformation

Darstellung der periodischen Funktion f(t) in Form einer
Summe:

f(t) = k:ioo(k:):)z [1 — Ccos <l;;:)] exp <+Ill;7¥>

= Jf _m_ LmT? 1 —cos EI ex +M
B (k)2 2emT? mT P\ mT
k=—o00. , N , N ,

3
3

= (50) 3x (77 7) (+7570)

x|

ki
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Der Ubergang Fourierreihe —s Fouriertransformation

Vergleich von Fourierreihe und Fouriertransformation

Darstellung der periodischen Funktion f(t) in Form einer

Summe:
T
Wk = l( X Z&LU = /( X ;;;7:
1 X 2
= f(t) = %k_z_:oowiTﬁ—cos(wkT)]exp(Jrlwkt)Aw
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Der Ubergang Fourierreihe — Fouriertransformation

Vergleich von Fourierreihe und Fouriertransformation

Darstellung der nichtperiodischen Funktion f(t) in Form eines

Integrals:
172
f = — [ —=[1- I
(1) 5 / w2_,_[1 cos(wT)] exp(+iwt) dw
e f(w)
1 =

= — lim Z ?7_[1 — c0s (wk T)] exp (+iwkt) Aw
k=—o00 Wk
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Fouriertransformationspaare

Rechteckfunktion & Sinus cardinalis

far |tj< T

f(t) = far |t|=T

0 fir [{>T

+oo

S fw) = / £(t) exp(—iwt) dt

—00

= SinaEc;T) = si(wT)
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Fouriertransformationspaare

Rechteckfunktion & Sinus cardinalis

S S
() /\\J/\\//\\j/\\/ \//\\j/\\/’\\z’\
t (0]
e S
= =
VARV
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Fouriertransformationspaare

o-Funktion & konstante Funktion

f(t)y = 6(t)

+oo
S fw) = / £(t) exp(—iwt) dt

=1
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Fouriertransformationspaare

o-Funktion & konstante Funktion

K
U
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Fouriertransformationspaare
GauB-Funktion & GauB-Funktion

0 = oo (2a)

= flw) = / f(t) exp(—iwt) dt

7_2(&)2
- (5)
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Fouriertransformationspaare
GauB-Funktion & GauB-Funktion

N
f
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Fouriertransformationspaare

Exponentialfunktion & Lorentz-Funktion

f(1) exp(—|t|/7)

+oo
= fw) = / f(t) exp(—iwt) dt

2T
1+ 7202
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Fouriertransformationspaare

Exponentialfunktion & Lorentz-Funktion
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Fouriertransformationspaare

Exponentialfunktion & Lorentz-Funktion

f(t) = exp(-[t|/7)cos (wo)

+00
= fw) = / f(t) exp(—iwt) dt

T T
1+ 72(w — wp)? - 1+ 72(w + wp)?
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Fouriertransformationspaare

Exponentialfunktion & Lorentz-Funktion

o +0g

O+
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Anwendung: Fouriertransformation eines FID
T

exp(—t/Tz) cos(wpt)

(.

far

far

t>0
t<0

t—
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Anwendung: Fouriertransformation eines FID

+oo
flw) = / f(t) exp(—iwt) dt

1 T 2
B +2{1 @ —wo) T2 1+ [(w+wo)T2]2}

[ (w—wo)(T2)? (w + wo)(T2)?
2 {1 + [(w — wO)T2]2 N 1+ [(w +w0)T2]2}

54/59



Anwendung: Fouriertransformation eines FID

T flw)

N aEE

— Re[f(w)] — Im[f{w)]

-y 0 +Wg w—
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Anwendung: Fouriertransformation eines FID

T flw)
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Anwendung: Fouriertransformation eines FID

fo(t) + fu(1)

far

far

far

far

57/59



Anwendung: Fouriertransformation eines FID

T

N

o

t—
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Anwendung: Fouriertransformation eines FID

“+o0o
fw) = / f(t) exp(—iwt) dt

+o00
- / £ (1) cos(wt) dt

+oo
_i / f(1) sin(wt) dt
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