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1 Motivation

Die hinsichtlich der Datendurchsatzrate opti-
male CORDIC-Implementierung bildet eine
Pipelinestruktur mit pfad- und bitparalleler
Arithmetik. Allerdings ist diese Lösung mit
einer hohen Hardwarekomplexität verbun-
den. Das Ziel dieser Arbeit besteht entspre-
chend in der Entwicklung von CORDIC-Ar-
chitekturen mit einer möglichst stark redu-
zierten Chipfläche ohne Geschwindigkeits-
verlust.

2 Redundante CORDIC-
Strukturen

Die Iterationsgleichungen für den CORDIC-
Algorithmus lauten entsprechend /1/:

( )

( )

1...,,1,0

2

2

,1

,
1

,
1

−=−=
+=

−=

+

−
+

−
+

Nizz

xyy

ymxx

imiii

i
imS

iii

i
imS

iii

ασ
σ

σ (1)

(2)

(3)

Dabei bezeichnet m das Koordinatensystem,
S(m,i) die Shiftfolge, αm,i den Drehwinkel, σi

die Drehrichtung, n die Genauigkeit und N
die Anzahl der Iterationen.
Die Realisierung eines CORDIC-Arrays un-
ter Verwendung einer redundanten Zahlen-
darstellung auf der Basis von Carry-Save-
Addierern /2/ oder Signed-Digit-Addierern
/3,4/ bietet den entscheidenden Vorteil einer

sehr geringen und von der Wortlänge un-
abhängigen Rechenzeit pro Addiererstufe.
Allerdings resultieren daraus auch verschie-
dene Nachteile, wie z.B. ein erhöhter Auf-
wand in Form mehrerer Bits zu Darstellung
eines Digits oder eine im Gegensatz zur
nichtredundanten Darstellung komplexere
Bestimmung des Vorzeichens und damit von
σi , welches durch das höchstwertige von
Null verschiedene Digit festgelegt wird. Im
worst-case-Fall müssen sämtliche Digits des
Wortes vom MSD (Most-Significant Digit)
bis zum LSD (Least-Significant Digit) unter-
sucht werden. Eine praktikable Möglichkeit
ist die Abschätzung des Vorzeichens aus
einigen MSD’s des entsprechenden Wortes.
Ein dabei auftretender Fehler, der zu einer
Verletzung der Konvergenzbedingung führen
würde, kann durch Iterationswiederholungen
kompensiert werden /2,3/. Die Iterationswie-
derholungen sind dabei abhängig von der
Betriebsart, dem Koordinatensystem und der
Anzahl t der untersuchten MSD-Stellen von
zi (Rotation) bzw. yi (Vectoring). Eine wei-
tere Möglichkeit ist die in /5/ vorgeschlagene
Umformulierung der CORDIC-Iterations-
gleichungen und die Berechnung von Abso-
lutwerten, wodurch eine exakte σi – Be-
stimmung erreicht wird. Daraus resultiert
eine reguläre VLSI-Struktur und die Vermei-
dung von Iterationswiederholungen, was
aber eine nahezu verdoppelte Anzahl von
Registern nach sich zieht.



3 Bisherige Ansätze zur
Chipflächenreduktion

Ein Ansatzpunkt zur Hardwareminimierung
ist die Art der Kompensation  des Skalie-
rungsfaktors km, die z.B. durch die Integra-
tion der Skalierung in den Algorithmus und
die Optimierung der Skalierungs-Iterationen
vorgenommen werden kann /6/.
Die angesprochene Problematik der Bestim-
mung der Drehrichtungen σi  und eine damit
verbundene Reduzierung der notwendigen
Iterationswiederholungen ist der Gegenstand
weiterer Arbeiten. In /3/ wird gezeigt, daß
für Iterationen mit dem Index  i > n/2 der
Skalierungsfaktor keinen Einfluß mehr auf
die Länge des zu drehenden Vektors hat und
entsprechend σi = 0 zugelassen werden kann.
In /4/ wird gezeigt, daß für i > n/4 für den
Fall σi = 0 durch modifizierte Iterationsglei-
chungen ( )12

1 21 −−
+ += i

ii mxx
 

bzw.

( )12
1 21 −−

+ += i
ii myy  Iterationswiederho-

lungen vermieden werden können. Ebenfalls
in /4/ wird eine Methode zur parallelen Vor-
ausberechnung der drehrichtungsbestimmen-
den σi  in der Betriebsart Rotation vorge-
stellt, was zu einer Einsparung von 2/3 Itera-
tionsstufen im Z-Pfad führt. Dieses Verfah-
ren kann entsprechend /7/ auf den Vectoring-
Modus adaptiert werden. Die Anwendung
der genannten Methode ist mit einem weite-
ren Vorteil verbunden. So lassen sich durch
eine Umkodierung der σi (z.B. Booth-Reco-
ding) zwei Iterationen im X- bzw. Y-Pfad in
eine Stufe integrieren, wobei die Auswahl
der auszuführenden Iteration über zwei un-
terschiedliche Schiebeoperationen erfolgt /4/.
Dieses Konzept wurde in /2/ für eine ge-
mischte Basis-2-4-Architektur auf die Be-
triebsart Vectoring erweitert.
In /7/ werden Architekturen gezeigt, die auf
der Basis einer nichtredundanten Zahlendar-
stellung zu einer Minimierung der CORDIC-
Datenpfade und damit der benötigten
Chipfläche führen. Diese Ausführungen
werden in /8/ auf redundante Systeme über-
tragen und durch weitere Reduktionsmaß-
nahmen, die sich auf die kombinatorische

Fläche beschränken, ergänzt. Zur Realisie-
rung der Digitadditionen in den einzelnen X-
bzw. Y-Pfaden  kann ein mit 42 Transistoren
günstig zu implementierender 4-2-Redun-
dant-Redundant (RR) Addierer /9/ eingesetzt
werden. Dabei macht eine Betrachtung der
Gleichungen (1-3) deutlich, daß mit jeder
Iteration, mit Ausnahme der Wiederho-
lungen, die Anzahl der Nullen in den MSD-
Positionen, die zu den korrespondierenden
Digits xi bzw. yi addiert werden, ansteigt.
Entsprechend wurde in /8/ eine Struktur an-
gegeben, die an den genannten Positionen
eine vereinfachte 3-2-Redundant-Zero (RZ)
Addiererzelle (Bild 1) verwendet. Mit die-
sem Ansatz beläuft sich die Hardwareerspar-
nis auf die ca. um den Faktor 2 kleineren 3-2
Zellen an den entsprechenden Positionen.
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Bild 1  3-2 Redundant-Zero Adderzelle

4 Flächenreduktion
4.1 Eigenschaften der binären

redundanten Addition

Ausgangspunkt der Betrachtung ist eine
Digitvektoraddition BAS +=  mit den

Vektorelementen ( )1...,,1,0,, −= nibas iii ,

wobei { }1,0,1, ∈ii as  und 0=ib  gelten soll.

Vektor S  wird bei dieser Operation implizit
umkodiert, so daß für drei benachbarte Ele-
mente { } { }...,1,1,1...,...,,,..., 12 ≠++ iii sss  bzw.

{ } { }...,1,1,1...,...,,,..., 12 ≠++ iii sss  gilt. Oder

anders ausgedrückt: maximal zwei benach-

barte Elemente is  können 1 oder 1 sein.

Diese Tatsache gilt auch, wenn in die Addi-

tion ein Carry-Digit 1=c  oder 1=c  in die
niederwertigste Digitvektorposition einbezo-
gen wird.



Betrachten wir Vektor { }0123 ,,, aaaaA=  als

Ergebnis einer oben angegebenen Addition.

Da 111012 ≠aaa  bzw. 111012 ≠aaa  gilt, hat

dieser einen Wertebereich 1313 ≤≤− A . Eine

Addition von A  und { }0,0,0,0=B  sowie

einem Carry { }1,0,1∈c  in der niederwer-
tigsten Position ergibt entsprechend der Ad-
ditionsvorschrift in /9/ einen Vektor

{ }01234 ,,,, sssssS =  mit einem Wertebe-

reich 1414 ≤≤− S . Ein 04 ≠s  kann nur in
folgenden Fällen auftreten:
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Diese stellen somit Pseudoüberläufe dar, die

sich durch 1011 → , 0111 →  und  011110 →
umkodieren lassen. Damit folgt 04 =s  und

111012 ≠sss   bzw. 111012 ≠sss .

s
ix
a
ix
a
ix 1−

ip

1−ip

iv

1−iv

s
iz

a
iz

Bild 2 Redundant-Zero-0-Zelle
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Bild 3 Carry-Absorber-Zelle

Die Addition cBAS ++=  kann mit einem 4-
Digit-Addierer realisiert werden, der zur
Verknüpfung der Digits mit den Indizes 1
und 0 und des Carry c in der niederwertig-
sten Position RZ-Addierer entsprechend Bild
1 verwendet. Die Addition der MSD’s und
die Vermeidung von Pseudoüberläufen wird
mit einer Redundant-Zero-0-Zelle (RZ0)

(Bild 2) und einer Carry-Absorber-Zelle
(CAB) (Bild 3) realisiert.
Betrachten wir eine Pipelinestruktur zur Re-
alisierung der Iteration i

i
ii BAA )4(

1 2 +−
+ += ,

)1...,,1,0( −= Ni . iA  und iB  sind dabei

Digitvektoren mit den Vektorelementen

{ } )1...,,1,0(,1,0,1, ,, −=∈ njba jiji . Für die

höchstwertigsten Digits des Eingangsvektors

0A  gilt dabei 1113,02,01,0 ≠−−− nnn aaa  bzw.

1113,02,01,0 ≠−−− nnn aaa . Für die Addition der

Digits )4(,)3(,)2(,)1(, +−+−+−+− iniiniiniini aaaa  wer-

den in den einzelnen Stufen die oben be-
schriebenen 4-Digit-Addierer und für die
weiteren niederwertigen Stellen 4-2-RR-
Zellen eingesetzt. So ergibt sich ein Schema
gemäß Bild 4, indem neben A und B auch der
Ausgangsvektor S des 4-Digit-Addierers
dargestellt ist.

a0,n-1 a0,n-2 a0,n-3 a0,n-4 a0,n-5 a0,n-6

+ 0 0 0 0 b0,n-1 b0,n-2

s0,4 s0,3 s0,2 s0,1 s0,0

a1,n-1 a1,n-2 a1,n-3 a1,n-4 a1,n-5 a1,n-6

+ 0 0 0 0 b1,n-1

s1,4 s1,3 s1,2 s1,1 s1,0

a2,n-1 a2,n-2 a2,n-3 a2,n-4 a2,n-5 a2,n-6

+ 0 0 0 0
s2,4 s2,3 s2,2 s2,1 s2,0

a3,n-1 a3,n-2 a3,n-3 a3,n-4 a3,n-5 a3,n-6

Bild 4 Additions-Schema

Betrachten wir die Iteration mit dem Index 1,
so wird deutlich, daß das Element 1,1 −na  nicht

durch einen Übertrag aus den niederwertigen
Stellen verändert werden kann, da 04,1 =s

gilt. Daraus resultiert für alle Iterationsstufen
mit dem Index 1≥i   1,11, −− = nni aa  und ent-

sprechend können die Addierer in den Posi-
tionen 1, −nia  entfallen. Mit steigendem Itera-

tionsindex werden somit die Digits von A
vom MSD her beginnend konstant, was einer
wachsenden Einsparung von Addiererzellen
entspricht.
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Bild 5 Reduzierter X-Datenpfad mit speziellen Addiererzellen

4.2 Betriebsart Rotation

Die genannte Architektur läßt sich in den X-
und Y-Datenpfad integrieren.  Bild 5 zeigt
den prinzipiellen Aufbau von drei aufeinan-
derfolgenden Iterationsstufen. Daran wird
deutlich , daß in den MSD-Positionen des X-
bzw. Y-Pfades zunehmend die Addiererzel-
len entfallen können. Die Latenzzeit τI der so
entstandenen Addiererreihe ist gleich der
einer RR-Zelle (τI = tRR).
Eine Besonderheit ist bei Iterationswieder-
holungen zu beachten, da hier X  bzw. Y um
den gleichen Wert i−2  wie in der vorherge-
henden Iteration verschoben werden und da-
mit das beschriebene Prinzip nicht mehr an-
wendbar ist. Hierfür existieren zwei Lö-
sungsmöglichkeiten. Einerseits kann in den
Array-Stufen, die eine Iterationswiederho-
lung ausführen, eine vollständige Addierer-
reihe entsprechend /8/ implementiert werden.
Andererseits kann die Instanziierung der
speziellen 4-Digit-Adder auch um k Itera-
tionen später erfolgen, wobei k die Anzahl
der Iterationswiederholungen repräsentiert.
Eine Alternative zu dem beschriebenen 4-
Digit-Addierer ist ein 3-Digit-Addierer. Das
Prinzip ist in Abbildung 6 bei einem Einsatz
in 3 CORDIC-Iterationsstufen dargestellt
und beruht auf folgender Überlegung. Gege-
ben ist ein Digit-Vektor { }012 ,, aaaA=  mit

dem Wertebereich 66 ≤≤− A . Dieser läßt
sich derart umkodieren, so daß für den Teil-

vektor { }0,11,11 ,aaA =  ein Wertebereich von

22 1 ≤≤− A  gilt. Bilden wir nun den Vektor

{ }0,21,22,22 ,, aaaA =  mit der Zuordnung

1,20,12,21,1 , aaaa ==   und { }1,0,10,2 ∈a . Die-

ser hat einen Wertebereich von 55 2 ≤≤− A
und bei der Addition eines Carry-Digits

{ }1,0,1∈c  entsprechend einen Wertebereich

66 2 ≤≤− A . Damit kann mit diesem Verfah-
ren eine Carry-Absorbierung aus einer nie-
derwertigen Digitposition und eine gleich-
zeitige Umkodierung des Ergebnisvektors
erfolgen, um in einem weiteren Schritt er-
neut einen Übertrag zu absorbieren. Die
Realisierung kann mit einer Recoding-Ein-
heit (REC) und einer CAB-Zelle realisiert
werden. Der Vorteil dieser Architektur be-
steht darin, daß die Einsparung von Addie-
rerzellen bereits eine Iteration früher als mit
dem 4-Digit-Addierer erfolgen kann. Nach-
teilig dagegen ist die Vergrößerung der Re-
chenzeit einer Iterationsstufe, da die Latenz-
zeit τIEC  größer der einer RR-Zelle ist
(τREC > tRR). Für die Behandlung von Itera-
tionswiederholungen gelten die oben ge-
machten Aussagen. Ein ähnliches Prinzip
wird in /3/ für eine On-the-Fly-Konvertie-
rung der MSD-Digits in eine binäre Darstel-
lung verwendet.
Zur Implementierung des Z-Pfades wird
Gleichung (3) entsprechend /3/ zu

( )( )im
imS

iii zz ,
,

1 22 ασ−=+ modifiziert.
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Bild 6 Reduzierter X-Pfad mit 3-Digit-Addierer

Die Ermittlung der drehrichtungsbestimmen-
den σi  erfolgt damit in jeder Iteration an der
gleichen Position über t = 4 führende Digit-
Stellen. Entsprechend /8/ kann der Z-Pfad
mit 3-2-Redundant-Binary (RB) Addie-
rer/Subtrahierer Zellen und vom LSD her
beginnend zunehmend reduzierten Addierer-
reihen ausgeführt werden. Ab der Iteration
mit dem Index  i = (n + 1)/3  kann die Be-
rechnung in Z abgebrochen werden, wobei
sich die restlichen σi  aus dem zuletzt ermit-
telten zi ergeben. Entsprechend /7/ sind die
Iterationswiederholungen dann bis zu diesem
Zeitpunkt auszuführen. Damit ergibt sich
eine Chipfläche gemäß Bild 7.

iσ

NYNX

0Y0X 0Z

kombinatorisch + sequentiell
(Addierer und Register)

sequentiell (nur Register)

Iterationen

2.25 n/4

n/2

j = 0.4 n

Bild 7 Chipfläche Rotation

4.3 Betriebsart Vectoring
Für den Einsatz redundanter Addierer wer-
den (1) und (2) zu ( )

i
imS

iii ymxx ,2
1 2−

+ −= σ

und ( )iiii xyy σ+=+ 21  modifiziert. Entspre-

chend werden im Z-Pfad sich stetig vermin-
dernde Drehwinkel αm,i zu zi addiert, womit
die gleichen Bedingungen wie im X- bzw.Y-
Pfad des Rotation-Modus gegeben sind. Da-
mit kann unter Verwendung der speziellen
Addiererzellen gemäß dem Prinzip in Abbil-
dung 5 eine nahezu dreiecksförmige Archi-
tektur des Z-Pfades bzgl. der kombinatori-
schen Fläche gebildet werden. Dabei ist zu
beachten, daß anstelle der 4-2-RR-Zellen die
3-2-RB Addierer/Subtrahierer Zellen einge-
setzt werden. Ebenso ist das genannte Prin-
zip der Minimierung der Addiererreihen im
X-Pfad anwendbar, wobei gegenüber der
Betriebsart Rotation zwei Besonderheiten
bestehen. Einerseits erhöht sich die Anzahl
der Nullen, die in den MSD-Positionen ad-
diert werden, mit jeder Iteration um zwei,
womit sich ebenfalls die Anzahl der gespar-
ten Addiererzellen erhöht. Andererseits kön-
nen die Berechnungen im X-Pfad nach  n/2
Iterationen  abgebrochen werden, da der X-
Wert dann n-Digit-Genauigkeit erreicht hat.
Die Situation im Y-Pfad ist vergleichbar mit
der im Z-Pfad des Rotation-Modes. Aller-
dings ist hier die Gesamtzahl der Iterationen
auszuführen und als Addiererzellen sind die
4-2-RR-Adder zu implementieren. Somit
ergibt hier eine vom LSD her wachsende
Reduzierung der Addiererreihen eine Drei-
ecksstruktur hinsichtlich der kombinatori-
schen als auch der sequentiellen Fläche.



5 Bewertung
Die Bewertung basiert auf der Annahme, das
m = 1 gilt und jede vierte Iteration wieder-
holt wird. Weiterhin soll eine 4-2-RR Zelle,
eine RZ-0 Zelle bzw. eine CAB-Zelle der
Fläche von zwei Volladdierern (VA) und
eine 3-2-RB-Zelle bzw. eine RZ-Zelle der
Fläche von einem VA entsprechen. Ebenso
verzichten wir zur Vereinfachung auf die
Betrachtung der Skalierungsfaktorkompen-
sation, der Vorzeichenbestimmung und der
Guard- und Overflow-Digits. Im Rotation-
Mode benötigen wir für den X- und Y-Pfad 2
* (2 * (2.25 n/4 * n/2 * 3/2 + n/2 * n/2 *
1/2)) = 2.19 n2 und im Z-Pfad n2/3 äquiva-
lente VA, also insgesamt 2.52 n2. Dazu
kommen 2 * (2 * (2.25 n2/4 +  n2/2)) + (2.25
n2/4 +  n2/2) = 5.31 n2 Latches. Im Vecto-
ring-Mode benötigen wir für X (2.25 n/4 * n
* 1/2) * 2 = 0,56 n2 , für Y (4.25 n/4 * 1/2) *
2 = 1,06 n2  und für Z 1/2 n2  VA, entspre-
chend insgesamt 2,20 n2 VA. Zusätzlich sind
5,31 n2 Latches nötig. Tabelle 1 zeigt einen
Vergleich zur Absolutwertmethode in /5/
und gemischten Basis 2-4-Architektur in /2/.
Es sei darauf hingewiesen, daß wir eine reine
Basis 2 Architektur verwenden. Die Basis 2-
4 ist möglich und führt zu weiteren Re-
duzierungen auf Kosten der Regularität. Die
Werte sind in der Tabelle mit angegeben.

Rotation /5/ /2/ Basis
2

Basis
 2-4

VA 5 n2 3.5 n2 2.52 n2 2.27 n2

Latch 7.75 n2 4.62 n2 5.31 n2 4.62 n2

Vectoring
VA 5 n2 3.5 n2 2.21 n2 2.09 n2

Latch n3/6 +9.5 n2 4.62 n2 5.31 n2 4.62 n2

Tabelle 1 Vergleich

Zur Evaluierung wurden VHDL-Modelle für
einen Basis 2 Standard-CORDIC und die
vorgeschlagenen Architekturen für den Ro-
tation-Mode entwickelt, simuliert und auf
eine Standardzellenbibliothek synthetisiert.
Auf dieser Basis wurden Chip-Layouts für
eine 1.0 µ CMOS-Technologie und Daten-
pfade mit einer Genauigkeit von extern 15
Bit realisiert. Durch die algorithmischen

Modifikationen konnte gegenüber einem
redundanten Standard-CORDIC eine effek-
tive Flächeneinsparung von 25% bei gleicher
Latenzzeit und Durchsatzrate und damit die
bisher kleinste bekannte Realisierung einer
CORDIC-Pipeline erreicht werden.
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