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Vorbemerkung

Prolog

Die theoretische Elektrotechnik behandelt makroskopische, elektrische und magnetische Phéno-
mene. Diese wurden von James Clark Maxwell (1831-1879) in den Maxwellschen Gleichungen
formal beschrieben. Zeitlich verénderliche elektrische Felder verursachen magnetische Felder und
umgekehrt. Daher wird {ibergreifend von elektromagnetischen Feldern gesprochen. Die Maxwell-
schen Gleichungen stellen analog zu den Newtonschen Axiomen fiir die Mechanik die axiomatische
Grundlage der Elektrodynamik dar. Aus diesem Grund werden wir sie auch ganz an den Anfang
unserer Vorlesung stellen.

Wir werden sehen, daf eine Einteilung elektromagnetischer Felder in einige wenige Problem-
klassen vorgenommen werden kann: Entsprechend dem zeitlichen Verhalten der Feldgrofen erfolgt
eine Einteilung in statische, stationére, quasistatische und schnell verdnderliche Felder.

Die Theorie elektrischer und magnetischer Felder wird jeweils anschaulich an den Anwendungs-
beispielen erldutert werden. Fiir den Fall einfacher geometrischer Strukturen werden analytische
Losungswege erarbeitet.

Zur richtigen Einordnung der theoretischen Elektrotechnik, die in weiten Bereichen mehr oder
weniger ,deckungsgleich” mit der klassischen Elektrodynamik ist, ist es wichtig, sie in Zusammen-
hang mit Erweiterungen unseres Jahrhunderts zu sehen:

klassische Elektrodynamik

Relativitétstheorie

Quantenel ektrodynamik

bilden ein Ganzes.
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Kapitel 1

Einfihrung

1.1 Skalar- und Vektorfelder

Die durch die Maxwellschen Gleichungen beschriebenen elektrischen und magnetischen Wech-
selwirkungen werden durch Felder beschrieben. Unter einem Feld kann je nach Zusammenhang
Verschiedenes verstanden werden. Wir werden aber zunichst im wesentlichen mit Skalar— und
Vektorfeldern konfrontiert sein. Ist die betrachtete physikalische Grofie ¢ eine skalare Funktion
des Ortes, also

- (x’ Y, Z) - (p($, Y, Z)

So definiert die Funktion ¢ ein rdumliches Skalarfeld.
Beispiele: - Temperaturverteilung T'(z,y, z) im Horsaal

- Potential ¢(z,y, z) im Raum zwischen zwei ge-
ladenen Elektroden

Ist andererseits jedem Punkt im Raum ein Vektor

vg(x,y, 2)
U(z,y,2) = | vy(e,y,2)
v (2, Y, 2)
zugeordnet, so liegt ein Vektorfeld vor.
Beipiele: - Stréomungsgeschwindigkeit ¥(z,y,z) im Kiel-

wasser eines Segelbootes

- magnetische Feldstiarke H (z,y,2) in Umge-
bung eines stromfiihrenden Leiters

Im allgemeinen héngen die Felder neben dem Ort auch von der Zeit ab:

Beipiele: - elektrische Raumladungsdichte p(7,t) = Ska-
larfeld

- elektrische Feldstirke E(7,t) = Vektorfeld
Mbogliche Darstellung von Skalar— und Vektorfeldern:
a) Skalarfelder

1

- Aquipotentiallinien' = “Héhenlinien”

— bei Querschnitten durch ein rdumliches Gebiet — Abb. 1.1

I Begriff fiir alle Skalarfelder iiblich; nicht nur Potentialfelder
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— auch fiir Absolutwerte eines Vektorfeldes

- Aquipotentialflichen = Flichen mit gleichem Wert — Abb. 1.3
b) Vektorfelder

- Pfeile

— Grofke und Richtung geben den Wert des Vektorfeldes im Ansatzpunkt des Pfeils
an — Abb. 1.2, 1.4

- Feldlinien

— Tangenten der Richtungen des Feldvektors in jedem Punkt (Liniendichte = Grofe
des Feldvektors)

A B I I O U O O O B D
AR L L R A U A A L LA
RTINS W N A I I B I
C 4 - — NN - - -
e A Y R R DY W S W W N
Abbildung 1.1: Potentialfeld Abbildung 1.2: Vektorfeld

Abbildung 1.3: Potentialfeld

Abbildung 1.4: Vektorfeld
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1.2 Die Maxwellschen Gleichnungen

Die vier Maxwellschen Gleichungen, die von James Clark Maxwell im Jahre 1873 formuliert wur-
den, sind das wesentliche Thema der theoretischen Elektrotechnik. Sie fassen alle Erfahrungen
iiber die makroskopischen Erscheinungen der Elektrizitit in Systemen von Differentialgleichungen
bzw. Integralgleichnungen zusammen. Die Maxwellschen Gleichungen geben die Zusammenhénge
zwischen den vier charakteristischen physikalischen Gréfen des elektromagnetischen Feldes wieder.

E [%} elektrische Feldstarke

H [%} magnetische Feldstirke

D = e E [£] elektrische FluRdichte (Verschiebung)
B = pou-H [T = %] magnetische FluRdichte (Induktion)
J [%} elektrische Stromdichte

wichtige Konstanten:

Dielektrizitatskonstante des Vakuums

8.854187-10712 &=
1.256-107° =

€0

Permeabilititskonstante des Vakuums

Ho

Bevor wir nun die Maxwellschen Gleichungen in Differentialform angehen, wiederholen wir die
Definition einiger mathematischen Operatoren.

Gradient:

gradyp = Vo = ?é’x + g_(:_' + %é’z
Divergenz: oA oA oA
.7 T y z
divA = Ox * oy * 0z
Rotation:
rotﬂ<aAz%)€ (%8A2>5 Jr<8A 0A, >
oy 0z 0z Or Y Or dy
Merkregel fiir die Rotation?:
€r €y €.
rot A= |2 &= &
A, A, A,

Die Maxwellschen Gleichungen in differentieller und integraler Form fiir ruhende Medien lauten:

= 0B . d ([ = -
rotF = —— Eds = —— / / BdA Induktionsgesetz>
ot dt
HA av
. ob o N 4
rot H = ¥ +J Hds = — + J | dA Durchflutungsgesetz
5A
divD = p DdA = / / / pdV Quellenergiebigkeit®
av
divB = 0 7{ BdA = 0 Quellenergiebigkeit®
v

2gilt nur fiir kartesische Koordinaten
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Im Fall des Vakuums ohne Ladungen und ohne Stréme weisen die Maxwellschen Gleichungen eine
besonders hohes Maf an Symmetrie auf. Ein sich snderndes elektrisches Feld (9D/dt) erzeugt ein
magnetisches Wirbelfeld (rotH). Dieses ist selbst zeitlich veriinderlich (95/8t) und erzeugt da-
durch ein elektrisches Wirbelfeld (rotE") etc. .. Das ist der Mechanismus der Entstehung und Fort-
pflanzung elektromagnetischer Wellen, dem Radiowellen, Licht, Warmestrahlen usw. ihre Existenz
verdanken.

Integralsitze
Satz von Gauf’

Das Volumenintegral {iber die Divergenz eines Vektorfeldes ff(f’ ) ist gleich dem Fluf durch die
geschlossene Oberflache des Volumens.

/// divA(7) dV = #A’(f) dA
14

ov

Satz von Stokes

Das Flachenintegral iiber die Komponente von rot 14_1'(77 ) in Richtung der Flachennormalen ist gleich
dem Linienintegral langs des Randes der Fliche iiber die Komponente von A(#) in Richtung des
Linienelements.

Fliisse und Spannungen

Durch Integralbildung (Fléchenintegral) erhalten wir aus der elektrischen und magnetischen Flufs-
dichte den Verschiebungsflufs und den Induktionsfluf:

U = / DdA [As] Verschiebungsfluf
A

o = / / BdA [Vs] Induktionsflufy
A

Durch ein Wegintegral erhalten wir aus dem elektrischen und magnetischen Feld die elektrische
und magnetische Spannung:

U = / Eds V] elektrische Spannung
S

Un = / H ds [A] magnetische Spannung
S

Den Strom I durch eine Fliche A erhalten wir aus der Stromdichte J geméfs:

I = / / JdA [A] elektrischer Strom
A

3Wirbeldichte des elektrischen Feldes = InduktionsfluRdichte

4Wirbeldichte des magnetischen Feldes = Verschiebungsstromdichte + Stromdichte

Sdiv D = p — spez. Ergiebigkeit der Verschiebungsdichte = elektrische Raumladungsdichte

6divB =0 — spez. Ergiebigkeit der Induktionsflufdichte ist immer Null ; es gibt keine magnetischen Ladungen
(Einzelpole)
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1.3 Einteilung elektromagnetischer Felder

Stationire Felder
Elektrostatik | Magnetostatik | Strémungsfelder

Quasistationire Felder
Elektrostatik 9D /0t ~ 0 ‘ Magnetostatik 9B /9t ~ 0

Allg. zeitabh. Felder und elektromagn. Wellen
Harmonische Schwingungen ‘ Allgemeiner Fall

Stationire Felder
- zeitunabhingige elektromagnetische Felder E, H , é, 5, f, rein ortsabhingige Feldgrofien
- Ursache: ruhende oder gleichférmig bewegte Ladungen

- magnetisches und elektrisches Feld sind entkoppelt = unabhingige Systeme von Differen-
tialgleichungen

Maxwellsche Gleichungen im stationiren Fall

rot E 0
rot ﬁ = jE
divD = P
div B 0

— zwei unabhingige Systeme mit je zwei Differentialgleichungen
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Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Grundlagen
Die Stromdichte J in den Maxwellschen Gleichungen ist eine zusammengesetzte Grofe:
J= jL + jE + jK

- Jp, = kE — Leitungsstromdichte; Medium mit elektrischer Leitfihigkeit s (1/Qm); entsteht
durch die im Medium bestehende Feldstérke

- Jg — eingeprigte Stromdichte; unabhingig von allen Feldkriften

B — gradp — Konvektionsstromdichte; Dichte eines Stroms freier elektrischer Ladungen
mit den elektrischen Ladungsdichten ¢ (As/m?); Proportionalititskonstante § = ,Diffusions-
konstante

Elektrosta_yische Ijelder ezdstiegen nur in nichtleitenden Gebieten:
k=0—J,=kE =0; Jp = Jx =0 — elektrisches und magnetisches Feld sind entkoppelt

(=1}

rotE =
divD =

Materialgleichungen:
- lineare Medien: D = EE; £ = €0&y

- allgemein: D = ¢E + P mit P — Polarisation(sdichte) — makroskopische gemittelte Di-
poldichte des Materiesystems (auf das Volumen bezogene Vektorsumme aller Dipole bei
Anwesenheit dufierer Felder)

Anmerkung:
- D= EOE +P gilt auch bei permanent polarisierten Medien.

- Viele Dielektrika sind nicht isotrop, d.h. die Polarisation ist abhéngig von der Richtung des
angelegten Feldes — bezogen auf die Vorzugsrichtung des Dielektrikums. Die Permittivitét ¢
ist dann ein symmetrischer Tensor 2. Stufe.
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2.1.1 Die Potentialfunktion

Ein Vektorfeld A(7), dessen Rotation verschwindet, wird als wirbelfrei bezeichnet. Im elektro-
statischen Fall ist E(7) wirbelfrei:

I‘OtE -0 Satz y. Stokes j{ﬁdgi 0
C

Wir werden nun zeigen, dafs sich das elektrostatische Feld durch eine eindeutige skalare Funktion
darstellen l&ft. Seien P; und P, zwei beliebige Punkte im Raum, die wir durch eine beliebige
geschlossene Kurve C' = {C1, C2} miteinander verbinden. Im Raum herrsche die zeitunabhingige
Feldstirke E(7) (— Abb.2.1). Nun bilden wir das Linienintegral der elektrischen Feldstirke auf
dem geschlossenen Weg C.

el
—
=
QL
)
Il
je
!
SN—
Q
o]
+
&5
—
=
SN—
Q,
o]
I
o

Da dies fiir beleibige Wege C; und Cs zwischen den Punkten P, und P, gilt, folgt somit die
Wegunabhiingigkeit des Integrals [ 1512 E(f’ ) ds. Deshalb konnen wir eine Potentialfunktion
(kurz: ein Potential) ¢ des elektrostatischen Feldes definieren:

o) o) - / B(7)ds (2.1)

() heifst Potentialfunktion des elektrostatischen Feldes. Jedem Punkt im Raum kann somit
ein skalares Potential zugeordnet werden. Wie aus der Definitionsgleichung ersichtlich, ist die
Potentialfunktion nur bis auf eine additive Konstante ¢(7), das sogenannte Bezugspotential,
bestimmt. Das Bezugspotential ist frei wihlbar, beeinflufit aber den Wert sémtlicher Potentiale
im Raum. Ublich ist die Wahl von () = 0.

Die Bedeutung des Bezugspotentials ist ohnehin untergeordnet, da es im Grunde nur auf Po-
tentialdifferenzen, die sogenannten elektrischen Spannungen, ankommt. Demnach ist die

Abbildung 2.1: Zwei Punkte im Vektorfeld E(7).
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? ¢o+do

=

T r+ds

Abbildung 2.2: Zwei Punkte Potentialfeld.

Spannung zwischen zwei Punkten P»(72) und P;(71) gegeben durch:

U = pa—p1 = () — ()
= /E )ds — (7o) /E
= f/E(F)ds* = /E(F)d§

Us; ist die Arbeit, die pro Ladung gewonnen wird, wenn man sie von P, nach P; verschiebt.
Dementsprechend ist die Einheit von Usy %gnl_g Nun betrachten wir zwei benachbarte Punkte
(— Abb.2.2). Fiir dy ergibt sich dann aus der Definitionsgleichung (2.1) des Potentials:

do(F) = —E(7)ds
= —(Eyder+E,dy+ E,dz)

Andererseits gilt fiir das vollstdndige Differential von ¢ (7):

. dp dyp dp
d = de + ——dy + ——dz
() (833 T Yt o
woraus folgendes fiir die Komponenten des elektrischen Feldes folgt:

¢

E. = —-r

‘ ox

¢

E, = ——-

¢

E. = —=-

0z

Eine koordinatenfreie Dartstellung lift sich nun durch den Gradienten-Operator (Vektoranalysis)
erreichen. Der Gradient einer Funktion f ist folgender Vektor:

0 0 0
grad f(7) = (a—i,a—i, 8£) = Vf

Hiermit ergibt sich

=
=3

() = —grade(r)
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©=,=const.

d
grat ¢ ©=,= const.

a3~
EV VE (0=, =const.

Abbildung 2.3: Wegelement d3 im Potentialfeld.

Die skalare Funktion ¢ liefert eine vollstindige Beschreibung des elektrischen Feldes, da
aus ihr simtliche Feldkomponenten durch Gradientenbildung gewonnen werden. In der Praxis wird
diese Beschreibung des Feldes bevorzugt, da es — sowohl analytisch als auch numerisch — einfacher
bzw.vorteilhafter (Speicherplatz) ist, zunichst das Potential ¢ zu berechnen und anschliefend das
elektrische Feld durch Gradientenbildung zu bestimmen. Selbstversténdlich gilt

rot gradp = 0 — rot E= 0 ist erfiillt.

Dies gilt fiir jede beliebige Funktion ¢. Zu jedem Potential gibt es ein Vektorfeld, aber nicht zu
jedem Vektorfeld existiert ein eindeutiges Potential.

Oben wurde bereits kurz der Nabla-Operator V eingefiihrt. Seine Verwendung erleichtert die
Auswertung komplizierter vektoralgebraischer Ausdriicke. Man beachte, daft der V-Operator Vek-
torcharakter hat und Differentiationsvorschriften ausgibt. In kartesischen Koordinaten gilt:

Vo o o

Flichen gleichen Potentials werden als Aquipotentialflichen bezeichnet. Durch ©(7") = const.
ist die Gleichung einer Aquipotentialfliche in impliziter Form gegeben. Schreitet man im Feld um
ein Wegelement d3 fort (— Abb. 2.3), so dndert sich das Potential um

dp = @(F+ds)—e(F) = gradpds (2.2)
= |grad ¢||ds| cos(Zgrad ¢, ds")
dp = a—(pda: + %dy + a—(pdz ; ds = (dz,dy, dz)
Ox Oy Oz ’ e
= gradpds

Wiéhlen wir nun d§ gerade in Richtung der Tangente an eine Aquipotentiallinie, so muf defini-
tionsgemif das zugehorige dy verschwinden (innerhalb einer Aquipotentiallinie ist ¢ = const. ).
Durch Einsetzen in (2.2) ergibt sich 0 = grad ¢ ds’, d.h. die beiden Vektoren grad ¢ und ds ste-
hen senkrecht aufeinander. Hieraus folgt, da grad ¢ stets senkrecht auf Aquipotentiallinien und
-flichen steht. Damit gilt also:

Die elektrische Feldstarke E(f’ ) steht senkrecht auf den Aquipo-
tentialflichen ¢(7) = const. .
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2.1.2 Physikalische Bedeutung der Potentialfunktion

Nun mochten wir noch einige weitere Betrachtungen zur physikalischen Bedeutung des Po-
tentials anstellen: Betrachten wir eine Punktladung @ in einem vorgegebenen dufteren elektrosta-
tischen Feld E. Auf die Punktladung wirkt dann die Kraft £, = Q E(7). Befindet sich die Ladung
im Kriftegleichgewicht, so heifst dies, daf an der Ladung gleichzeitig eine externe mechanische
Kraft Fneen gleicher Grofse aber entgegengesetzter Richtung angreift:

ﬁe+ﬁmech20

Nun bewegen wir die Ladung @ im Feld E(F ) hinreichend langsam von # nach 7 ldngs eines
beliebigen Weges (— Abb. 2.4). Unter diesen Voraussetzungen konnen wir die reversible Arbeit
im thermodynamischen Sinne berechnen, die von der externen mechanischen Kraft aufgewendet
werden muf. Sie ist gegeben durch:

P>

P |:)1

P>
- Q/gradgadg' Abbildung 2.4: Beliebiger Weg zwischen zwei
Py Punkten

Unter den obigen Annahmen koénnen wir diese Arbeit AA mit der Anderung der poten-
tiellen Energie AW, der Punktladung @ im elektrostatischen Potentialfeld ¢(7) gleichsetzen:

AA = AW, = Qp(72) — Qp(r1).
Damit ist die Anderung AW, unabhingig von einer additiven Konstante in ¢ () und wir setzen
AW, = W, () — We (1)

und definieren die potentielle Energie W, () einer Punktladung @ in einem elektrostischen
Potentialfeld ¢(7) am Ort 7 durch

We () = Qp(F).
(Analog zur Definition des Potentials ¢ konnte hier eine additive Konstante hinzugefiigt werden,
ohne daf sich AW, &ndert.)

Kurz: Qp(7) ist als potentielle Energie (Arbeitsfihigkeit) der Punktladung @ im elektrosta-
tischen Potentialfeld ¢(7) zu bezeichnen — in Analogie zur potentiellen Energie einer Punktmasse
in der Mechanik. Die Potentialfuntion ¢(7) kann man also auch einfithren als die an der Punkt-
ladung @ aufzubringende Arbeit, wenn man die Punktladung @ in einem Potentialfeld, das im
Unendlichen verschwindet, aus dem Unendlichen (7;) an den Raumpunkt 7 =  bringt.

Aus obiger Uberlegung ergibt sich noch folgende wichtige Schlukfolgerung: Zwischen der dif-
ferentiellen Anderung dW, der potentiellen Energie W, (#) und der diese Anderung bewirkenden
Kraft F, lings des Wegelements ds" besteht offenbar der Zusammenhang

dW, = —F, ds.
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Vergleichen wir dies mit dW, = grad W, ds’, so folgt
ﬁe = —grad W,.

Dies gibt uns den Zusammenhang zwischen Kraft und potentieller Energie im elektrostatischen
Feld.

2.1.3 Die Potentialgleichung

Mit der Herleitung der Potentialgleichung lernen wir den ersten analytischen Losungsansatz zur
Losung der Maxwellschen Gleichungen kennen. Voraussetzung fiir das Weitere ist die Annahme,
dak e, u, k jeweils konstant seien.

Der Potentialansatz ist ein hiufig verwendeter analytischer Losungsansatz, der besonders im
Fall stationérer Felder von grofler Bedeutung ist.

Wir haben gesehen, dal wir das elektrostatische Feld wegen seiner Wirbelfreiheit (rot E = 0)
auch durch eine skalare Potentialfunktion beschreiben kénnen:

E(7) = —grad () = —V.

Fiir ein lineares, isotropes Medium gilt
D=¢E.

Fiir ein homogenes Material (¢ = const.) folgt dann durch Einsetzen in die Divergenzgleichung
divD = 0

schlieflich die Poison-Gleichung, auch Potentialgleichung

divD = diveE
= —divegradyp
= 0
= divegradey = —p
div gradp = — 2
€ = const. e v grad @ = -

Mit dem Laplace-Operator Ay := div grad schreibt sich die Poison-Gleichung kurz als

Ap = -2 (2.3)
€
Im ladungsfreien Raum ist ¢ = 0 und das Potential geniigt der Laplace-Gleichung
Ap = 0. (2.4)

Fiir kartesische Koordinaten gilt Ay = V2¢. Die Potentialgleichung ist eine elliptische Differen-
tialgleichung. Mit Hilfe der Poisson- bzw. der Laplace-Gleichung (bei inhomogenen Medien der
allg. Potentialgleichung) konnen wir fiir konkrete Problemstellungen die Potentialfunktionen und
damit die elektrischen Felder bestimmen.
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2.1.3.1 Potential einer Punktladung

Dem Problem angepafit wihlen wir Kugelkoordinaten mit Ursprung im Ort der Punktladung. In
Kugelkoordinaten ist der Laplace-Operator gegeben durch

10 Op 1 0 (. ,0p 1 9%
Ap=——(r= = — s~y
7T 2or (T 87’) * r2sin6 00 (Smeao) * r2sin® 992

Da die Raumladungsverteilung Kugelsymmetrie besitzt, ist auch ein kugelsymmetrisches Potential
zu erwarten:

- 0 0
e() = p(r) = %—0 ; %—0
Auferhalb der Punktladung ist der Raum ladungsfrei, d.h. o(7) = 0. — Laplace-Gleichung Ay =
0 ist zu 16sen:
1d [ ,de _ 9
ﬁ%@ﬁﬁ =0 -
d d
e (r2d—f) =0 |Integration
dy
2 2
- = C :
" dr ! [
fli_f = % [Integration
1
50(7’) = - ; + Cy

Zur Bestimmung der Konstanten C; und C3 miissen die Randbedingungen des elektrostatischen
Feldes benutzt werden. Zusétzlich sind Uberlegungen zur Struktur des sich einstellenden Feldes
notwendig.

1. Zunichst wihlen wir den Bezugspunkt so, daf

plr=o0) = 0
— CQZO

2. Die Ladung im Nullpunkt (r = 0) hat die Grofe Q. Nutze die 3 Maxwellschen Gleichungen
in Integralform:

—

}é[ﬁdﬁ - Q FE=-gradp, E=(E.0,0)

Hiillkugel
Lo ,C
= ebdA = —edmrt— = @
r
Hiillkugel
— i, = _i
4dme
p(r) = 9
drer bekanntes Resultat aus
. Q Grundlagenvorlesung
E(fF) = —¢
4mer?

In analoger Weise kann das Potential von Flidchen- und Linienladungen bestimmt werden.
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Q1

Quellpunkt

0

Abbildung 2.5: Vektorielle Uberlagerung der Feldstiirke zweier Punktladungen.

2.1.3.2 Das Superpositionsprinzip

In vielen Fillen kann die Losung der Potentialgleichung aus der Uberlagerung der Wirkungen
einzelner Ladungen abgeleitet werden, indem das Superpositionsprinzip benutzt wird.

Etwas allgemeiner als vorher betrachten wir zunéchst eine Punktladung @; am Ort 7. Sie
verursacht im Punkt 7 des freien Raums das elektrische Feld

(2.5)

das auch als Coulombfeld bezeichnet wird. Der Ort der felderzeugenden Ladung wird als Quell-

punkt, der Punkt, an dem man das Feld beobachtet, als Aufpunkt bezeichnet (— Abb. 2.5). Das
Feld, das von N Punktladungen @Q; mit den Quellpunkten 7; im Aufpunkt 7 erzeugt wird, erhélt
man durch Superposition (vektorielle Addition der Feldstérken) zu

- 1 7
E(F) = > Qi
(T) 47T€() P Q1|,Fo7 7:;|3 (26)

Vereinbaren wir, daf in grad [f (7, 7;)] die Gradientenbildung beziiglich der Aufpunktskoordinaten
7 durchzufiihren ist, so konnen wir wegen

grad = = — z:_fi3
|7 — 7] |77 — 7]

obige Gleichung auch als
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schreiben. Hieraus erhalten wir fiir das Potential von N Punktladungen

() 47r50 Z |7 — 7"2| (2.7)

Es ergibt sich somit durch Summation iiber die Potentiale der einzelnen Ladungen.
Beachte: An den Orten der Punktladungen (Quellpunkten) werden Potential und Feldstérke
singulédr. Das Potential ist so normiert, dafs es fiir » — oo verschwindet.

2.1.3.3 Potential einer Raumladungsverteilung

Wir betrachten nun ein am Quellpunkt 7; gelegenes infinitesimales Ladungselement dQ; = o(7;) dV;
(— Abb. 2.6). Dieses erzeugt im Aufpunkt 7 einem Feldbetrag dE(7) geméf:

-1 dE(7)

0

Abbildung 2.6: Infinitesimales Ladungselement.

Durch Superposition der Betréige aller infinitesimalen Ladungselemente erhalten wir das re-
sultierende Feld im Aufpunkt 7. Dazu miissen wir eine Volumenintegration beziiglich der Quell-
punktskoordinaten iiber den gesamten von Raumladung erfiillten Bereich durchfiihren:

_ V(7 —7)
E(r) = 7
) dmeg /// |7“*7“z|‘3 av;
_ /// (7) grad ( ——) av;
N 4reg olri) gra |7 — 73] !
v

= cend | g /// Ir—n 28

(2.8) — Gradientenbildung beziiglich des Aufpunktes

Das Potential einer Raumladungsverteilung o(7) ist durch das Coulombintegral

o) = oy ] 29
\%4

gegeben.
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Fiir ganz im Endlichen gelegene Raumladungsverteilungen o(7) liefert das Coulombintegral ein
Potential, das fiir » — oo verschwindet, d.h. fiir derartige Ladungsverteilungen beinhaltet obige
Gleichung bereits eine Festlegung des Bezugspotentials.

Es 14t sich zeigen, daf das obige Potential bei tiberall endlicher Raumladungsdichte (|o| < 9maz)
und einer ganz im Endlichen liegenden Ladungsverteilung beschrankt ist:

=2
— OmazTmax
() = 22

2.1.3.4 Das Coulombintegral fiir spezielle Ladungsverteilungen

1. Oberflichenladungsdichte o (7) auf geladener Fliche F

_. QF rz
df;
20 = e //| —r ¥ (2.10)

2. Linienladung og(7)

z d ;
~ e, / —7 (2.11)
S

— logarithmische Singularitét auf der ladungstragenden Linie!

2.1.3.5 Beispiel: Der elektrische Dipol

Wir betrachten eine Anordnung aus zwei Punktladungen +@ und —@, die einen Abstand d zuein-
ander haben. Eine solche Anordnung wird als Dipol bezeichnet. (— Abbildung 2.7) Im Aufpunkt

Abbildung 2.7: Prinzip des Dipols.

P erhalten wir das Potential

o) = o= (7~ ey ) (2.12)
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Aus Abbildung 2.7 entnehmen wir

F—7y = ’F—_‘l—f—CZ’
1 1
|7 — 7] |7 — 7 +d]|
1
VIF=if2 +2d (= 1) + |d)?
1 1
|7 — 71| J’(—* > 2
1) |d|
14+2—— + =
S R G

Fiir Aufpunkte mit

- 1
7F—7r1 > |d Entwicklung von ——

ergibt sich folgende Entwicklung

1 1
- |d] .
Ordnen wir dies nach Potenzen von ﬁ, so erhalten wir
T—T"r
1 B 1 dF—7) 1 |d?
[F—m)2 -7 L P2 27— )2

s[a—m)]

il S S
2 |F—nr*
Nun setzen wir diese Entwicklung in Gleichung (2.12) ein und erhalten

o(7)

4’/T€()

Fiir Aufpunkte im Fernfeld, d.h. wenn
|7 — 7] > |d|
gilt, kdnnen wir das Potential dann anndhern durch

L Q d(F-)
QD(T)—47T€() |7777?1|3

Lassen wir nun d — 0 und gleichzeitig () — oo streben, und zwar so, daf der Vektor

F=Qd
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e
<

0

Abbildung 2.8: Definition des Dipolmoments.

der von —(@ nach +@Q zeigt, konstant und endlich bleibt, so erhalten wir ein Gebilde, das wir in
Analogie zur Punktladung als Punktdipol bezeichnen wollen. Der Vektor 5 heifft Dipolmoment
und hat die Einheit [Asm]. (— Abbildung 2.8)

Das Potential eines Punktdipols mit dem Dipolmoment p, der sich am Ort 7 befindet, ist
gegeben durch:

F=mP (2.13)

Mit dem Winkel 6 zwischen % und (¥ — 7 ) kénnen wir auch schreiben:

1 |p]|cosf

o(F) = drmeo |7 — 712 (2.14)

Der Punktdipol stellt, ebenso wie die Punktladung, eine Idealisierung dar, die in der Praxis nur
ndherungsweise realisierbar ist.

Die elektrische Feldstirke ergibt sich aus Gleichung (2.13) durch Gradientenbildung. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir einen Punktdipol mit Ausrichtung lings zur z-Achse. Weiterhin
nehmen wir 73 = 0 an, d.h. der Punktdipol befinde sich im Koordinatenursprung. Wir setzen
|| = r und || = p. Die z-Komponente des elektrischen Feldes ist dann gegeben durch

g - 9% _ pé(i)zl p <L3_22>

9z dmeg 0z \r3 " 4meg \ 13 rd
p 3cos?f—1
baw. E, = L2 2% 777
2w 4reg r3

Die x- und y-Komponenten sind gegeben durch:

3
g, - P %=
4meg 1o
P 3zy
E, = =9
Y dreg 10

IProduktregel — r = \/m
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Letztere konnen wir zu einer Feldkomponente kombinieren, die senkrecht zur z-Achse steht und
als transversale Komponente E| bezeichnet wird:

3z
E, = ,/E%+E§:—4:EOT—5 2 + 32

p 3cosfsinf
4reg 73

Die transverale Kompponente £ liegt in der xy-Ebene und zeigt direkt weg von der Achse des
Dipols. Das Gesamtfeld ist

E=\/E2+E?.

Das Dipolfeld varriert umgekehrt proportional zur kubischen Wurzel des Abstandes zum Dipol —
Abb.2.9 und Abb. 2.10.

Abbildung 2.9: Das elektrische Feld zweier Punktladungen (elektrischer Dipol).
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Abbildung 2.10: Das elektrische Feld eines Punktdipols.

2.1.3.6 Beispiel: pn-Ubergang

Dies ist ein Beispiel aus der Halbleitertechnologie und findet Anwendung als Kapazitéitdiode. Mo-
delliert wird ein abrupter Ubergang zweier Raumladungsbereiche. Dies wird in der Praxis nur néhe-
rungsweise erreicht; es handelt sich bei dem Modell also um eine Idealisierung. (— Abbildung 2.11)

Aufgabenstellung:
- Berechnung von Feldstirken und Potentialen am Ubergang

- Spannungsabhiingigkeiten der Kapazitiit C' des pn-Ubergangs

‘ Raumladung im p-Gebiet ‘ Raumladung im n-Gebiet
op = —(eNa+en™) on = +eNp+ept
Ny = Dichte der Akzeptoren Np = Dichte der Donatoren
n~ = Dichte der Elektronen aus pT = Dichte der Defektelektronen
n-Gebiet aus p-Gebiet

Nun fiihren wir folgende Ndherungen durch (— Abbildung 2.12):

Ny > n~

N4 = const.firz; <z <0

Np > p*

Np = const.fir 0 <z < 9
p - Gebj n ;/Gebiet

=
X X X

1 2

Abbildung 2.11: Abrupter Ubergang zweier Raumladungsbereiche.
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Ap(x)

&N,

X1

e-N,

Abbildung 2.12: Nitherungen des Ubergangs.

Jetzt wollen wir die Potentialgleichung 16sen:

Y
A _¢
v 5
Py Pp Po _ o)
oxr?2  Oy? 022 €

Nun wird eine weitere Niherung gemacht: Es wird angenommen, daf die Dicke des pn-Ubergangs
d = |x1|+|x2| viel kleiner sei als die Ausdehnung der Ubergangsfliiche in y- und z-Richtung. Damit
kann dann die Ndherung gemacht werden, daf keine Potentialinderung in y- und z-Richtung
stattfindet und dafl ¢ nur von = abhéngt.

Beachte: Diese Niherung ist bei Hochstfrequenz-Bauelementen nicht mehr zuléssig.

Mit obiger Annahme erhalten wir fiir die Potentialgleichung in den beiden Gebieten:

Pop o Pon _ on
ox2 € ox2 €
82<pp _eNgy 0o, B eNp
ox2 € ox2 €

Durch Integration erhalten wir:

1€NA 2

= C C
¥p 2 ¢ ot G
leN,
on = —o—2a?+Caz+Cy
2 ¢
Die Konstanten C1, ..., C4 konnen wir mit Hilfe von Randbedingungen berechnen.

Fiir dir Formulierung von Rand- bzw. Grenzbedingungen ist die physikalische Vorstellung sehr
wichtig:

1. In z = z; und = = x5 sind die Spannungen bekannt und die Feldstdrken verschwinden.

0 Opn
v _ Ton gelten.

2. In z =0 muf ¢, = ¢, und . o

3. U sei die von auRen angelegte Sperrspannung und Up die Diffusionspannung am pn-Ubergang.
Der qualitative Verlauf von ¢(x) ist in Abbildung 2.13 gezeigt.

Damit liegen diese Randbedingungen vor:
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- (U+U,) _/

Abbildung 2.13: Qualitativer Verlauf von ¢(z).

L gy(a1) = (U + Up)

2. pn(x2) =0

3. ¢p(0) = ¥n(0)
dp

4 P =0
ox (1)
Don

5. =0
ox (w2)
8901) Opn

6. —(0) = —(0
ox (0) ox 0)

Hiermit lassen sich die Konstanten Ci,...,Cy und die Ausdehnungen der Raumladungen x; und

To, die von den Dotierungen abhingen, bestimmen.

Der Spannungsverlauf wird durch Parabelb6gen gegeben. Fiir die Kapazitdtsberechnung ist die
Bestimmung von 27 und x2 erforderlich. In der Praxis sind z; und x5 ungleich (unsymmetrische
Ubergiinge sind die Regel).

Berechnung der absoluten Kapazitét:

Q
C =
U+Up
mit bzw.
-Q, = 0V, Qn = o0V - A = Fliche des pn-Ubergangs — Aus-
V. = A V. — Az dehnung in y- und z-Richtung
p 1 n  — 2

- V = Volumenanteile des p-/n-Gebietes

Mit |Qp| = |Qx| ergibt sich:

2ee Np Nay
C=A
\/(NA+ND)(U+UD)

Fiir die differentielle Kapazitit ergibt sich

2Q

Caigy = (U + Up)
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Cro = A ec Np Ny
= 2(Ng+ Np)(U 4+ Up)

Die Steuerung der Kapazitit durch U hat also die Form
1
VU +Up

Die differentielle Kapazitdt betrigt die Hélfte der absoluten Kapazitit.

CN

2.1.4 Die Spiegelungsmethode

Bevor wir uns im néchsten Abschnitt mit formalen Lésungsmethoden befassen, werden wir die
einfache Methode der Spiegelung behandeln, die unter bestimmten Voraussetzungen zur Losung
der Potentialgleichung verwendet werden kann.

Bisher haben wir Beispiele betrachtet, bei denen die Ladungsverteilung bekannt war. Nun
wollen wir die Felder in der Ndhe von Leitern bestimmen. Bei der Spiegelungsmethode wird so-
zusagen ein , Trick “angewandt, indem wir uns bereits bekannter Losungen bedienen, die wir fiir
Fille erhalten haben, in denen die Ladungen an festen Orten plaziert sind.

Betrachten wir z. B. Abb.2.9. Wiirden wir nun eine ganz diinne Metallschicht auf die mit A
bezeichnete Aquipotentialfliiche legen, so wiirde dies - bei geeigneter Anpassung an den Potenti-
alwert - keinerlei Verdnderungen bewirken. Dennoch hétten wir ein anderes Problem gelst! Wir
hétten ndmlich die Situation gelost, in der die Oberflache eines gekriimmten Leiters mit einem
gewissen Potential in die Ndhe einer Punktladung plaziert wurde. Wenn die besagte Metallschicht
in sich geschlossen ist oder weit genug reicht, haben wir somit gefunden, dafs die Felder innerhalb
und aufserhalb einer geschlossenen leitenden Schale voneinander weitgehend unabhéngig sind: Im
Raum aufierhalb gleichen die Felder denen zweier Punktladungen und innerhalb verschwindet das
Feld. Weiterhin steht das Feld gerade aufierhalb des Leiters senkrecht auf der Oberfliche - so wie
es sein muft — Abb.2.14.

Abbildung 2.14: Punktladung vor leitender Kugel.

Somit kénnen wir die Felder fiir die obige Anordnung bestimmen, indem wir die von der Ladung
@ und einer imagindren Punktladung —(@ verursachten Felder berechnen. Die imaginire Ladung
—@ mufl dazu natiirlich geeignet plaziert sein.
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Bevor wir nun konkret die Spiegelladungsmethode behandeln, sollen einige wichtige Tatsachen
in Zusammenhang mit Leitern ins Gedéchtnis gerufen werden:

1.

Das Potential ¢ ist an der Oberfliche eines Leiters konstant, d.h. die Oberfliche ist eine
Aquipotentialfliche.

Das Innere des Leiters ist feldfrei. (Im stationédren Zustand verschwindet die Ladungsdichte
im Innern des Leiters: o = 0).

Auf der Leiteroberfliche konnen nur Normalkomponenten der Feldstidrke vorhanden sein,
Tangentialkomponenten sind auf Grund der Leitfihigkeit stets Null. (vgl.2.)

d ~
. Die Ladungsdichte p = d—i ist gleich dem Betrag der Verschiebungsdichte o = |D|, denn

/ / odA = Q bzw. # DdA = Q. Danur D, auf der Leiterfliiche existiert, ist o = D .
A A

Wird eine beliebige Aquipotentialfliche in einem Feld durch eine Leiteroberfliche ersetzt, so
dndert sich die Feldverteilung nicht, wenn die eingeschlossene Ladung auf der Leiteroberfliche
verteilt wird.

Die Punkte 1. und 5. sind die schon besprochene Grundlage fiir die Spiegelungsmethode.

2.1.4.1 Punktladung vor leitender Halbebene

Betrachten wir wieder das Bild mit den Feldlinien und Aquipotentialflichen zweier Punktladun-
gen. Bei der einfachsten moglichen Anwendnung der Spiegelungsmethode benutzen wir die mit
B markierte ebene Auipotentialfliche. Damit koénnen wir das Problem einer Ladung vor einer
leitenden Schicht l6sen. Da dabei das Potential gleich Null ist (B liegt genau in der Mitte zwi-
schen den beiden Ladungen), entspricht es der Losung des Problems einer positiven Ladung vor
einer geerdeten leitenden Platte. Die Punktladung 4@ sei im Abstand d von der leitenden Ebene
angeordnet (— Abbildung 2.15).
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Abbildung 2.15: Feld einer Punktladung vor einer geerdeten leitenden Platte.

Gesucht ist das Potential im rechtem Halbraum. Dazu wird eine zusitzliche (,imaginére®)
Ladung auferhalb des Losungsraumes, d.h. fiir z < 0 angebracht, um die Randbedingung ¢ = 0
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an der Ebene z = 0 (Rand unseres eigentlichen Losungsgebietes) zu erfiillen. Die Symmetrie des
Problems legt es nahe, eine Spiegelladung @’ = —Q am Ort (0,0, —d) anzubringen. Q' wird als
elektrisches Spiegelbild von @ bezeichnet. Das Potential im Aufpunkt 7 ergibt sich dann durch
Addition der Potentiale von @ und Q' zu

p() = : <| @ 9 > (2.15)

dmeg \|[F = 71| |F— 7]

1 Q B Q
dmeg \ /22 + 2+ (2 —d)? a2ty i+ (z+d)? )

Liegt der Aufpunkt in der Ebene 2z = 0, so ist |/ — 71| = [ — 75|. Die Ebene z = 0 ist also
Aquipotentialfliche mit ¢ = 0, d.h. die Randbedingung ist erfiillt.

Wir erhalten also im rechten Halbraum z > 0 dasselbe Potential, wenn wir
statt der Anordnung aus Punktladung 4+ an der Stelle z = d und geerdeter,
leitender Ebene bei z = 0 die Ersatzanordnung aus Punktladung +@Q bei z = d
und ,Bildladung“—@ an der Stelle z = —d betrachten.

Ohne Zubhilfenahme der Spiegelungsmethode wére die Aufgabe nicht mehr elementar zu losen.
Es miifte ndmlich die auf der leitenden Ebene influenzierte Flichenladungsdichte or(x,y) so
bestimmt werden, dafs das Potential

+oo
1 ! !/
SD(F) = ) QQ + // QF(I Y ) da’ dyl
4#50\/1 +y2+ (2 —d)? 47r507 \/(x,x/)2+(y,y/)2+zz

der Randbedingung ¢(z,y,0) = 0 geniigt. Es wére also eine Integralgleichung fiir o (z, y) zu 16sen.
Stattdessen konnen wir zundchst die elektrische Feldstérke E(f’ ) im rechten Halbraum durch
Gradientenbildung aus (2.4) gewinnen und anschliefend die auf der Wandoberfliche induzierte
Flachenladungsdichte o durch Auswerten der Randbedingung fiir die Normalkomponente von D
bestimmen. Ohne Herleitung soll hier nur das Ergebnis angegeben werden:

_Q d
2 ($2 + y2 + d2)3/2

oF ist rotationssymmetrisch zur z-Achse. Durch Integration iiber die leitende Ebene ergibt sich
die gesamte influenzierte Ladung zu —@.

Um das Potential einer Ladungsverteilung vor einer leitenden Ebene zu bestimmen, kann auch
bei der Spiegelungsmethode wiederum das uns bekannte Superpositionsprinzip angewendet wer-
den.

or = (2.16)

2.1.4.2 Loésungsprinzip der Spiegelladungsmethode

Nachdem wir uns zunéchst anschaulich und dann an einem konkreten Beispiel ein Bild von der
Spiegelungsmethode gemacht haben, soll hier noch einmal das Prinzip formuliert werden.
Problemstellung: Gegeben ist ein Teilgebiet G des dreidimensionalen freien Raumes (G C R3)
sowie eine Ladungsverteilung in G (¢ : R* — R) — Abb. 2.16. Gesucht ist das zugehorige Potential
¢ (¢ : R®* — R), das an den Grenzen 9G des Teilgebietes zum iibrigen Raum den Randbedingun-
gen fir elektrostatische Felder geniigt (hierzu kommen wir noch spiéter).
Losungsweg:

1. Betrachte das Potential @;npom, das durch die vorgegebene Ladungsverteilung im freien
Raum erzeugt wiirde, d.h. das zur Raumladungsdichte o(x,y, z) gehorige Coulombintegral.
Dieses Potential geniigt im Losungsgebiet G der inhomogenen Poisson-Gleichung

Apinhom = —% (2.17)

aber i.a. erfiillt es nicht die Randbedingungen!
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Abbildung 2.16: Teilgebiet G im dreidimensinalen freien Raum.

2. Nun denke man sich die Grenzflichen OG entfernt und bringe aufserhalb des Losungsgebietes

G (also in R3|G) zusitzliche Raumladungen an (— Abb.2.17). Das von den Raumladungen
aufierhalb des Losungsgebietes erzeugte Potential ¢y, geniigt innerhalb des Losungs-
bebietes G der homogenen Laplace-Gleichung

A‘phom =0. (2.18)

. Die Summe beider Potentiale geniigt im Losungsgebiet G der Poisson-Gleichung

0
Ac;Oz'nhmn + A<;Ohorn == A(Sainhom + Sahom) = 75_ (2]—9)
0
(D.h. in der Spiegelungsmethode findet einer der wichtigsten Losungsansitze fiir Differen-
tialgleichungen aus der Mathematik Anwendung, nach dem sich jede Losung aus einer spe-
ziellen inhomogenen und der allgemeinen homogenen Lisung zusammensetzen 1afst.)

Nun sollen noch einige Hinweise zur erforderlichen Anordnung von Ladungen aufserhalb des
Losungsgebietes G angegeben werden, so daf das resultierende Potential die Randbedingun-
gen an 0G erfiillt.

(a) Veranschaulichung des Verlaufs der Feldlinien.

(b) Suche nach Ladungen und Spiegelladungen (Bildladungen), die in G das gleiche Feldbild
wie die Problemstellung ergeben.

(¢) Immer: Zuriickfiihrung der Spiegelung von Linien-, Flichen- und Raumladungen auf
Spiegelung von einzelnen Punktladungen.

Abbildung 2.17: Zusétzliche Raumladungen aufserhalb des Losungsgebietes.
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(d) Bei Problemen mit Mehrfachspiegelungen ist die Reihenfolge der Einzelspiegelungen
beliebig.

(e) Im Losungsgebiet G diirfen keine Spiegelladungen vorhanden sein.
(f) Erfiillung aller Rand- und Stetigkeitsbedingungen.
(g) Beachtung der Ladungserhaltung bei nicht geerdeten Anordnungen (>~ Q; = 0).

(h) Berechnung des elektrischen Feldes aus Superposition der Felder der Ladungen und der
Spiegelladungen.

Tatséchlich ist die Methode nur bei einfachen Problemstellungen anwendbar, denn nur dort
gelingt es, Grofe und Lage der imagindren Spiegelladungen mit elementaren Mitteln zu
bestimmen.

2.1.4.3 Punktladung vor leitender Kugel

Als zweites elementares Beispiel soll nun eine Punktladung vor einer leitenden Kugel betrachtet
werden.

Praktische Bedeutung dieses Beispiels: Bei der Berechnung von Feldstérkeiiberh6hungen in
Transformatoren, die in ihrem Ol Verunreinigungen z. B. durch Wassertrdpfchen haben.

Wir betrachten also eine Punktladung vor einer geerdeten leitenden Kugel mit Radius R
(— Abb. 2.18). Gesucht ist das Potential im Aufenraum. Das zu erwartende Potential wird ro-
tationssymmetrisch zur Verbindungslinie vom Kugelmittelpunkt zur Punktladung ) sein. Daher
wird die Spiegelladung @2 auf dieser Verbindungsgeraden angenommen. Grofe und genauer Ort
von (2 miissen nun bestimmt werden.

Ny \
¢=0 S1 |

Abbildung 2.18: Punktladung vor geerdeten leitenden Kugel.
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Das Potential im Aufpunkt P ist gegeben durch

o) = — (ﬁ@) (2.20)

47‘(’80 71 T2

Da die Kugel leitend ist, muf die Kugeloberfliche eine Aquipotentialfliche sein, d.h.
©(R) = const. . Mit dieser Randbedingung bestimmen wir (zunéchst) Ort und Grofe der Spiegel-
ladung fiir den Spezialfall einer geerdeten Kugel (¢(R) = 0):

Q_& . @a_n . @&_uw

r T Qs 1 Q3
mit
2 = R?4s? —2Rs;cosf
r2 = R?4 52— 2Rsycosf

Einsetzen in vorige Gleichnung

Q? B R? + s% — 2Rsy cosf
Q%  R%?+s3—2Rsycosf
%52 B R2s9 + 3%32 — 2Rs189 cos b
Q351 R2%s; +s3s1 — 2Rs182cosf
Durch Wahl von
R? = 5159 (2.21)
ergibt sich
Q2 S1
Q—; = (2.22)
2

Einschub zu (2.21):

Nach einem Satz der Geometrie (APPOLLONIUS) ist der geometrische Ort der Punkte
einer Ebene mit konstantem Abstandsverhéltnis zu zwei festen Punkten dieser Ebene
ein Kreis, der die Verbindungsgerade zwischen den beiden Punkten harmonisch teilt.
Nach Abb. 2.18 heifit dies:

Q1A Q1B n_ @

= —_— = — = const.

Q24 Q2B re Q2

s1— R 51 + R

R — S92 o R + So

Die Multiplikation mit (R — s2)(R + s2) liefert:
s1R + 5180 — RrR? - Rsy = s1R— 5182+ RrR? - Rso

bzw. 2R? = 25189
oder R? = 5159

Aus (2.21) und (2.22) lassen sich der Ort und die Grofe der gesuchten negativen Spiegelladung
(—Q2) bestimmen.
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Bis hierher wurde das Potential auf der Kugeloberfliche zu Null gesetzt. Wenn wir nun im
Mittelpunkt der Kugel eine weitere Punktladung (4+@Q3) anbringen, so bleibt die Kugeloberflache
weiterhin eine Aquipotentialfliche — allerdings nun mit einem Potential ungleich Null. Fiir den
Raum auferhalb der Kugel ergibt sich in diesem Fall das Potential

o(F) = = (@ _Qz @) (2.23)

dmeg \ 71 T T3

Mit Gl. (2.23) 14t sich jedes beliebige Potential auf der Kugeloberfliche oder jede Geamtladung
in der Kugel einstellen.

QS Qges QO(R)
geerdete Kugel 0 —Q2 0
ungeladene Kugel | Q2 0 1 QEQ 7
TEOD
Q3
t . _
sons Qs Q3—Q2 pe—

Tabelle 2.1: Spiegelung an einer Kugel

Bisher haben wir uns im wesentlichen auf Felder im Vakuum beschrinkt. Im folgenden wollen
wir nun auch Dielektrika betrachten.

2.1.5 Randbedingungen des elektrischen Feldes an der Grenzfliche ho-
mogener Medien

Zunichst betrachten wir die erste Maxwellsche Gleichung fa A Eds = 0 fiir eine rechteckférmige
Fliche AA, welche die Grenzflichen der Medien 1 und 2 durchsetzen (— Abb. 2.19). 7 sei der
Normalenvektor senkrecht zur Grenzfliche, von Medium 2 nach Medium 1 weisend.

T 1 JE, §Eds= o

Medium 1 e od& ds, oA
1 / 4 Ah
. - ds,
Medium 2 & E,

Abbildung 2.19: Grenzfliche zweier Medien.

Nun lassen wir Ah so gegen Null gehen, dafs das Integrationsgebiet auf die Grenzfliche zusam-
mengezogen wird, und erhalten fiir das Integral § E ds folgendes:

Ah—0
0A As As

lim ¢ Eds5= /Edé‘l + /Ed§2 = /(E1 — Ey)ds (2.24)
As
mit ds = d§] = —d§,. d§ liegt tangential zur Grenzfliche. Die beiden gegen Null gehenden Recht-
eckseiten liefern keinen Betrag.
Seien Ey, und E,, die zur Grenzfliche tangentialen elektrischen Feldkomponenten. Dann ergibt
sich aus (2.24):

(Et1 _Et2)l =0

daraus folgt sofort

E, = E, (2.25)

1
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Die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstéirke miissen also stetig sein.

Um die Randbedingung fiir die elektrische Flufdichte D zu ermitteln, betrachten wir nun
einen kleinen Zylinder AV mit der Héhe Ah und Stirnfliche AA. Dieser Zylinder durchsetze die
Grenzflache der beiden Medien (— Abb. 2.20).

Medium 1 g
Medium 2 ¢, 62 “-—--:F -----
Abbildung 2.20: Grenzflache zweier Medien.

Erneut lassen wir Ah so gegen Null gehen, daf das Integrationsgebiet auf die Grenzflache zu-
sammengezogen wird. Dann erhalten wir aus der linken Seite der dritten Maxwellschen Gleichung:

ffDdA= [[[ odV:

lim (] Dad //<5dgl+5dg2>

Ah—0
oV AA

= (Dny — Dy,) AA (2.26)

mit den Normalkomponenten D,,, und D,,, von D. Die Mantelfliiche liefert keinen Beitrag.
Die rechte Seite der dritten Maxwellschen Gleichung strebt fiir endliche Ladungsdichten g gegen

Null:
Alfllrgo ///de =0. (2.27)
v

Falls die Grenzfliche eine Oberflichenladungsdichte op trigt, ergibt sich

Al}llgo///ng = qF. (2.28)
v

Dabher folgt aus (2.26) und (2.27):

1. Trigt die Grenzfliche zweier Medien keine Oberflichenladungsdichte, so gehen die Normal-
komponenten von D stetig durch die Grenzflache:

D,, = D,, firge=0 (2.29)

1

2. Tragt die Grenzfliche zweier Medien eine Obgrﬂéchenladungsdichte qr, so springt die Nor-
malkomponente der elektrischen Flufsdichte D an der Grenzfliche:

Dn1 - D’ng = QF (2.30)

Die Randbedingungen fiir D und E fithren dazu, daR elektrische Kraftlinien beim Eintritt in
ein anderes Medium bzw. beim Durchgang durch eine Flachenladung geknickt (,,gebrochen’)
werden (vgl. Optik).
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Fiir den Fall ohne Oberflichenladung wollen wir nun das Brechungsgesetz der Elektrostatik her-
leiten. Unter Benutzung der Materialgleichungen D = ¢F ist Gl. (2.25) dquivalent zu

D D
Lsing = Zsinay (2.31)
€1 [50)

mit den Bezeichnungen gemif Gl. (2.29) kann auch geschrieben werden als
Dicosa; = Dsycosas. (2.32)

Durch Division von (2.31) durch (2.32) ergibt sich schlieflich fiir den Fall einer ladungsfreien
Grenzflache:

tan aq _ €1 (2 33)
tan ao €9 )

Dies ist das Brechungsgesetz der Elektrostatik. Es besagt, daf die Feldlinien im dichteren
Medium von der Normalenrichtung weg gebrochen werden (— Abb. 2.21).

Medium 1 ¢ '

ioc T

Medium 2 ¢ 2

Abbildung 2.21: Brechungsgesetz der Elektrostatik.

Wenn €1 > e9 ist, wird Dy, > Dy,, d.h.aus Stoffen mit grofer Dielektrizitdtskonstante e
treten die Feldlinien nahezu senkrecht aus.

2.1.5.1 Beispiel: Plattenkondensator mit geschichtetem Dielektrikum

Ein Plattenkondensator mit geschichtetem Dielektrikum kann als Reihenschaltung der einzelnen
Schichtkondensatoren aufgefalt werden (— Abb. 2.22).

Gegeben sei die Spannung U zwischen den beiden Platten. Gesucht sind das Potential und die
Feldstérke in den beiden Schichten (A) und (B).

Die Losung des Randwertproblems ist eindeutig. Eine Losung der allgemeinen Potentialglei-
chung, die die Randbedingungen erfiillt, ist daher zugleich die einzige Losung des Problems.

In beiden Raumteilen gilt ¢ = 0 und € = const., d. h.es gilt die Laplace-Gleichung Ay = 0.
Die beiden Platten sind Aquipotentialflichen, d. h. die elektrischen Feldlinien stehen senkrecht auf

9 X
e 2 (Ay/ -
7<%, ®) U

¢

Abbildung 2.22: Plattenkondensator mit geschichtetem Dielektrikum.
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ihnen und dort gilt %‘y@ = 0 sowie %‘f = 0. Damit folgt

0%
Ap=—72=0
L4 0x?
und wir erhalten fiir die beiden Raumanteile
oY) = atbr = EW = —p (2.34)
oPBl(z) = c+dx = EP) = _d (2.35)

Aus U = ffh E, dx und der Stetigkeit der Spannung an der Grenzschicht der beiden Medien 1
und 2 folgt

U = -bh—dh. (2.36)
Da die tangentialen elektrischen Felder in der Grenzschicht verschwinden, kénnen wir lediglich auf
die Stetigkeitsbedingungen fiir die Normalkomponente der elektrischen Flufdichte zuriickgreifen.
Darus erhalten wir

—Elb = —Egd (237)

Aus den Gleichungen (2.36) und (2.37) folgt dann

€1 U
J - _ v 2.38
€1 +ea h ( )
150 U
h o= — el 2.39
e1+eah ( )
Damit ergibt sich fiir das Potential
o) = a-— £ g:c
e1+ezh (2.40)
eBlz) = c— o1 gx
e1+eéex h

Die Konstanten a und ¢ miissen noch geméf den Randbedingungen mit den Randwerten ¢, und
2 bestimmt werden.

2.1.5.2 Beispiel: Punktladung vor dielektrischem Halbraum

Zur Bestimmung des Potentials und des elektrischen Feldes miissen wir eine Fallunterscheidung
fiir x < 0 und « > 0 treffen (— Abb. 2.23)

1. z>0:
Wir fiillen zunéchst den gesamten Raum mit Medium 1, d.h. ; (— Abb. 2.24).

Da wir das Feld nur fiir > 0 berechnen wollen, kdnnen wir eine Spiegelladung a@; an der
Stelle x = —a annehmen. Wir erhalten damit

) _ 1 Q1 Q1
2 (I;ywz) 4meq {\/(I i a)2 +y2 T 22 + \/(x — a)2 +y2 I 22} (2.41)

mit einer bislang noch unbekannten Konstante a. Nun betrachten wir den zweiten Fall:
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Abbildung 2.23: Punktladung vor dielektrischem Halbraum.

2. x<0:
Erneut fiillen wir den Raum homogen — nun allerdings mit Medium 2, d. h. €5 (— Abb. 2.25).
Die Stelle z = —a liegt nun im untersuchten Gebiet, so daff wir dort keine Spiegelladung
anbringen kénnen. Wir kénnen aber die Ladung 1 mit einem Faktor 8 wichten und erhalten
dann
1 BQ1
@z, y,2) = 2.42
2 ( Y ) 471.&2 \/(l' — a)Q + y2 + 22 ( )
Nun verwenden wir die Stetigkeitsbedingungen bei z = 0:
1 2
E@(} ) = E@(} )
D;l) _ D:(EQ)
und konnen damit die unbekannten Faktoren o und (8 bestimmen:
€1 — &2 2e9
o=—" und f=—- (2.43)
€1+ &9 €1+ &2

Das Potential in den beiden Raumteilen ergibt sich durch Einsetzen von (2.43) in (2.41) bzw.
(2.42). Das elektrische Feld ergibt sich dann jeweils durch Gradientenbildung.

Bemerkung: Die beiden Sonderfélle e5 — oo (entsprechend einer Punktladung vor einer
leitenden Ebene) und 2 — 0 sind in der Losung enthalten.

" L

Abbildung 2.24: Gesamter Raum mit Medium 1 gefiillt.

\i
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o

Abbildung 2.25: Gesamter Raum mit Medium 2 gefiillt.

N
@Q

2.2 Formale Losungsmethoden

Auch wenn wir bisher bereits einige Problemstellungen aus der Elektrostatik als Beispiele durch-
gerechnet haben, so ist zu beachten, daf diese Beispiele spezielle Symmetrien aufwiesen oder
anderweitig einfache plausible Ansétze ermdglichten. Im allgemeinen miissen wir jedoch formale
Methoden mit allgemeiner Anwendbarkeit benutzen und haufig sogar auf numerische Methoden
zuriickgreifen.

Eine wichtige analytische Losungsmethode ist die Methode der Variablenseparation. Der
erste Schritt zur Anwendung dieser Methode liegt in der Wahl eines Koordinatensystems, das eine
moglichst einfache Formulierung der Randbedingungen erlaubt. Deshalb erfolgt nun ein Einschub
iiber orthogonale krummlinige Koordinaten und die entsprechende Vektoranalysis.

2.2.1 Orthogonale krummlinige Koordinaten

Bereits bei unseren einfachen Beispielen haben wir hiufig andere Koordinatensysteme, als das
kartesische Koordinatensystem benutzt, um vorhandene Symmetrien ausnutzen zu kénnen.

Wir gehen von den kartesichen Koordinaten (x,y,z) aus. Nun machen wir den Ansatz, daf
diese im Punkt P als Funktion von Koordinaten (u, v, w) gegeben seien:

= z(u,v,w)
y = yluo,w) (2.44)
z = z(u,v,w)
(2.44) lasse sich nach (u,v,w) auflsen:
u = u(z,y,z)
v = v(z,y,2) (2.45)
w = wy,z2)

Die dem Punkt P somit eindeutig zugeordneten Koordinaten (u, v, w) heifen krummlinige Ko-
ordinaten. Gl. (2.44) bzw. (2.45) definieren eine Koordinatentransformation.

Halten wir nun gleichzeitig die Werte von w und v fest, so werden zwei Flichen u(z,y, z) = ¢;
und v(z,y, z) = co definiert. Die Schnittkurve beider Flichen ist durch die beiden gleichzeitig zu
erfiilllenden Gleichungen

u(r,y,z2) = @ }

2.46
v(:c,y,z) = C2 ( )

definiert. Auf ihr ist nur noch w verdnderlich.
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Wird nun auch noch w auf der Schnittkurve festgehalten, so ist damit der Punkt

u(z,y,2) = @ (2.47)
v(z,y,z) = co (2.48)
w(z,y,2) = c3 (2.49)

gegeben, den wir als Ursprung eines lokalen Koordinatensystems betrachten kénnen.

Die durch (2.47) - (2.49) gegebenen Flichen heiffen Koordinatenflichen. Schneiden sich ihren
Tangenten unter einem rechten Winkel, so heiftt das krummlinige Koordinatensystem orthogonal
(— Abb. 2.26).

Abbildung 2.26: Beispiel fiir ein krummliniges Koordinatensystem.

Bekannte Beispiele fiir Koordintensysteme sind die kartesischen Koordinaten, die Zylinderko-
ordinaten und die Kugelkoordinaten.

Neben der Koordinatentransformation bendtigen wir eine Metrik fiir unser krummliniges Ko-
ordinatensystem. Dazu betrachten wir ein hinreichend kleines Wegelement As, (— Abb. 2.27).

Wegen der Kleinheit von As,, kénnen wir es durch die Strecke zwischen P und @) ann&hern:

(Asy)? =~ (z(u+ Au,v,w) — 2(u,v,w))?
+ (y(u + Aua v, ’U.)) - y(ua v, ’UJ))2
+ (Z(’ZL + Auv v, 'LU) - z(u, v, w))2

Nun bilden wir die partiellen Ableitungen von z, y und z bzgl. u

Ox —  lim x(u + Au,v,w) — z(u,v,w)
ou Au—0 Au
Jy — lim y(u + Au,v,w) — y(u, v, w)
ou Au—0 Au
0z —  lim z(u+ Au, v, w) — z(u, v, w)
ou Au—0 Au

und lassen Awu gegen Null gehen. Damit erhalten wir fiir den Anteil des Wegelementes d§ in

u-Richtung
oz 2 dy 2 02\ 2
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\ \ vV = C22
V= C21

Abbildung 2.27: kleines Wegelement As, im Koordinatensystem.

Fiir die anderen Komponenten folgt analog

2 2 2

i = () () (2 o= 251
2 2 2

i = () 4 (2) (2 o= 25

Die Grofen h,, h, und h,, heiflen Metrikkoeffizienten. Mit ihnen 14t sich das Wegelement d3
im krummlinigen Koordinatensystem (u, v, w) folgendermafen ausdriicken:

ds = ds,€, + dsy€y + dsweuw (2.53)
= hyduéy + hydv €, + hydw

2.2.2 Vektoranalysis fiir orthogonale krummlinige Koordinaten
2.2.2.1 Gradient
Mit der Definition fiir den Gradienten einer skalaren Funktion ¢(u,v,w)
dp = gradpds (2.54)
und dem Wegelement ds gemifs (2.53) schreibt sich dyp als
dep = (gradp),hydu + (grade),hydv + (grade)qy, by, dw (2.55)
Durch Bildung des totalen Differentials von ¢

) ) )
dp — a—idu + a—fdv + %dw (2.56)
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und Vergleich von (2.55) mit (2.56) erhalten wir

1 0p

dp)y = —2°

I

1 0y

dp)y = —=

(rade)s = -5

1 Op

(gradp), = e ow

und damit
1 dp 1 0y, 1 9y,

d R PR SN Y 2.57
grady e ou ™ T o0 T ow” (2:57)

2.2.2.2 Divergenz

Die Divergenz ist bekanntlich definiert als Grenzwert eines Oberflichenintegrals:

. 1 L

ivD= lim — () DdA 2.

div AV AV d (2.58)
ov

Wir erhalten also die Divergenz indem wir die Komponenten von D in Richtung der dufseren
Normalen iiber die geschlossene Oberfliche 9V des Volumenelements AV integrieren, durch AV
dividieren und schlieflich den Grenziibergang AV — 0 ausfithren. Dazu betrachten wir das im
Bild 2.28 dargestellte Volumenelement AV in den Koordinaten u, v und w. Analog zur Herleitung
fiir kartesische Koordinaten schreiben wir fiir den elektrischen Fluf§

# DdA =~ Dy, (u+ du,v,w) hydv hydw — Dy (1, v, w) hydv by, dw (2.59)
oV dA dA

+ Dy (u, v + dv, w) hydu hydw — Dy (u, v, w) hydu hy,dw
————— ————

dA, dA,
+ Dy(u,v,w + dw) hydu hydv — Dy, (u, v, w) hydu hy,dv
N—— N——

dAy dAy

V=G

Abbildung 2.28: Volumenelement in den Koordinaten u, v, w.
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Nun bilden wir Differentialquotienten der Form

0 0 0
— (D vltw ’ .. D’U ultw ’ Y D'w u'bv
8u( w Ny Py dvdw)du 81)( hoyhodudw)dv 8w( hohydudv)dw

und dividieren durch das Volumenelement dV'.
1 - 1
DdA = — {E(Duhth) + 2(Dvhuhw) + i(thuhﬂ)] dudvdw (2.60)
v w

av dV | ou F) p)
oV

Durch den Vergleich von (2.58) mit (2.60) erhalten wir mit dV' = hydu hydv hy,dw fiir die Divergenz
von D:

. 1 B B B
: _ ] 9 2.61
divD i { au(DuhthH o (Dyhyhy) + " (thuhy)] (2.61)

2.2.2.3 Laplace-Operator

Der Laplace-Operator kann wegen Ay = div grady aus (2.57) und (2.61) gewonnen werden:

1 0 [ hyhy Op 0 ([ hyhy Op 0 [ hyhy Op
_ i 92\ 4 9 ([l O 2.62
Av Rl by [8u ( I 8u) * ov ( hey 81}) * ow ( haw 8w)} (2.62)

2.2.2.4 Rotation

Zur Berechnung der Rotation des Vektorfeldes E (u, v, w) gehen wir von der Definition

B 1 .

n-rotE = lim — ¢ Eds 2.

7i - ot Jim AA% ds (2.63)
oA

und der Regel fiir den Zusammenhang zwischen Richtung der Rotation und Umlaufsinn des Li-
nienintegrals aus (— Abb. 2.29). Die Komponenten von rotE in Richtung der Flichennormalen 7
ergeben sich, indem wir das Linienintegral l&ings des Randes 0A der Fliche AA iiber die Kompo-
nenten von E in Richtung des Linienelements ds bilden, durch AA dividieren und schliefslich den
Grenziibergang AA — 0 ausfithren.

In unserem Fall zeigt der Normalenvektor 7 in €,,-Richtung, so daf wir fiir das Skalarprodukt
in (2.63) nur die v-Komponente von rotE brauchen. Damit ergibt sich fiir das Umlaufintegral

dA
(hydu) (hydw)(rotE)y = Ey(u,v,w + dw)hy (u, v, w + dw)du (2.64)
— Ey(u, v, w)hy (u, v, w)du
— Ey(u+ du, v, w)hy, (u + du, v, w)dw
+ Ey(u, v, w)hy (u, v, w)dw

Die Bildung der Differentialquotienten und anschlieffende Division durch dA = ds,ds,, liefert fir
die v-Komponente von rotE:

1 (O(BEuh) 8(Ewhw)) . (2.65)

(mtE)”huhw< dw  du
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yA

Abbildung 2.29: Flachennormalenvektor 7.

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhalten wir die beiden anderen Komponenten von rotE.
Wir kénnen rotE' dann auch als formale Merkregel in Form einer Determinante zusammenfassen:

—

€y €y

5
Q

tE = = Sl
ro hohohw | Ou  Ov

hoEy  hoEy

2.2.3 Einige wichtige Koordinatensysteme

(2.66)

Fiir die Koordinatensysteme, die wir im weiteren Verlauf der Vorlesung benutzen werden, sollen
im folgenden die sich aus dem vorigen Abschnitt ergebenden Beziehungen angegeben werden. Es
handelt sich dabei um die kartesischen Koordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.

2.2.3.1 Kartesische Koordinaten

Fir kartesische Koordinaten sind die Metrikkoeffizienten natiirlich samtlich identisch zu Eins:

hy = hy = hy = 1 und wir erhalten die uns bereits bekannten Ausdriicke

_ [(9¢ ¢ Op
gradp = <6x’ Oy’ 0z
s _ ODe 9D, 0D,

Or oy 0z

P  0%p %

Ap = 29, Y9¥Y Y¥
v O0x? + Oy>? + 022

rotE" =

B8l
@Dj g| Q@ @@1
8Pl ™
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2.2.3.2 Zylinderkoordinaten

Abbildung 2.30: Zylinderkoordinaten.

Hier gilt:

u = r T = rcose
vo= @ (2.67) y = rsing (2.68)
w o= z z = Zz

Daraus ergibt sich mit den Gleichungen (2.50) und (2.52) — Abb. 2.30

h, = A/cos2p+sin?p=1 (2.69)

hy, = \/7“2Sin2(p+7“20082g0=7“
h, = 1

Fiir die Differentialvorschriften von grad, div und rot sowie den A-Operator erhalten wir:

010 0

grad® = <E,;a—@,$)¢

od 109 oo
= EeTJr;a—(pe@JrEez
19 190D, 8D,
ror T e T s
10 o 1 0°® 0%
W(W) 2o T o

= ]. aEZ aEtp - aET aEZ - ]. a(TE<p) ]. aET -
= - - — + - +-—— = 2.
rotE (r - ) €y ( 2 . ) €y (r . , e, (2.73)

(2.70)

divD = D, + (2.71)

AD = (2.72)

Beachte: Der Winkel ¢ sollte nicht mit dem Potential ¢ verwechselt werden, das wir bisher auch
mit ¢ bezeichnet haben. Wo Verwechslungen zu befiirchten sind, werden wir daher das Potential
jeweils durch ein anderes Symbol, hier das ®, kennzeichnen.

2.2.3.3 Kugelkoordinaten

Hier gilt:
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\

X

Abbildung 2.31: Kugelkoordinaten.

u = r x = rsinfcosyp
v = 0 (2.74) y = rsinfsing (2.75)
w o= z = rcosf

Fiir die Metrikkoeffizienten ergibt sich

h, = \/sin2 0 cos? o + sin® Osin? p + cos? § = 1 (2.76)
hy = \/7"2 cos? 0 cos? o + r2 cos? @sin? ¢ + r2sin® f = r
hy, = \/7"2 sin? @ sin® ¢ + r2sin® 0 cos? ¢ = rsinf

Fiir die Differentialoperatoren ergibt sich

pan — (L1210, o)

divD = %aﬁ ’D, + 19;)9 (G)D”rsilnea%p*" (2.78)

ae = i?ag ( > 2 sm@@ae <Sm9%§> " m% (279)

rotE = mln 9< (E, sin6) %i")a (2.80)
r (sullﬂaéfo ;"(TE ))

1/0 oL,
| =Z(rE.) - g
t (8r(r ?) = g )e“”
2.2.4 Eigenschaften der Potentialgleichung (Potentialtheorie)
Die formale Behandlung der Elektrostatik beruht auf der Poisson- bzw. Laplace-Gleichung.

2.2.4.1 Randwertaufgaben der Potentialtheorie

In der Praxis interessieren nicht die allgemeinen Losungen eines Feldproblems, sondern die elektro-
magnetischen Felder sollen fiir ein spezielles Teilgebiet des Raumes bestimmt werden. Die Felder
miissen dann gegebene Randbedingungen erfiillen.
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In der Potentialtheorie werden folgende Typen von Randwertaufgaben unterschieden, die sich
jeweils auf ein beliebig geformtes Gebiet G und eine dort vorliegende beliebige Verteilung von
Raumladungen o(7) beziehen:

- Die Aufgabe Ay = p im Gebiet G und ¢ = ¢; auf dem Rand 0G wird als erste Rand-
wertaufgabe oder Dirichletsche Randwertaufgabe bezeichnet. Dabei ist ¢; eine auf dem
Rand OG definierte Funktion von 7.

- Die Aufgabe Ay = p im Gebiet G und g—i = 9 auf dem Rand 0G wird als zweite Rand-
wertaufgabe oder Neumannsche Randwertaufgabe bezeichnet. Dabei ist @2 eine auf
dem Rand OG definierte Funktion von 7. Fiir die Losbarkeit dieser Aufgabe muf noch
JodV = ¢ gradys dA gefordert werden, wobei G = G U 9G ist. Diese Bedingung ist ei-
G oG

ne unmittelbare Folgerung aus dem Gaufsschen Integralssatz.

- Die Aufgabe Ay = p im Gebiet G und ap + b% = 3 auf dem Rand 0G wird als dritte
Randwertaufgabe oder Newtonsche bzw. gemischte Randwertaufgabe bezeichnet. Dabei
sind a, b und @3 auf dem Rand OG definierte Funktionen von 7. Die Funktionen a und b
haben disjunkte Trager, deren Vereinigung gerade 0G ergibt, d. h.auf einem Teil des Randes
ist ¢ vorgegeben und auf dem anderen g—i.
Das Losungsgebiet G kann durch beliebig viele Oberflichen in beliebig komplizierter Weise be-
grenzt sein. S&mtliche Randbedingungen sind zunéchst einmal physikalisch begriindet. Die Neu-
mannsche Randbedingung kann aber auch als Symmetriebedingung bei einem symmetrischen Ge-
biet verwendet werden und damit auch geometrische Griinde haben. Geometrische Griinde hat die
periodische Randbedingung, die fiir Gebiete mit Periodizitit in einer oder mehreren Koordi-
natenrichtungen benutzt werden kann.
Diese Randwertaufgaben sind unter gewissen Nebenbedingungen (z.B. an den Rand OG des
Gebietes G) alle eindeutig l6sbar. Zum Beweis der Eindeutigkeit werden die Greenschen Inte-
gralséitze benotigt.

2.2.4.2 Die Greenschen Integralsitze

Ausgangspunkt ist der Gaufische Integralsatz

/// divA(F)dV = #/T(F) dA
\4 ov

(Das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes ist gleich dem Fluf durch die geschlos-
sene Oberflache des Volumens).

Nun setzen wir A(7) = (7 )gradp(7) mit beliebigen skalaren Funktionen t und ¢. Das Ein-
setzen ergibt

/ /V/ div(ygradp)dV = / /‘/ (vdivgrady + grady gradep) dV (2.81)

Gz:ufé. #wgradgo dA

%
/// div(pgrady)dV = //V/(gadivgradd) + grady grady) dV (2.82)

\%4

G;ufé # pgradip dA
1%
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Nun werden verschiedene vektoranalytische Beziehungen ausgenutzt:

divgradyy = Ay analog fiir ¢
= %A

gradpdA = grady - iidA = (grady),dA )
n

analog fiir ¢

und (2.81), (2.82) voneinander subtrahiert. Es ergibt sich einer der Greenschen Integralsétze:

[[[wae-eavav = ff (wg—j - @g—;f) " -
v av

Durch setzen von 1) = ¢ in (2.81) oder (2.82) ergibt sich ein anderer Greenscher Integralsatz:

///(@As@ — (gradg)?)dV = #s@g—z dA (2.84)

oV

Falls 1) und ¢ nur von zwei oder sogar nur einer Variablen abhéngen, vereinfachen sich die Glei-
chungen entsprechend (siehe [Lehner]) und es wird offensichtlich, daf die Greenschen Integralsétze
nichts anderes als Verallgemeinerungen der partiellen Integration auf zwei bzw.drei Variablen sind.

2.2.4.3 Der Eindeutigkeitsbeweis

Wir nehmen an, es gibe zwei Losungen ¢4 und ¢p fiir unsere RWA, d. h.es gelte

@ sowie App(F) = —@

A r) = —
a(r) - -

und die RB seien erfiillt. Wir definieren die Differenzfunktion
©=pA— ¥B-

Fiir diese gilt
Ap=Aps—App =0,

d.h. @ geniigt der Laplace-Gleichung. Weiterhin ist je nach RWA
9% _
on

Nun wenden wir den Greenschen Integralsatz (2.84) auf ¢ an und erhalten

/ / V/ (grad@)? dV = 0.

Da (grad@)? stets nichtnegativ ist, ist dies jedoch nur moglich, wenn iiberall

p=0 bzw. 0 auf OG (bzw. Teilen bei der gemmischten RWA)

gradp =0 bzw. ¢ = const.

gilt. Auf Grund der Randbedingungen muf daher iiberall ¢ = 0 gelten im Dirichletschen und im
gemischten Fall. Im Neumannschen Fall ist ¢ bis auf eine frei wihlbare, physikalisch jedoch un-
wesentliche Konstante bestimmt. Der Eindeutigkeitsbeweis fiir den Fall eines im Feld befindlichen
Leiters findet sich in [Lehner].

Beide Eindeutigkeitsbeweise laufen formal gesehen auf die aus dem Greenschen Integralsatz
(2.84) folgende Aussage hinaus, daf mit Ap = 0 in G und ¢ = 0 auf G ¢ iberall in G 0 sein
mufs. Dies ist auch leicht zu veranschaulichen, denn:



52 Elektrostatik

Die skalare Funktion ¢ kann in einem Gebiet G, in dem A = 0 gilt, weder ein
Minimum noch ein Maximum haben.

Gébe es ndmlich ein Extremum von ¢ an einem Ort P in G, so miifsten in seiner Umgebung alle
Linien grady zu ihm hin- bzw. wegzeigen. Eine das Extremum umgebene kleine Fliche wire dann
von einem nicht verschwindenden elektrischen Flufs durchdrungen. Das wére jedoch nur moglich,
wenn dort eine Raumladung vorhanden und somit Ay # 0 wére, womit ein Widerspruch vorlége.
Ist nun am O0G ¢ = 0, so kann ¢ im Innern von G nirgends grofer oder kleiner sein, d.h iiberall
mufs ¢ = 0 sein. Anders formuliert:

Ist ein einem Gebiet Ay = 0, so kann die Funktion ¢ ihre maximalen und minimalen
Werte nur am Rand des Gebietes annehmen.

Die Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet-Problems ist eine unmittelbare Folge dieses Satzes.

2.2.4.4 Anmerkung zur Rolle von Poisson- und Laplace-Gleichung in den Naturwis-
senschaften

Poisson- und Laplace-Gleichungen kommen sehr hiufig in den Naturwissenschaften vor, da sie die
geeignete Beschreibung fiir viele verschiedene Probleme sind. Dies bedeutet aber auch, dafs viele
Probleme der Naturwissenschaften eine Analogie mit der Elektrostatik aufweisen. Ein Beispiel
hierfiir sind stationdre Temperaturprobleme. Ein anderes, klassisches Beispiel aus der Physik ist
die (als klein vorausgesetzte) Auslenkung einer auf einen Rahmen gespannten Membran. Diese
wird durch die zweidimensionale Laplace-Gleichung

9.0\,
oxr2  0Oy? =

und fest vorgegebenem ¢ auf dem Rand beschrieben.

2.2.4.5 Die Diracsche §-Funktion

Die é-Funktion ist keine Funktion im iiblichen Sinne, sondern eine Distribution (auch uneigentli-
che Funktion; allgemeinere Klasse). Sie ist in vielen Fillen Hilfsmittel und soll daher hier eingefiihrt
werden.

Wir kénnen uns die Delta-Funktion als Grenzwert einer Folge von Funktionen vorstellen.
Dies ist auf verschiedene Weise moglich, z. B als Grenzwert einer Folge von Gauf-Funktionen. In
diesem fall ist (— Abb.2.32)

a\/T a?
Wobei

+oo

/ fa(lx)de =1
und

Sz —2a') = lim fa(z).

Anschaulich wird die §-Funktion iiblicherweise so beschrieben, daf sie iiberall aufer fiir das Argu-
ment 0 verschwindet und dort aber so stark unendlich wird, dafs ihr Integral gerade 1 wird.

0 firaz#a

oz —a') = { oo fiir 7 — o' (2.85)
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X=X X

Abbildung 2.32: Ausgangsfunktion fiir Herleitung der §-Funktion.

—+oo

/5(xf:c')d:c =1 (2.86)

—00

Die é-Funktion ist eine Idealisierung, aber wie gesagt sehr niitzlich. Sie ist das formale Analogon
zur (ebenfalls idealisierten) Punktladung: Wir beschreiben die Punktladung formal durch eine
Ladungsdichte p, die {iberall auffer am Ort der Punktladung verschwindet und dort unendlich ist.
Hierzu miissen wir allerding die urspriinglich eindimensionale §-Funktion verallgemeinern:

S(r—7")=68(x—2")o(y —y)d(z — 2') (2.87)
Fiir die Punktladung @ am Ort 7 schreiben wir dann
o(F) = Q67 — 7).

Die Integration iiber den gesamten Raum ergibt, wie erforderlich,

J[[ amrav =a.
J

Allgemein gilt:

+oo
/f(x)é(:cf:c’)d:v = f(2). (2.88)

und folglich

[[[ rse-myav = s (2.89)
14

Die §-Funktion ist symmetrisch:

S(x—2')=0(—[r —2]) =d6(z' —x) (2.90)
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Sie ist differenzierbar und integrierbar. Ihr Integral ist die Heavisidesche Sprungfunktion:

H(z—12')=

. ,
{ 0 firz<azx (2.91)

1 firz>a

Umgekehrt ergibt die Ableitung der Heaviside-Funktion gerade wieder die §-Funktion.
Die §-Funktion besitzt als Dimension die des Kehrwertes ihres Argumentes, d. h. z. B. die von
2~ ! oder 273,

2.2.4.6 Punktladung und §-Funktion

Fiir die Raumladung im freien Raum gilt die Poisson-Gleichung

mit der Lésung

= —An§(F—7") (2.92)

Durch den Gebrauch der §-Funktion brauchen wir nun den Ort der Punktladung selbst nicht mehr
auszuschlieften, da wir durch diese Schreibweise nun dort keine Singularitit mehr vorliegen haben,
sondern eine differnzierbare Funktion.

Durch die é-Funktion 1t sich auch die Richtigkeit der Uberlagerung

w(r) = 47350 //V/ |7§(—F2'|

fiir eine beliebige Ladungsverteilung o(7) formal beweisen (siehe z. B.[Lehner]).

2.2.4.7 Das Potential in einem begrenzten Gebiet

Nun betrachten wir ein endliches Gebiet im Raum und die sich in ihm befindlichen Ladungen.

Setzen wir im Greenschen Satz (2.83) ¢ = W,—IM und wihlen ¢ als Losung von Ap = —2, s0

ergibt sich unter der Annahme 7/ im Innern von V

///(|| oA )

|
—
=)
[ | =
U
_|Q_>
SRR
|
gl
=)
| =
T
~
=y
N
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Nach dem Vertauchen von 7 und 7' und dem Umformen ergibt sich aus obigem und rechter Seite
des Greenschen Satzes

) 1 o) o, 1 gp 2
- av' 4+ — " A
#(7) Inzo /// =Y T -
Vv ov
) 2 ) ° (2.93)
= 72 dA’
4n#‘p(r o [T 7]
oV
4

Dieses Resultat wird als Kirchhoffscher Satz oder Greensche Formel bezeichnet.

Durch passend gewihlte Doppelschicht und Oberflichenladungen kénnen auf diese Weise alle
Effekte moglicher &ufserer Ladungen fiir den Innenraum des Gebietes ersetzt werden. Fiir den
Aufenraum ist das jedoch nicht der Fall, sondern es werden Unstetigkeiten verursacht, die in der
Feldtheorie eine grundlegende Rolle spielen. [Lehner]

Obiger Ansatz ist sozusagen die Umkehrung der Idee, die bei der Spiegelungsmethode zu Grun-
de liegt, bei der Flachen mit Flichenladungen durch entsprechende Bildladungen ersetzt werden.

In der Gleichung (2.93) ist selbstverstindlich zu beachten, daf ¢ und %S am Rand, also der
Oberfléche des betrachteten Gebietes, nicht unabhingig voneinander sind. Die Werte von ¢ und
%f am Rand miissen also miteinander vertréglich sein.

Die Greensche Formel (2.93) kann zum Ausgangspunkt von Losungsmethoden gemacht wer-
den, wenn einer der beiden Oberflichenterme mit Hilfe passend gewéhlter Greenscher Funktionen
eliminiert wird. (2.93) stellt eine wichtige Grundlage fiir analytische und numerische Methoden zur
Losung von Randwertproblemen dar, insbesondere fiir die Randelementemethode. Weitere Details
finden sich in [Lehner].

2.2.5 Analytische L6sung der Potentialgleichung in kartesischen Koor-
dinaten (Separationsansatz)

Bevor wir die Losung der Potentialgleichung in Zylinder- und Kugelkoordinaten behandeln, be-
ginnen wir mit dem einfachsten Fall , krummliniger “orthogonaler Koodinaten, den kartesischen
Koordinaten. Aufferdem beschrénken wir uns im Weiteren zunéchst auf die homogene Potential-
gleichung, also die Laplace-Gleichung. Diese lautet in kartesischen Koordinaten

0? 9? 9?
A@(W%‘a—?ﬁJr@)(po. (2.94)

Bei der Methode der Variablenseparation zur Losung einer partiellen Differentialgleichung wird
versucht, die Losungsfunktion als Produkt meherer Funktionen zu schreiben, die jeweils moglichst
nur noch von einer der Koordinaten abhéngen. Wir machen also folgenden Produktansatz

p(x,y,2) = f(x)g(y)h(z) (2.95)
Das Einsetzen in (2.94) liefert
0? d?%g 0%h

2Beitrag von den Ladungen im Volumen

3Beitrag von den Rindern — Potential einer Verteilung von Oberflichenladungen

4Beitrag von den Réndern — Potential einer Doppelschicht (zwei entgegengestzt geladene Flichen — mit Dipolen
belegte Fliche)
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Indem (2.96) durch ¢ = fgh dividiert wird, kann die triviale Losung ¢ = 0 ausgeschlossen werden
und es ergibt sich
A 10%f 19% 1%
ae 1077 107 10h_ (2.97)
© fox?2  goy?  hoz?

Die abzuleitenden Funktionen sind nur von der jeweiligen Variable abhingig, so daff wir die par-
tiellen Ableitungen durch totale Ableitungen ersetzen koénnen.

Ap 1d*f 1d%9 1d%h
_1 1d%  Ld%h 2.
© fdx?2 = gdy? + h dz? 0 (2.98)

Nun gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten, Gleichung (2.98) zu erfiillen:
1. Samtliche zweiten Ableitungen verschwinden

2f &g dPh

=22 2 2.99
dz?  dy?  dz? (2.99)

woraus sich nach doppelter Integration die Losung
e1(2,y,2) = (a2 + baw)(ay + byy)(az + b.2z) (2.100)

ergibt.

2. Samtliche Quotienten aus zweiter Ableitung und der Funktion sind konstant:

1d*f 9

Far — f

1d%g

Ed_yQ — K§ (2.101)
1 d*h 5

haz - M

Die Konstanten K, K(y, i, werden als Separationskonstanten bezeichnet. Zwei der drei
Konstanten sind willkiirlich wahlbar, widhrend die dritte durch

K2+ K +K2=0 (2.102)

festgelegt ist. Die Beziehung (2.102) wird als Separationsgleichung bezeichnet. Wir kénnen
nun (2.101) umschreiben zu

f'@) = KZf(x)

g"(x) Kjg(y) (2.103)

W'(x) = —(KI+KDh(z)

Diese gewohnlichen Differentialgleichungen haben periodische und nichtperiodische Elemen-
tarlésungen der Art

sin(Kt), cos(Kit), eintt,sinh(Kzz), cosh(K,z), et mitt e {z,y,z}

periodisch nicht periodisch

In jeder Koordinate kann nun eine Linearkombination von zwei dieser Funktionen mit glei-
chem Argument eingesetzt werden, um die Losung ¢ der Laplace-Gleichung zu erhalten.
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Abbildung 2.33: In z-Richtung unendlich ausgedehntes Rohr.

Die spezielle Auswahl der Funktionen erfolgt in Ubereinstimmung mit den Randbedingungen des
gestellten Problems. Eine Moglichkeit ist zum Beispiel:

wo(x,y,2) = [agzcos(Kyx)+ by sin(K,z)] (2.104)
- [ay cos(Kyy) + by sin(Kyy)]

[a.ef=* 4+ be K7

Da zwei der drei Konstanten willkiirlich wihlbar waren, handelt es sich um eine spezielle Losung.
Die allgemeine Lésung ist durch Uberlagerung aller méglichen speziellen Losungen erhiltlich.

Bevor wir Beispiele betrachten, soll darauf hingewiesen werden, daf die Separationsmethode
nicht allgemein, sondern nur fiir insgesamt 11 orthogonale Koordinatensysteme auf die dreidi-
mensionale Laplace-Gleichung und die spéter noch behandelte Helmholtz-Gleichung anwendbar
ist. Zu diesen Koordinatensystemen gehdren unter anderem die Zylinder- und Kugelkoordinaten.
(Die zweidimensionale Laplace-Gleichung ist in beliebig vielen weiteren Koordinatensystemen se-
parierbar. Ebenso 14t sich der Begriff der Separierbarkeit erweitern, um die dreidimensionale
Laplace-Gleichung in einigen weiteren Systemen ,,R-separieren” zu kénnen.)

Beispiel: Wir betrachten ein in z-Richtung unendlich ausgedehntes Rohr mit rechteckférmigem
Querschnitt (— Abb. 2.33) und fordern, dak ¢ = 0 auf den Wianden des Rohres gelten soll, d.h.
fir z > 0:

(p(.ﬁ,jlj,Z) = @(a,y,z)zo 0<y<b
o(z,0,2) = oz, b,2)=0 0<z<a.

In der Ebene z = 0 sei das Potential iiber den Rohrquerschnitt vorgegeben
oz, y,0)=V(z,y) 0<wz<a, 0<y<b

Gesucht ist eine Losung, die fiir z — oo verschwindet.

Elementarlosungen, die den Randbedingungen bei z = 0 und y = 0 geniigen, sind sin K 2 und
sin Kyy. Um die Randbedingungen bei x=a und y=Db zu erfiillen, muf$ sin K;a = 0 und sin K;b = 0
erfiillt sein. Das gilt fiir

K, = ™ =123, (2.105)
a
K, = %” n=1,2,3,... (2.106)

Es sind also nur bestimmte Werte der Separationskonstanten mit den Randbedingungen vertrag-
lich®. Von den Elementarlosungen, die die z-Abhingigkeit beschreiben, hat nur e=*+* das gefor-

5Diese Werte werden oft als Eigenwerte des RWPs bezeichnet.
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derte Verhalten fiir 2 — oo. Wegen K2 = K2 + K 2 kann auch K, nur diskrete Werte annehmen,

namlich
) = (1) () (2.107)

Eine spezielle Losung, die die Randbedingungen an den Rohrwéanden erfiillt und das geforderte
Verhalten fiir z — oo aufweist, ist damit von der Form

7 Sin ”—?e*’(im")z (2.108)

(pmn(xaya Z) = Amn sin

wobei n und m positive ganze Zahlen sind. Dies stellt keine Beschriankung der Allgemeinheit dar,
da negative Werte auf der antisymmetrischen Sinusfunktion zum selben Ergebnis fiihren.

Wir erhalten die Losung durch Uberlagerung:

. n7T (mn)
o(2,y,2 Z A bye s (2.109)

n,m=1

Da die Losung aus (2.109) die Randbedingungen bei z = 0 erfiillen muf, bestimmen wir die
Koeffizienten A,,,, so, daf

Y (2.110)

m,n=1

gilt. Das bedeutet nichts anderes, als daff wir V' in eine zweidimensionale Fourier-Reihe ent-
wickeln.

Normalerweise treten in einer Fourier-Reihe Sinus- und Cosinus-Terme auf, nach denen eine in
einem Intervall vorgegebene, sich periodisch wiederholende Funktion entwickelt wird. Im Spezialfall
einer zum Mittelpunkt des Intervalls symmetrischen bzw. antisymmetrischen Funktion treten nur
die Cosinus- bzw. Sinus-Terme auf. Wir legen nun die Intervalle —a < z < a und —b < y < b statt
0 <z <a,0<y<bzugrunde, denn wir kénnen uns die zu entwickelnde Funktion periodisch und
antisymmetrisch im Intervall vorstellen und dementsprechend entwickeln.

Zur Bestimmung der Koeffizienten A,,, benutzen wir die sogenannte Orthogonalitéitsrela-
tionen.

a

/sin mre sin mre de = 25mm m,m > 1
a a 2
b (2.111)
. nm nw b -
/smTy nTyd = §6nﬁ n,n>1
0

Onm ist das sogenannte Kronecker-Symbol:

5 — 1 fir n=m
"l 0 fir n#Em
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Wir multiplizieren (2.110) mit sin 222 sin "—zy und integrieren anschlieftend {iber x und y.
b a
V(z,y)sin sin % dxdy
00
e & nmw mnx nmy
= / / l Z Ann sm sm Tyl sin sin —= da:dy
0 m=1n=1 a
so oo a N b
mnx nm nm
= ZZA’””/SID sin dx/smTym Tyd
m=1ln=1 0 ¢ 0
o0 o0
a b
= Z Z Apn = Omimn 5 0na
m=1n=1 2 2
ab
= ZAmﬁ

Damit berechnen sich die Koeffizienten A,,,, gemif:

b a
4
n=— //V(ac, y) sin m;rx sin n_?bry dxzdy (2.112)

0 0

Nach dem Einsetzen in (2.109) liegt uns damit eine Losung des Randwertproblems in Form einer
zweidimensionalen Fourierreihe vor. Auf Grund des allgemeinen Eindeutigkeitsbeweises wissen wir,
dafs es sich auch um die einzige Losung handelt.

2.2.6 Allgemeine Potentialgleichung in Zylinderkoordinaten
Nach Gleichung (2.72) erhalten wir fiir die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten:

Ad =

10 ([ 00 19?0 0°®
=0 (2.113)

ror TW r2 890 +822

Analog zum Vorgehen in kartesischen Koordinaten machen wir den Produktansatz

D(r, p,2) = f(r)g(p)h(2) (2.114)

Nach dem Einsetzen in (2.113) und dem Dividieren durch fgh erhalten wir

l dQ_f_i_lﬁ +il@+l@—o (2115)
f\dr?2  rdr r2gde?  hdz?2 )

Wiederum gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten, diese Gleichung zu erfiillen:

1. Die zweiten Ableitungen von g und h sowie die beiden Ableitungsterme von f verschwinden:

1d?h

23 =0 = h(z)= { "{ } —a.z+b, (2.116)
L d%g @

Gd? 0 = glp)=17 ] [ =aptb (2.117)
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Die Potentialfunktion in Zylinderkoordinaten muf 27-periodisch sein. Daraus folgt:

0
glp+2m)=g(p) = g(p)= { 1 } = b, = const. (2.118)
Als dritte Gleichung ergibt sich
d2f 1df
ol A 2.119
dr?  rdr ( )
Die Substitution u = % ermoglicht die Losung der DGL (2.119) durch Variablenseparation.
du_ 1,
dr r
Inu = —Inr+Ina,
ay
= u = —
r
= f = ar(Inr+1Inbd,)
f = a.(Inb.r) mit a,, b, = const. (2.120)

Daraus folgt fiir die erste spezielle Losung

Dy (r, ¢, 2) = ar In(br)(by) (b + a.2) (2.121)

2. Die nur von einer Funktion abhingigen Terme sind konstant:

1 th 2 +iK.z
1 d%g 2 +iK
Edgﬂ =-K;, = glp) = {e ® } (2.123)

Wieder miissen wir 27-Periodiziét fiir g(¢) fordern:

etiKop L eEiKo(pot2m) _ iK,p ik 2w

. pEiKe2r L oy
= K, = m m e Z
—  glp) = {eF™} mcZ (2.124)

Das Einsetzen von (2.122) und (2.124) in die urspriingliche DGL (2.115) liefert die dritte
Bestimmungsgleichung

1d2f 11df m?2 )
?W—Ff;% -5 ~K?=0 (2.125)

Durch das Einfiihren einer neuen Variablen
u=Kr (2.126)
erhalten wir aus (2.125) unter der Bedingung

K 4+ K?=0 (2.127)
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die Besselsche Differentialgleichung

1a2f 1 df m?

L I B T
f du? + uf du + u? (2.128)

Es handelt sich um eine der bekanntesten Gleichungen der mathematischen Physik. Thre
allgemeine Losung ist eine Linearkombination von zwei verschiedenen linear unabhingigen
Losungsfunktionen, sogenannte Zylinderfunktionen, die auf verschiedene Art gew#hlt wer-
den koénnen. Mogliche Teillosungen sind danach

fm(k'mr) = Zm(k/’mr)
= CIJnL(knLT)+C2Nm(ka) (2-129)

= C3HY (kpmr) + CLH ()

Darin sind
Jm ¢ Zylinderfunktion 1. Art oder Besselsche Funktion
N,, : Zylinderfunktion 2. Art oder Neumannsche Funktion
H,(nl) :  Zylinderfunktion 3. Art oder Hankelsche Funktion 1. Art
Hg) :  Zylinderfunktion 4. Art oder Hankelsche Funktion 2. Art

Der Parameter m gibt die Ordnung an.

Viel Wissenswertes iiber die Zylinderfunktionen findet sich in den Formelsammlungen, wie
7. B [Smirnow, Lehrgang der Hoheren Mathematik; Watson, A Treatise on the Theory of
Bessel Fuctions]. Alle Zylinderfunktionen liegen tabelliert vor.

Die Besselsche Funktion ist gegeben als eine Potenzreihe (siehe auch [Blume]). Fiir sehr
kleine Werte < 1 verhdlt sie sich wie 2™:

m ]
T () ~ (g) — firfa] <1 (2.130)
Die Neumannsche Funktion ist durch Grenzwertbildung iiber einem Ausdruck mit Bessel-
funktionen definiert. Sie lafst sich auch als Reihenentwicklung angegeben. Diese ist aber
wesentlich komplizierter als bei der Besselschen Funktion und divergiert fiir sehr kleine Ar-

gumente:
- 2\
Nopa) ~ —m=D! (E) fir |z < Lund m=1,2,3,...  (2.131)
i
2. yx 2 ..
No(z) =~ —In 5 Inz fiir || < 1 und v =~ 1.781 (2.132)
77 77

Zum Verlauf der Funktionen siehe [Lehner| Seite 170. Fiir sehr grofe Argumente verhalten
sich die Zylinderfunktionen 1. Art im wesentlichen wie gedampfte Winkelfunktionen. Einige
wichtige Beziehungen fiir Zylinderfunktionen 1.und 2. Art siehe [Lehner]| Seite 172.

Fiir das Potential ergibt sich dann:

+oo
@2(73 $,2) = Z dmZm(kmr)elmwelkzz (2.133)

m=—0oQ

mit der Separationsbedingung nach (2.127)
ky = ik (2.134)
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Abbildung 2.34: Unendlich langer Zyliner.

Die Uberlagerung der beiden Losungen ®; und @, liefert die allgemeine Lésung der
Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten.

+oo
B(r,0.2) = (aln(k)) b+ cz) - S duZin (k)™ ek (2.135)

m=—0oQ

Die Konstante a in (2.135) entspricht dem Produkt von a, unf b, aus (2.121).
Spezialfall k, = 0: Fiir den Fall k, = 0 kann die Gleichung (2.125) mit dem Ansatz
f(r) = {r*m} gelost werden.

— B(rp,2) = (aln(k,))(b + cz) + {rEm e (2.136)

Beispiel: Unendlich langer dielektrischer Zylinder in elektrostatischen Feld (— Abb.2.34). Es
herrsche das elektrostatische Feld

E = Eqyé,
In dem Raum sei ein unendlich langer homogener dielektrischer Zylinder in z-Richtung eingebracht.

Zu bestimmen ist die durch diese Storung hervorgebrachte Feldverzerrung.

In unendlich grofem Abstand von der Stérung kann ein unbeeinflufites homogenes Feld ange-
nommen werden und dort gelten die Randbedingungen

Eilsmsoo = Ercosp— E,sing =0 (2.137)
Eylysoo = Epsinp+ E,cosp=F (2.138)

Aus geometrischen Griinden wird die Losung keine Abhéngigkeit in z-Richtung aufweisen. Mit
dem Losungsansatz nach Gleichung (2.136) und m = m 4 erhalten wir

O(r,p,2) = aln(Kr) + {rfma}{etimar} (2.139)

wobei ¢ = 0 gesetzt wurde und die Konstante b in a hineingezogen wurde.
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1. Im Raumteil A, dem dielektrischen Zylinder, mit 0 < r < R; ist die Randbedingung einzu-
bauen, daf B fiir 7 — 0 endlich bleibt. Dies fithrt wegen

oA
- or

(e i) (2.140)

EW =

dazu, daf a = 0 und der ganzzahlige Exponent von r positiv sein mufs.

Fiir das Potential im Zylinder erhalten wir deshalb aus (2.139)

A = —pma(C) sin(mag) + Co cos(mayp)) (2.141)
sowie
EW = mar™aTH(C sin(mag) + Cy cos(magp)) (2.142)
100
EWW = 9w
= mar™A7(C) cos(map) — Cosin(mayp)) (2.143)

2. Im Raumteil B, dem Aufienraum, mit r > Ry gilt nach (2.139) mit m = mp fiir das Potential

B = qIn(Kr)+ (br™F +cr ™) { 22 mBgo} (2.144)
Daraus folgt
EPB = 2y (=bmpr™e=! 4 empr—™ 1) { sin mBgo} (2.145)
r cos
E&B) = —mpr™ !+ crmBl){ zi)r; mgcp} (2.146)

Nun arbeiten wir die Randbedingung ein, daft beide Feldkomponenten fiir alle ¢ bei r — oo
den Wert des urspriinglichen ungestorten Feldes annehmen, also

E.lr—o = FEpsing
E<p|7‘—>00 = EO COSQO
So erhalten wir
mpg = 1
b = —Ep
®B) = gIn(Kr) + (*EOT + E) sin ¢ (2.147)
r

und die Feldkomponenten in Raumteil B schreiben sich dann als

r T
c
E&B) = (EO - 7"_2> cos (2.149)

3. Zur Bestimmung der {ibrigen Konstanten arbeiten wir die Stetigkeitsbedingungen bei r = R;
ein:
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(a) Stetigkeitsbedingungen des tangentialen E-Feldes:
Aus

EMN(r=Ry)=EP (r=Ry)

eribt sich

- . c
maR 1 (Cy cos(may) — Cysin(may)) = (EO - ﬁ) cos @
i

my = 1
C
_— Ci = Ey— —
R}

Co = 0

(b) Stetigkeitsbedingungen des normalen D-Feldes:
Aus

DM (r=Ry) = DP)(r = Ry)

ergibt sich

€A (Eo — %) sing =€ep [—Ril + (EO + %) singo}
1 1

E —
€A+ EB

Nach dem Einsetzen von Cy und Cj in (2.141)-(2.143) sowie von a und c in (2.147)-(2.149)
erhalten wir mit m4 = 1 das folgende Ergebnis: Im Raumteil A gilt

oA —rEysing <5A2iBeB> (2.150)
EW = Eysing (EA2—€|—BEB> (2.151)
Ec(pA) = Epcosyp (s;‘AQETBEB) (2.152)
im Raumteil B gilt
3B = _rEysing ( - %ﬁ) (2.153)
E®) = Eysing (1 + f—j%) (2.154)
EP) = EBycosy (1 -~ If—ji’: J_r :) (2.155)

Im Fall €4 > ep ist das Feld innerhalb des Zylinders stets kleiner als aufferhalb, homogen
und besitzt nur eine y-Komponente (— Abb. 2.35).
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Abbildung 2.35: Dielektrischer Zylinder (€4 = 3) im urspriinglich homogenen Feld.

2.2.7 Allgemeine Losung der Potentialgleichung in Kugelkoordinaten
Nach (2.79) erhalten wir fiir die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

10 0P 1 0 0P 1 0
Ad =——(rP—)+—-—-— (sinb— | + ——— 2.1
(r,0,¢) r2 or (r or ) T g 90 (sm@ 06 ) Y, 0p? (2.156)
Der Bernoullische Produktansatz lautet dabei
®(r,0,0) = f(r)g(0)h(y) (2.157)

Einsetzen in (2.156) fiihrt (dhnlich wie bei den Zylinderkoordinaten) auf spezielle Funktionen, die

sogenannten Legendre’schen Kugelfunktionen. Wir werden hier nicht ndher daruf eingehen.

Betrachten wir den Spezialfall % = % = 0, so vereinfacht sich (2.156) zu

10 0P
Ad(r) = 23 (rQE) =0 (2.158)
Oo(r) = a+ g (2.159)

. b
E = -3¢& (2.160)

d.h.in diesem Fall hat die elektrische Feldstérke lediglich eine radiale Komponente.

2.3 Energie im elektrostatischen Feld

In Abschnitt 2.1.2 hatten wir fiir die potentielle Energie einer Punktladung @ in einem elektro-
statischen Potentialfeld ¢(7) die Beziehung

We () = Q(7)
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gefunden.
Wir betrachten nun zwei Punktladungen @; und @; an den Orten 7; und 7. Das Potential
von @; in 7; betrigt
1 Qi

47‘(80 |T_”77:;|

o(7i) =
Um @; aus dem Unendlichen an den Ort 7 zu bringen, ist dazu die Arbeit

QiQ;

- 2.161
Treoli; — 7 (2.161)

i =
aufzubringen. Bringen wir eine weitere Ladung Qi an den Ort 7%, so ist zunfchst die Arbeit
Wik, + W, aufzubringen.

Durch Verallgemeinerung erhalten wir fiir N Punktladungen die gesamte gespeicherte Ener-
gie zu

N
EZ'W% (2.162)

1,j=15i#£]

Der Faktor % ist notig, damit alle Beitrdge nur einmal gez#hlt werden. Ferner ist ¢ = j ausgenom-
men, da |7; — 7| = 0 zu einem unendlichen Beitrag fithren wiirde.
Fiir den Fall einer rdiumlichen Ladungsverteilung erhalten wir zunéchst

e [ ] T 269

dadurch, daf wir die Punktladungen durch infinitesimale Ladungselemente o(7)dV ersetzen und
eine Integration {iber das ladungserfiillte Gebiet V' ausfiihren.
Gemaf (2.9) in Abschnitt 2.1.3.3 ist das Potential einer Raumladungsverteilung gegeben durch

das Coulombintegral
. 1 o(7%)
= dv;
2 () dreg /// |7 — 7%
v

Damit erhalten wir fiir die potentielle Energie einer Raumladungsdichteverteilung

= ][ eretryav

P e )T (2.164)
v

Mit divD = 0, der 3. Maxwellschen Gleichung, ergibt sich

/yy“ 7)divD dV (2.165)

div(Dy) = D - grady + @divD

We = f%// 5~grad¢dv+%///div(ﬁ¢)dv
1% %
1 L 1 L
= 5// E-DdV+§//<pD-dA
v v

8

Wegen

folgt

(=]
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Bei der Betrachtung des ganzen Raums ist die Oberfliche ins Unendliche geriickt, wo ¢ = 0 ist,

und es ergibt sich
1 L.
We = 5// E-Ddv (2.166)
v

(2.166) ist das Volumenintegral iiber die elektrostatische Energiedichte:

E-D {V—AS} (2.167)

m3

_dWe 1
S dv 2

We

2.3.1 Energieerhaltung eines Plattenkondensators

Man betrachte 2 isolierte, unendlich ausgedehnte Platten, die vorab von einer dufseren Spannungs-
quelle aufgeladen wurden (— Abb.2.36). Auferhalb der Platten wird ein idealer Isolator ange-

Abbildung 2.36: Zwei isolierte, unendlich ausgedehnte Platten.

nommen, so dafs die entgegengesetzt gerichteten, aber gleich grofen Ladungen auf den Platten
zeitlich konstant bleiben.

Frage: Wie wirkt sich die Verschiebung einer Elektrode auf die im elektrischen Feld gespei-
cherte Energie aus?

Annahme: Auf die eine Platte wirke die Kraft F in x-Richtung, wodurch sich diese Platte von
ihrer Gegenelektrode um den Abstand d entfernt.

Dazu ist die Arbeit

d
Wa = /ﬁ-df (2.168)
0
notwendig.
Sei nun E4, das auf Platte 1 von der Ladung +@Q hervorgerufene elektrische Feld. Dann ergibt
sich am Ort der bewegten Platte 2 eine Coulombkraft
Fo = —QEq,,

die es fiir eine Bewegung gerade zu {iberwinden gilt.
Mit F = —F¢ erhalten wir dann

d
Wy = Q/EAl - dZ (2.169)
0

6mit E = —grady und Gaufischem Integralsatz
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Das elektrische Feld in E 4, der Platte 1 ergibt sich aus der dritten Maxwellschen Gleichung in

Integralform
#ﬁ(f)wi‘ = ///Q(F)dv
v v
= Dy, 24 = Q (2.170)
mit Dy, = cEg, (2.171)
m Ea = 2%@3 fiir 2 > 0 (2.172)
Damit ergibt sich fiir die zum Auseinanderziehen zu leistende Arbeit
Q2
2.1
Wa = 25A (2.173)

Die auflerhalb der Platten gespeicherte Feldenergie ist geméfs (2.166)

=3 ][ pw g [ff e oty

Das Feld E setzt sich aus der Superposition der Felder EAl und EA2 zusammen, ist zwischen den
Platten doppelt so grofs wie das Einzelfeld EA1 und verschwindet aufierhalb der Platten, da dort
EA1 und EA2 entgegengesetzt gleich gerichtet sind

W, = %///E(ZEAl)QdV (2.175)
1%

Q2
= 5 Ad (2.176)
Die zum Aufbau des Plattenkondensators aufgewendete Arbeit entspricht also gerade der im Plat-
tenkondensator gespeicherten Feldenergie. Diese kann z. B. bei einer Entladung des Kondensators
wiedergewonnen werden. Man beachte die Analogie zur potentiellen Energie in einer gespannten
Feder.
Damit ist gezeigt, daf in jedem Moment die Energieerhaltung

We =Wy (2.177)

gilt.

2.4 Kapazitit im Mehrleitersystem

Bei Anlegen einer Spannung U an einen Kondensator nehmen die beiden voneinander isolierten
Metallelektroden die Ladung @ auf. Dabei ist die Ladung der Elektroden geméf

Q=CU (2.178)

proportional zur Spannung zwischen den Elektroden. Der Proportionalititfaktor C ist die Kapa-
zitdt des Kondensators.

Der Kapazitétsbegriff soll nun ausgeweitet werden. Wir betrachten nun n Elektroden im Raum
mit konstantem . Das Potential der Elektroden sei jeweils bekannt.

Gesucht ist die Ladung auf den einzelnen Leitern.

Wir betrachten folgenden Beispiel (— Abb.2.37). Das Gesamtfeld ergibt sich aus der Uberla-
gerung: L . . .

E=F +F,+FEs+ Ey
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@

€ = const.| U1 Uy Us Uy

N
©
>

Abbildung 2.37: Vier verschiedene Elektroden im Raum.

Die Ursache der Einzelfelder E; sind die gesuchten Ladungen Q);.
Geméf der 3. Maxwellschen Gleichung kénnen wir ()1 ermitteln, indem wir den Verschiebungs-
fluft durch eine geschlossene und den Leiter 1 umschliefende Hiillfliche OV ermitteln:

leﬂﬁ~dﬁ = E#(El+EQ+ES+E4)'dE
av

oV
c ﬂﬁl.d4+...+#ﬁ4.d4
oV oV

= Qu+ Q2+ Q13+ Qua (2.179)

Analog zu (2.178) fithren wir "Teilkapazitéten’ C;; ein mit
Qi; = Ci;U; (2.180)

wobei C;; zahlenméfig die Ladung in ’As’ des Leiters ¢ fiir den Fall bedeutet, daf die Spannung
des Leiters j gearde 1V ist, wihrend alle anderen Leiter gerade die Spannung Null besitzen.
(2.179) kénnen wir nun auch schreiben als

Ql = CllUl + CIQUQ + 013U3 + 014U4 (2.181)

Wenn wir dies fiir alle Elektroden durchfiihren und verallgemeinern, so lafst sich das Ergebnis in
Form eines linearen Gleichungssystems angeben:

Q1 Cii - Cin Ui
Q2 Ciz -+ Co Us
. = . . . . (2.182)
oder kurz
qg="C -1, (2.183)

wobei die Teilkapazititen C;; inder Kapazitdtsmatrix C zusammengefafit sind.
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Kapitel 3

Magnetostatik

- zeitunabhingige magnetische Felder

- gegebenenfalls Vorhandensein von Gleichstrémen

Maxwellsche Gleichungen im stationiren Fall:

Elektrostatik Magnetostatik
, B L
rotkl = _5‘_ rotE =0
ot
~——
4 D - L
rotH = aa—tJrJ rotH = Jg
~~
=0
divD = 0 divD = 0
divB = 0 divB = 0

Magnetostatische Felder

ten in diesem Fall:

existieren z.B. inner- und aufserhalb gleichstromdurchflossener Leiter
(z.B. Spulen) sowie in der Umgebung von Dauermagneten. Die Maxwellschen Gleichungen lau-

Il

~
—

=L
N

rotH (7)

divB(F) = 0

oy

Il
—
—

=

!

QL

N

(3.1): Wirbeldichte des erzeugenden Gleichstroms bzw. der dazu dquivalenten bewegten
elektrischen Ladungen
(3.2):  Quellenfreiheit des magnetischen Feldes; Nicht-Existenz magnetischer Ladungen

Materialgleichung

—

B(F) = u(F)H(F)

(3.3)

Wie in der Elektrostatik werden wir versuchen, das System von 2 Differentialgleichungen (3.1)
und (3.2) durch einen geeigneten Potentialansatz in eine Differentialgleichung zu tiberfiihren.
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3.1 Das magnetostatische Vektorpotential

Im elektrostatischen Fall konnten wir das Feld mit Hilfe eines skalaren Potentials ausdriicken. Dies
war durch die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes (rotE = 0) moglich. Da das magnetosta-
tische Feld im allgemeinen nicht wirbelfrei ist, sondern von einem Gleichstrom erzeugt sein kann,
versagt dieser Ansatz. Es zeigt sich aber, dal wir eine andere Hilfsfunktion finden konnen, die die
Divergenzgleichung automatisch erfiillt:

divB =0

Die Quellenfreiheit der magneischen Induktion B erlaubt die Darstellung als Rotation (Wirbel)

eines Vektorpotentials A:
B(7) = rotA(7), (3.4)

denn fiir ein beliebiges Vektorfeld X (i) gilt stets divrotX(7) = 0. A wird als magnetisches
Vektorpotential bezeichnet. Dies ist insbesondere auch in stromfiihrenden Gebieten anwendbar,
so daff mit seiner Hilfe die Magnetfelder gegebener Anordnugen von Stromen berechenbar sind.

Nun soll die Bestimmungsgleichung fiir das Vektorpotential /_f(f' ) hergeleitet werden. In einem
linearen, isotropen Material gilt die Materialgleichung (3.3). Das Einsetzen von (3.3) und (3.4) in
die Maxwellschen Gleichungen (3.1) liefert

]. — -
rot | —=<rotA F} = J(7). (3.5)
[eyrde)| = 7
Dies ist die allgemeine Vektordifferentialgleichung der Magnetostatik.
Fiir ein homogenes Medium ist die Permeabilitit p ortsunabhiingig und (3.5) vereinfacht

sich zu
rot rot A(7) = pJ (7). (3.6)

Bevor wir nun weiter vorgehen, ist folgendes zu beachten. Ahnlich wie im elektrostatischen Feld die
Addition einer Konstanten zur Potentialfunktion auf das gleiche elektrische Feld fiihrt, ist das ma-
gnetostatische Feld nur bis auf die Addition des Gradienten eines Skalarfeldes zum Vektorpotential
eindeutig bestimmt. Mit

A*(7) = A(7) — grady(7) (3.7)

schreibt sich (3.6) auch als
rot rot[A* (7) + gradi(7)] = rot rotA*(7) = pJ(7), (3.8)

weil die Hintereinanderschaltung der Differentialoperatoren rot und grad stets Null ergibt:
rot gradf = 0. Ein und dasselbe Vektorfeld B ist also durch unendlich verschiedene Vektorpo-
tentiale A darstellbar. Daher konnen wir zusitzliche Bedingungen an A stellen, die dann durch
geeignete Wahl der freien Integrationskonstanten grady erfiillt werden kénnen. D. h. wir kon-
nen das Vektorpotential A nach geeigneten Vorschriften ,eichen®. Der Ubergang von A zu A* nach
(3.7) wird als Eichtransformation des Vektorpotentials bezeichnet. B bleibt dabei unversindert,

d.h. B ist eichinvariant. Fiir statische Probleme ist die Coulomb-Eichung sehr geeignet
divA = 0. (3.9)
Fiir zeitabhéngige Probleme wird hingegen sehr oft die Lorentz-Eichung verwendet

L9
divA + uaa—‘f — 0. (3.10)

Sie wird spéter in der Vorlesung noch von Bedeutung sein. Mit Hilfe der Vektorbeziehung

rot rotA = grad divA — AA (3.11)
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und der Coulomb-Eichung (3.9) kénnen wir (3.6) schreiben als

AA(F) = —pJ (7) (3.12)

Bemerkung: Hierbei ist zu beachten, daf der Laplace-Operator im allgemeinen (bei krummlinigen
Koordinaten) geméf der aus (3.11) folgenden Vorschrift AA = grad divA — rot rotA zu bestimmen
ist. Nur im Fall kartesischer Koordinaten li&t sich AA durch Anwendung des skalaren A-Operators
auf die einzelnen Komponenten von A bestimmen. In kartesischen Koordinaten erhalten wir die
drei Differentialgleichungen

AA(F) = —pda(T)
AA(F) = —pd,(F) (3.13)
AAL(F) = —pJ(F)
mit
0> 02 0>

Jede einzelne Differentialgleichung dieses Systems ist vom Typ der Poisson-Gleichung. Die Losung
fiir ein unbegrenztes Gebiet konnen wir daher in Analogie zum Coulomb-Integral sofort angeben.

Fiir die x-Komponente ergibt sich
x Z TZ
=i /7 @1

Ay, und A, ergeben sich analog. Die Zusammengefassung ergibt

A7) = ﬁ//v/ |;§(F2| dv; (3.15)

Hinweis: Die Analogie der Losungen der Poisson-Gleichung und dem Vektorpotential fiir karte-
sische Koordinaten ist rein mathematischer Natur. Physikalisch beschreibt die Poisson-Gleichung
Quellenfelder der Elektrostatik mit Anfang und Ende bei vorhandenen Raumladungsdichten . Die
Diffentialgleichung des Vektorpotentials hingegen beschreibt Wirbelfelder mit in sich geschlossenen
Feldlinien, die durch Leitungsstromdichten verursacht werden.

Fiir Zylinderkoordinaten ergibt sich aus (3.12) folgendes System in homogener Differentialglei-
chungen

204, A,
M=, —w = Tk
2 04, A (3.16)
AA 4+ = _ e
ot r2 Oy r2 e
AA, = —ul,

mit
109 15 0
Tror or T2 0p? 022
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Diese Differentialgleichungen sind nicht so einfach zu 16sen wie das System (3.13). Es soll auch
noch einmal betont werden, daf die Vektorgleichung (3.15) nur fiir kartesische Koordinaten gilt.
Wenn wir (3.15) ausfiihrlich schreiben, so lautet diese:

Az, y, /// (x“y“ %) aVi(zs, yi, z;
DT g Ve =22+ (y—v:)?+ (2 — 2)? @35 4)

(zi,vi,2:) — Koordinaten der verursachenden Leitungsstromdichte
und zugehoriger Volumenelemente
(z,y,z) = Koordinaten des Mef- oder Aufpunktes P(x,y,z)
Vi = wvon der Leitungsstromdichte J_; erfiillter Raum

Fiir eine fliichenhafte Stromdichte J; vereinfacht sich (3.15) zu

YN J(7)
AF) =2 A
"=t // il ¢
A

mit der diinnen Flache A; (Blech z. B).
Fiir einen fadenartigen StromfluR in einem diinnen Leiter (z.B. Draht) wird das Volumen-

integral zu einem Umlaufintegral:
. s 1
A d
=1 f{ 77

3.2 Das Gesetz von Biot-Savart

Statt des Vektorfeldes A wollen wir nun das Feld B selbst durch ein Integral ausdriicken. Aus den
Gleichungen (3.15) und (3.4) ergibt sich!

E:rotgzﬁ///rotrf TZ
4 |7 —
Vi

Nun benutzen wir folgende Umformung:

Ji (7 1 A 1
rot, _,(T_? = ———rot,.J;(7:) — Ji(7;) x grad | =——=
|7 — 7] |7 — 73] |7 — 7]
- 1
= —Ji(7;) x grad | —— — 2
|7 — 7]
o o
= 3 (F=)
2o (7' —71%)
— Ji(ri) X |7?77:;|3

Daraus folgt fiir die magnetische Induktion:

—»q (7)) rfrz)
7 4#/// |7 — 75 Vi (3.17)
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Abbildung 3.1: Differentiell kleine Sromrohre.

Dies ist das Gesetz von Biot-Savart in seiner allgemeinsten Form. Wenn nur Stréme auf relativ
diinnen Leitern vorliegen, so gilt ndherungsweise (— Abb. 3.1):

J(F)dV; = Ji(7) dA; dS;
N—_———
I

= 1ds;

Damit nehmen (3.15) und (3.17) folgende Form an:

o H 1 o
A(F)= =1 ¢ ——ds,
(M) = o flffﬁl 5 (3.18)
. wo, [ (F—7) x d;
B(Fy= ¢ TP
(M) = -1 j{ PR (3.19)

Diese Integrale sind iiber den gesamten geschlossenen Stromkreis bzw. die gesamten geschlossenen
Stromkreise zu erstrecken (— Abb. 3.2).

Inach Vertauschen von Integral und Rotation
2rot, wirkt nicht auf 7
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P (Aufpunkt)

(Koord.-ursprung)

Abbildung 3.2: Das Gesetz von Biot-Savart am geschlossnen Stromkreis.

3.3 Skalares magnetisches Potential

In weitgehender Analogie zu Herleitung der Potentialgleichung fiir die Elektrostatik wollen wir
nun eine entsprechende Gleichung fiir ein skalares magnetisches Potential ¢,, herleiten.

Wie frither betont, beschreiben die Gleichungen (3.1) - (3.3) der Magnetostatik Wirbelfelder,
wéhrend mit dem elektrischen Skalarpotential ¢ (wirbelfreie) Quellenfelder beschrieben werden.
Aus der Mathematik wissen wir, daft wir die Losung einer Differentialgleichung in eine allgemeine
homogene Losung und eine spezielle inhomogene Losung zerlegen kénnen. Daher konnen wir die
magnetische Feldstiirke H (7") in einen wirbelfreien Anteil Hy(7) und einen wirbelbehafteten Anteil
H, (%) zerlegen. Fiir den wirbelfreien Anteil kénnen wir nun den Ansatz

Ho(7) = —gradgn, (7)
verwenden und erhalten damit insgesamt den Ansatz
H(7) = Hy(7) — gradg,, (7) (3.20)
Damit ergibt sich fiir die Maxwellsche Gleichung (3.1)

-

rotH (7) = rot[Hy, (7) — gradpm, ()] = J(7) (3.21)
Diese Gleichung hingt nur ab von
- der Geometrie
- der elektrischen Stromdichte

und nicht vom Material, d. h. H, (7) 1akt sich ohne Beriicksichtigung von eventuell vorhandenen
Grenzflichen berechnen. Die rein mathematische Hilfsgrofe ﬁw(F ) darf ,,unphysikalisch“sein, d. h.
sie darf Quellen enthalten und damit divergenzbehaftet sein. Der wirbelfreie Feldanteil Ho(7) muf
dann nur so berechnet werden, daf die ,kiinstlichen“Quellen gerade kompensiert werden.

Wir setzen unseren Ansatz also in die Maxwellsche Gleichung (3.2) ein und beriicksichtigen
dabei die Materialgleichung (3.3):

divB(7) = divu(F)[Hy(7) — gradgp,, (7)]
= div[u(7)H, (7)) — div[u(7)gradom, (7))
=0

= div[u(F)graden(F)] = div[u(F)Ha(F)] = on (3.22)
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Hier wurde nun in Analogie zur elektrischen Raumladungsdichte o(7) eine ,kiinstliche“magnetische

—

Raumladungsdichte g, (7) eingefiihrt, die der Divergenz des Vektorfeldes p(7)H,, () gleicht. Da-
mit erhalten wir aus (3.22) die allgemeine Potentialgleichung

1P ) Aoy (F) + gradpu(7) - gradpm (F) = om(F) (3.23)

Dies bedeutet, daft wir zur Berechnung magnetostatischer Felder auf die gleichen Methoden wie
in der Elektrostatik zuriickgreifen kdnnen. Insbesondere kénnen wir auch die Spiegelungsmethode
anwenden.

3.4 Randbedingungen des magnetischen Feldes an der Grenz-
flache homogener Medien

Beim Ubergang von einem homogenen Medium in ein anderes éndern sich die Materialkonstanten
sprunghaft, d.h. die Permeabilitdt p &ndert sich sprunghaft. Um das Verhalten des Magnetfeldes
an einer solchen Grenzfliche zu untersuchen, betrachten wir einen kleinen Zylinder der Héhe Ah,
der mittig zur Grenzflache liege (— Abb 3.3). Die beiden Endflichen der Grofe AA liegen parallel
zur Grenzflache. Mit den Flachennormalen 77; und s, die definitionsgeméfs nach aufen gerichtet
sind, erhalten wir aus (3.2) fiir die magnetische Induktion

# B-dA = (Bi-iir+ By -its)AA + {Beitrag Zylindermantel}
v
= 0. (3.24)
Im Grenzwert Ah — 0 verschwindet der Fluf iiber dem Zylindermantel, da dieser proportional zu
Ah ist, so dak wegen 117 = —7is fiir die Normalkomponenten der magnetischen Induktion folgt:
By, By, (3.25)

Die Normalkomponenten der magnetischen Induktion B sind daher an den Grenzflichen immer
stetig.

Als n#chstes betrachten wir das Verhalten der magnetischen Feldstédrke H. Dazu betrachten
wir ein kleines Flichenelement AA = AhAI, das sich zu beiden Seiten der Grenzfliche erstreckt

l Ah By

B R

Abbildung 3.3: Mittig zur Grenzfliche angeordneter Zylinder.
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H
: ah 2,

/ 2

H A

Abbildung 3.4: Flachenelement 0A an Grenzfliche.

(— Abb.3.4). Fiir ein geniligend kleines AA kann die magnetische Feldstirke H im jeweiligen

Medium als konstant angenommen werden. Unter der Annahme einer Stromdichte J innerhalb
der Umlauffliche 0 A ergibt sich dann aus der Maxwell-Gleichung (3.1)

- - ~ Ah - Ah - ~ Ah Ah
j{H~d§ = H1~F1AZ—H1~ﬁT—H2-ﬁ7+H2~F2AZ+H2~ﬁ7+H1~ﬁ'7
0A

— J-daAlAh (3.26)
Hierbei sind 7, 7, 7 und da Linien- bzw.Flacheneinheitsvektoren. Fiir den Grenziibergang Ah — 0
verschwinden die auf die Teilstrecke AR entfallenden magnetischen Spannungen, so daff wegen
71 = —75 mit der Oberflichenstromdichte

Jr = Al}llrgo J-daAh (3.27)

fiir die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstirke an der Grenzfliche gilt:

Hy, —H;, = Jp (3.28)

Im stromlosen Fall sind die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstirke somit stetig:

H, = H,, firJp=0 (3.29)

1

Aus den Beziehungen (3.25) und (3.29) folgt das Brechungsgesetz fiir magnetische Feldlinien. Dazu
wird angenommen, daf in der Oberflache kein Strom fliefe (— Abb. 3.5).

By
tanal = Bln (3:25) & = lulHlt (g) tanal = ﬂ (3.30)
tanae Dot By psHoy tan ao 72

B2n
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Abbildung 3.5: Das Brechungsgesetz flir magnetische Feldlinien.

3.5 Beispiele

3.5.1 Unendlich langer Leiter in der Grenzfliche zwischen zwei Medien

Wir wollen das Problem (— Abb. 3.6) mit Hilfe eines skalaren magnetischen Potentials 16sen, wie
in Abschnitt 3.3 beschrieben.

Wegen der Brechnung der Feldlinien an der Grenzfliche zwischen den beiden Medien lafst
sich das magnetische Feld nicht direkt aus dem Durchflutungsgesetz (3.1) berechnen. Deshalb
bestimmen wir zunichst das Hilfsfeld H,,(7) nach (3.21)

rotH,(7) = J(7)

j{ﬁw(f)-dg = I
0A

—  H,(F) = —é, (3.31)

Y

=X

0A
SR

Abbildung 3.6: Der Leiter fiihrt eine konstante Stromstérke Iy in z-Richtung.
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<

R

=X

SRR

oV me (magn. Flachenladungsdichte

SR

Abbildung 3.7: Volumenelement an der Grenzfliche.

Zur Bestimmung der Quellen von H,, (Hilfskonstrukt!) betrachten wir nun ein infinitesimal kleines
Volumenelement an der Grenzflache beider Medien (— Abb.3.7). Fiir Ah — 0 liefert der magne-

tische Flufs des Wirbelfeldes ﬁw durch die Oberfliche OV des betrachteten Volumenelementes

li By(F)-dA = i i
Ahso w(r)-d Ahso /// om () dV
1%

v
3 — (g —p)Hy(F) = Jim o, () Ah (3.32)
Die rechte Seite
Al}ilrgo 0m (T)AR = 0pmp(7) (3.33)

ist als magnetische Flachenladungsdichte g,,r 7u interpretieren. Fiir diese erhalten wir aus (3.32)
unter Beriicksichtigung von (3.31)

R = (ugful)—o firz=0
omF (7) = (p2 — 1) Hy (7) = 21y (3.34)

0 sonst

Dies setzen wir in die Potentialgleichung (3.23) ein — und zwar in jeden Raumteil. Damit verbleibt
folgendes zu 16sen:

Ap) = &m0 o (3.35)
2
und
Acpﬁ,? = —QnL(T) fiir x > 0 (3.36)
2

wobei die Potentialfunktionen an der Stelle z = 0 folgende Rand- bzw. Stetigkeitsbedingungen
erfiillen miissen:

Hy = H (3.37)
B§) — Bf)) = omr (3.38)

Die physikalische magnetische Feldstérke H ergibt sich dann aus
HM2(7) = Hy(7) — gradplb? (7) (3.39)

mit H, (7) wie in (3.31) und @%’2) als Losungen von (3.35) und 3.36).

3vergleiche Herleitung von (3.25)
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3.5.2 Kreisformige Scheibe in homogenem magnetischen Feld

Ko

Abbildung 3.8: Kreisformige Scheibe im magnetischen Feld.

Zu bestimmen ist die von der Stérung hervorgerufene Feldverzerrung (— Abb. 3.8). Auch hier
wollen wir die magnetische Feldstérke mittels eines Hilfsfeldes ﬁw(F ) und eines magnetischen
Skalarpotentials bestimmen.

Da in diesem Beispiel keine Stréme vorliegen, also J(7) = 0 gilt, folgt aus (3.21)

rotH,(7) = 0
) = —grady(r) (3.40)

1!

=3

— w

H,(7) = 0 ist eine mogliche Losung dieser Gleichung. Hierfiir verschwindet gemiif (3.22) dann
auch die ,kiinstliche“magnetische Raumladung o,, (7). Zu 16sen bleiben also die Potentialgleichun-
gen

AplV) = 0 fir0<r<R, (3.41)
Ap® = 0 firr>R, (3.42)

Zu beachten sind dabei die Randbedingungen

H®(r — o0) = Hy, (3.43)

und die Stetigkeitsbedingungen
Bn1 = Bnpo (3.44)
Hy = Hp. (3.45)

Nach dem Ld&sen der Potentialgleichung ergibt sich die magnetische Feldstirke dann geméfs

HOY2(7) = —gradpl?(7) (3.46)
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3.6 Energie im magnetostatischen Feld

In volliger Analogie zur elektrostatischen Energiedichte, die durch (2.167) gegeben ist, ermittelt
sich die Energiedichte des magnetostatischen Feldes in einem linearen, isotropen Medium geméfs
1 — —
Wy = §H -B (3.47)
Sitz der magnetischen Energie ist das magnetische Feld selbst, also der felderfiillte Raum. Die
gesamte Feldenergie ergibt sich durch Integration aus der Energiedichte (3.47):

1 Lo
Wm = 5// H-BdV (3.48)
14

Der Wert des Integrals bleibt unverédndert, wenn wir statt nur iiber den felderfiillten Raum zu
integrieren iiber den gesamten Raum integrieren.

Unser Ziel ist nun, die Feldenergie nach Umformung von (3.48) durch die Stromdichte .J(7)
auszudriicken. Mit Hilfe der Vektorpotentialdarstellung (3.4) erhalten wir

1 . .
Wm:§// H -rotAdV.
v

Unter Benutzung der Vektoridentitdt

div[A(7) x H(7)] = H(F) - rotA(F) — A(F) - rotH (7") (3.49)

Wm:%///div(ffxﬁ)dVJr%///fT'rOtﬁdV-

Nun wenden wir den Gauftschen Integralsatz an und beachten das Durchflutungsgesetz rotH = J.

Damit erhalten wir ) )
szaﬂ(ffxﬁ)dd’—i—§////f-fd1/. (3.50)

ov

ergibt sich

Das Oberflichenintegral ist iber die ,,Fernkugeloberfliche und {iber moglicherweise vorhandene
innere Grenzfldchen zu bilden.

Wir setzen voraus, dafs die Stromversorgung J (7) ganz im Endlichen liegt und daf keine
Oberflichenstréme Jr vorhanden sind. Dann gilt fiir das Vektorpotential A gemaf (3.15) eine
Proportionalitit zu 1/r (in grofer Entfernung) und aus dem Gesetz von Biot-Savart (3.17) folt,
daR die magnetische Feldstirke mindestens mit 1/72 abfillt. Die Fernkugeloberfléiche liefert also
keinen Beitrag zum Oberfléchenintegral.

An den gegebenenfalls vorhandenen Grenzflichen kann nur die Normalkomponente von (A x H)
zum Integral beitragen, da d@ senkrecht auf der Grenzfliche steht. (A x H),, ist mit A; und H; (den
Tangentialkomponenten) verkniipft. (Zerlege A und H in A = A, + A und betrachte die Kom-
ponenten des Kreuzproduktes.) Da an einer Grenzfliche sowohl A; als auch H; (wegen fehlendem
Ji r) stetig verlaufen, liefern auch die inneren Grenzflichen keinen Beitrag zum Oberflichenintegral
in (3.50). Damit gilt fiir die Feldenergie

W, = %///ﬁ(f)- (i) dV (3.51)
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und mit (3.15)*

W — %ﬁ//v///v/%dwv (3.52)

3.7 Beispiele zur Elektro- und Magnetostatik

Sie haben nun die grundlegenden Gleichungen und analytische Losungsmethoden fiir die Elektro-
statik und Magnetostatik kennengelernt.

Wie mehrfach erwihnt, sind die analytischen Losungsverfahren nur auf einfache Probleme
anwendbar. Die Bedeutung der Poissongleichung und Vektorpotentialgleichung ist jedoch grundle-
gender Art, denn auch Verfahren zur numerischen Feldberechnung gehen von diesen Gleichungen
aus und 16sen sie mittels numerischer Methoden zur Losung partieller Differentialgleichungen.

Beispiele, die mittels analytischer Methoden 16sbar sind, finden Sie in jedem Lehrbuch. Hier
seien Thnen noch einmal einige praktische Beispiel gezeigt. Die Felder wurden mit der sogenannten
,Finiten Integrationstechnik“ausgehend von der Poisson-Gleichung berechnet.

Zum Abschlufs seien Thnen noch einmal die Maxwellschen Gleichungen in Erinnerung gebracht.
Sie bilden die grundlegenden ,Axiome*zum Elektromagnetismus und miissen daher jedem Elektro-
techniker und jeder Elektrotechnikerin stets préisent sein.

q OB
tF = ——
Tro é)t

- oD -
tH = —+.J
Yo ot —+
divD = 0
divB = 0

4Vektorpotential in Analogie zum Coulombintegral
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Kapitel 4

Stationare Stromungsfelder

Im folgenden wollen wir das Feld stationirer elektrischer Stréme behandeln.

Stationédre Strome stellen sich bei Vorhandensein einer Gleichspannungsquelle in einem Leiter
ein. Sie sind mit den verursachenden elektrischen Feldern (Ohmsches Gesetz) iiber die Material-
gleichung

J(7) = kE(F) (4.1)
verkniipft. (4.1) ist in linearen, isotropen Medien giiltig. Im allgemeinen ist die elektrische Leit-
fiahigkeit k ortsabhingig.

Maxwellsche Gleichungen+ | Gleichungen fiir stationére
Ladungserhaltungssatz Stromungsfelder
, B B =
rotll = —8— rotF = 0 (4.2)
ot
=~
. D - . =
rotH = aa—tJrJ rotH = J (4.3)
<~
=0
divD = 0
divB = 0
iy 22 Wi = 0 44
leJJFE =0 divJ = (4.4)
~~
=0

(4.2) und (4.4) besagen, dal das stationdre Stromungsfeld wirbel- und quellenfrei ist. Wegen
(4.2) kann das elektrische Feld wie in der Elektrostatik eindeutig durch ein skalares Potential ¢

beschrieben werden: .
E = —gradp (4.5)

Fiir k = const. ergibt sich damit aus (4.1) und (4.4)
kdivE = —k divgradp =0

und damit die Laplace-Gleichung

Die Erzeugung stationédrer Strome ist moglich mittels sogenannter eingeprigter Feldstirken
(z.B. durch Batterie erzeugt). Fiir diese gilt

U:%Eyﬁ¢0 (4.7)
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mit einer Urspannung U (frither oft: EMK = elektromotorische Kraft), die von einer Spannungs-
quelle erzeugt wird.
Weiterhin sei F ein vorhandenes homogenes Feld. Dann gilt

J = kK(E+Eg) (4.8)
= ff.dg = K%E~d§+n7{EE~d§ (4.9)
N—_———
=0 wegen (4.2)
. 1 [ -
ey = —7§J-d§ (4.10)
K

4.1 Ohmscher Widerstand

Nun definieren wir den Widerstand R, einen vom Strom unabhingigenn Geometrie- und Ma-
terialfaktor, geméfs

IR:U:%}{f-dE’ (4.11)
wobei der Strom I definiert ist als
I://f.d/i'. (4.12)
A
Wir erhalten also
) 74 J-ds
R=—-——4+——— (4.13)
" / / J-dA
A

Nach Zerlegung in einen dufieren Widerstand R, und einen inneren Widerstand R; (Spannungs-
quelle) erhalten wir folgendes fiir einen Leiter der Leitfihigkeit x, dessen Stirnflichen auf den
konstanten Potentialen ¢; und ¢y gehalten werden (— Abb.4.1):

%
4

Abbildung 4.1: Leiter der Leitfahigkeit .

2
1 [ - .
—/Jdgi/Edging*gOQ
K
1

a

a bezeichnet den Auflenkreis auferhalb der Spannungsquelle, er ist wegunabhingig. Das Integral
im Nenner von (4.13) ist gerade gleich dem Strom I

I://f.d/i',
A
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wobei dieser auf Grund der Stationaritdt unabhingig vom gewihlten Querschnitt ist.
Fiir den Spezialfall eines Leiters mit konstantem Querschnitt und konstanter Stromdichte er-
halten wir aus (4.13) die iibliche Widerstandsformel

/dl
o _ b
//dAiﬁA'
A

4.2 Randbedingungen an Materialgrenzen

1
o= — 4.14
Fa= (414)

An der Grenzfliche zweier Medien ergibt sich aus dem Ladungserhaltungssatz ein Zusammenhang
zwischen den Normalkomponenten von J und der Flichenladung:

90
ot
Dies folgt bei Integration {iber ein infinitesimales Volumen (— Abb.4.2).
dA

]‘]2n i

L L L L L L W /£ L L L
NN\ NN NN\

1J1n -dA K

Jon — Jin + =0. (415)

Abbildung 4.2: Infinitesimal kleines Volumen an der Grenzfliche.

Wegen der Stationaritét folgt

Jin = Jon (4.16)
— k1FE1n = koFEs, (417)

Mit (4.17) und
Eyp = Ey (4.18)

folgt das Brechungsgesetz fiir J- und E-Linien:

tan o _ FEs, _ K (4.19)
tan (%) Eln K2 ’

Ein wichtiger Spezialfall ist der eines unendlich guten Leiters (k2 — 00). Dann gilt bei endli-
chem k1, dak K1/k2 — 0 und damit tan; = 0, d.h. die Stromlinien stehen im Leiter endlicher
Leitfihigkeit senkrecht auf der Grenzfliche (— Abb.4.3).

Die Stromlinien an der Grenzfliche zu einem Nichtleiter (k2 = 0) verlaufen hingegen parallel
zur Grenzfliche (— Abb.4.4).

Die Grenzfliche zu einem idealen Leiter ist somit Aquipotentialfliche mit

¢ = const., (4.20)
wahrend diejenige zu einem Nichtleiter durch die Randbedingung

9 _

=0 (4.21)

gekennzeichnet ist.
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Abbildung 4.3: Stromlinien an Grenzfliche zu einem idealen Leiter.

Kzi’oo ////’T2 K, =0

Kpendlien | 1\, K endlich 3,

Abbildung 4.4: Stromlinien an Grenzfliche zu einem Nichtleiter.

4.3 Formale Analogie zwischen Dund J

—

E = gradyp
b - < J o= w
D = —egrady J = —kgrady
im ladungsfreien Raum: im stationédren Fall:
divD = 0 div/ = 0
= Ap=0 im homogenen Raum
Stetigkeit der Normalkomponenten an Grenzflichen:
Dy, = Dy, Jow = Jin
Randbedingungen fiir Tangentialkomponenten:
Es = Eyy
Dy _ D B
€2 €1 K2 R1
Brechungsgesetz:
tan a;q €1 tan aq K1

tan oo €9 tan oo Ko
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Auf Grund dieser formalen Analogie ist es moglich, die in Kapitel 2.2 hergeleiteten formalen
Methoden (Separation) zur Losung von Randwertproblemen fiir Stromungsfelder zu verwenden.
Gemafs (4.20) und (4.21) ergeben sich dabei Dirichletsche Randwertprobleme bei Leitern, die von
unendlich guten Leitern gegrenzt sind, und Neumannsche Randwertprobleme bei einer Begrenzung
durch Nichtleiter sowie gemischte Randwertprobleme, falls beide Begrenzungsarten vorliegen.
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Kapitel 5

Quasistationare Felder

Fiir zeitabhingige Felder kann eine Unterteilung in ,langsam“und ,schnell“veréinderliche Felder
vorgenommen werden. Die quasistatischen Gesetze fiir ,Jangsam‘“verdnderliche Felder ergeben sich
aus den Maxwellschen Gleichungen durch Vernachlissigung der magetischen Induktion'
oder des elektrischen Verschiebungsstromes?. Die elektromagnetischen Wellen, die aus der
Kopplung der magnetischen Induktion und des Verschiebungsstroms resultieren, werden somit in
der Elektro- und Magneto-Quasistatik vernachléssigt. In den quasistatischen Gleichungen treten
keine Zeitableitungen auf. Dies bedeutet nicht, dafs die Quellen und damit die Felder selbst zeitun-
abhingig sind. Vielmehr sind die Felder fiir gegebene Quellen zu einem bestimmten Zeitpunkt fiir
eben diesen Zeitpunkt bestimmt — unabhingig vom Zustand der Quellen einen Augenblick friiher.

Die Quellen sind im allgemeinen nicht bekannt, sondern durch die Felder selbst iiber die
Lorentz-Kraft

F=q(E+7xB), (5.1)

die auf vorhandene Teilchen der Ladung ¢ und der Geschwindigkeit ¢ wirkt, bestimmt. In die-
sem Zusammenhang miissen dann wieder Zeitabhingigkeiten einbezogen werden. Die ,sekun-
diren” Felder H in der Elektro-Quasistatik (kurz EQS) und E in der Magnet-Quasistatik (kurz
MQS) werden aus zeitabhingigen Gleichungen gewonnen. In der Elektro-Quasistatik wird die
Kontinuitétgleichung (Ladungserhaltungssatz)

. = o 5 o0
dle—i—E—O — #J-dA—l-&///ng—O (5.2)
av v

als zeitabhéngige Gleichung verwendet, in der Magneto-Quasistatik die erste Maxwellsche Glei-
chung
. 0B
th = ——. 5.3
ro r (5.3)

5.1 Darstellung durch komplexe Feldgrofien

Bei vielen Anordnungen aus der Praxis weisen die Feldgrofien einen sinusférmigen Zeitverlauf auf.
Man spricht dann von einer harmonischen Zeitabhingigkeit der Felder. Ein Beispiel sind Systeme
(z. B. Schaltungen aus linearen Bauelementen) mit sinusférmigen Eingangsgrofen nach Erreichen
des eingeschwungenen Zustands. Dariiber hinaus 1at sich jede beliebige Funktion aus sinusfor-
migen Funktionen zusammensetzen: periodische Funktionen durch Fourier-Reihen, aperiodische
Funktionen durch Fouriersche Integrale. Das Rechnen wird dabei wesentlich vereinfacht, wenn

1_pB/ot
29D /ot
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statt der Winkelfunktionen cos(wt) bzw. sin(wt) die komplexwertige harmonische Exponential-
funktion exp(jwt) benutzt wird. Wegen

A(t) = Ag cos(wt + ) = Re{A e/}

besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen der komplexen Amplitude der harmonischen
Exponentialfunktion A, = Ape’? und der Amplitude Ay und dem Phadenwinkel ¢ der Cosinus-
funktion. Wir machen daher fiir zeitharmonische Felder folgenden Ansatz

E(Ft) = E(F)cos(wt+¢) = Re{E(F)e'} 6.0
H(7t) = H(F)cos(wt+1v) = Re{H(F)e*'} .
mit den komplexen Amplituden
E(F) = E(F)ei®
7 7 (7 )ed 5.5
HF) = HF)e? (5.5)

wobei ¢ und ¢ die Phasenwinkel der Cosinusfunktion sind. Hiufig werden E und H auch als
Phasoren bezeichnet.

5.2 Elektro-Quasistatik

Die Elektro-Quasistatik ist eine geeignete Naherung fiir niederfrequente Felder, bei denen die
Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes angenommen werden darf (d.h. die magnetische Induktion
vernachléssigt werden darf), aber Effekte des Verschiebungsstroms wichtig sind.

5.2.1 Die grundlegenden Gleichungen

Es wird also

dB oD
) =220
ot ’ ot 7
angenommen. Die Maxwellschen Gleichungen lauten dann
rotE = 0 (5.6)
- oD -
tH = —+J 5.7
ro ot + (5.7)
divD = o (5.8)
divB = 0

mit J = jL + fE = kE + jE (Leitungsstromdichte + eingepriichte Stromdichte), d. h. es werden
keine bewegten elektrischen Ladungen angenommen.

Bei harmonischer Zeitabhingigkeit und der Darstellung in durch die komplexen Feldgrofien
(5.4) ergibt sich nach Ausfiihren der Differentiation und Herauskiirzen des Terms e/“! aus (5.6)-
(5.9)

rotE = 0 (5.10)
rotH = ij+I€E+iE (5.11)
divD = o (5.12)
divB = (5.13)

Die Gleichungen (5.10) und (5.12) reichen aus, um den Phasor E eindeutig zu bestimmen. Deshalb
sind
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(=7

rotE =
divé = 0

die grundlegenden Gleichungen fiir die Elektro-Quasistatik.

5.2.2 Komplexes skalares Potential

Da das elektro-quasistatische Feld wirbelfrei ist, kann es eindeutig durch eine skalare Potential-
funktion dargestellt werden.

Im zeitharmonischen Fall gilt rotE = 0 mit der komplexen Amplitude E. Analog zum reellen
Fall wird ein komplexes skalares Potential ¢ angesetzt:

E = —grady (5.14)

Wegen divrot = 0 ergibt sich fiir das System (5.10)-(5.13) nach Anwendung der Divergenz auf
(5.11) die Aquivalenz

div{(jwe + K)E+ Jz} = 0 (5.15)
—  div{(jue + K)E} —divJ (5.16)

Das Einsetzen von (5.14) in (5.16) liefert
div{(jwe + r)gradp} = div 5.

Im Fall homogener isotroper Medien kann durch Vorziehen der Konstanten (jwe + ) und Division
durch diesen Ausdruck folgende Poisson-Gleichung abgeleitet werden:

Ap = divJ

jwe+ kK

Diese Gleichung ist formal identisch mit der Problemgleichung der Elektrostatik, allerdings mit
einem komplexen Potential und komplexer Inhomogenitit.

5.3 Magneto-Quasistatik

Werden langsam verdnderliche Felder betrachtet, bei denen die Effekte der magnetischen Flufs-
dichte dominieren, so kann gegeniiber den vollstindigen Maxwellschen Gleichungen der Beitrag
durch die Verschiebungsstrome vernachlissigt werden, d. h. es gilt

—

ma.
5 | ot

TER3

< max|j| mit J = jL Jrf;;
FER3

Das resultierende System von Gleichungen ist dann gegeben durch

- 0B
rotB = o
rotﬁ j
divD = 0
divB = 0
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Bei harmonischer Zeitabhingigkeit kann die Darstellung mit komplexen Feldgrofen geméif Glei-
chung (5.4) verwendet werden und nach dem Ausfiihren der Differentiation und dem Herauskiirzen
des Terms e/“? ergeben sich die Maxwellschen Gleichungen zu

rotE = —jwB (5.17)
votH = J (5.18)
divD = 0 (5.19)
divB = 0 (5.20)

Die Gleichungen (5.15) und (5.17) reichen aus, um den Phasor H eindeutig zu bestimmen. Deshalb
sind

rotE =
divg =

S Iy

die grundlegenden Gleichungen fiir die Magneto-Quasistatik. Die Stetigkeitsbedingung
divJ =0

folgt aus Gleichung (5.15).
Es sei angemerkt, dafl die Magneto-Quasistatik in der Literatur hiufig einfach als Quasistatik
bezeichnet wird, wihrend die Elektro-Quasistatik in vielen Lehrbiichern gar nicht behandelt wird.

5.4 Bedingungen an quasistatische Felder

Wann ist die quasistatische N&herung ein geeignetes Modell fiir ein gestellten Problem? Hierzu
kann fiir die Fehlerfelder ein Vergleich mit den vollstdndigen Maxwellschen Gleichungen vorge-
nommen werden.

Es werden Anordnungen gewéhlt, die sich héchstens um den Faktor 2 unterscheiden — ty-
pische Linge L. Fiir Musterbeispiele siche Abb.5.1 und Abb.5.2. Die Faustregel fiir die Klas-
sifizierung bei der Darstellung mittels ,idealer Leiter“ und ,jidealer Isolatoren“ lautet: erniedrige
die Frequenz der anregenden Quelle soweit, daff die Felder statisch werden;

-

Abbildung 5.1: EQS: ide- Abbildung 5.2: MQS: ideal leitende Schleife. Die An-
al leitende Kugel. Der An- regung erfolgt durch eine Stromquelle.

trieb erfolgt durch eine

Spannungsquelle.
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das Magnetfeld verschwindet das elektrisches Feld verschwindet
im Grenzfall — EQS im Grenzfall — MQS

(Viele Metalle sind sehr gute Leiter, viele Gase, Fliissigkeiten und Festkorper sehr gute Isolatoren.)
1. Das Ersetzen der rdumliches Ableitungen in rot und div durch 1/L:

divD = 0 rotH = J (5.21)
L
-~ E = % —~ H = JL
€0 . Lo
mit F = typischer Wert von E mit H, J = typische Werte von H, J

2. Bei sinusférmiger Anregung mit der Kreisfrequenz w ist 7 = 1/w die charakteristische Zeit der
sinusformigen Antwort im eingeschwungenen Zustand.

zeitverdnderliche Ladung zeitverdnderliche Strome
— verursacht Strom — zeitverdnderliches H-Feld
— induziert zeitverdnderliches H-Feld | — E-Feld

divD = 0 rotH = J
q oD . oB
tH = — tE = ——
ro 5 ro 5
2 2
g - eoL _ Q B - woHL _ woJ L
T (5.21) T T (5.21) T

3. Das Eisetzen dieser Abschétzungen in die vollstindigen Maxwellschen Gleichungen und die
erneute Abschitzung ergibt;:

3 3
pooL gopoJ L
EFehler ) HFehler - - 3
T T
Erenter pogo L2 Hrenler _ gopoL?
EQS T2 HQS 7'2

Dies ist der relative Fehler, der gemacht wird, wenn die quasistatischen Gleichungen statt der
vollstindigen Maxwellschen Gleichungen verwendet werden.

Wegen der Annahme geniigend langsamer Zeitvariation (kleiner Frequenz) und geniigend klei-
ner Dimension haben wir

MQEQLQ

L
y— <1 = - <7
T c

mit der Lichtgeschwindigkeit
1
VEoko

CcC =

Die quasistatische Naherung ist giiltig, wenn eine elektromagnetische Welle in einer Zeit iiber eine
charakteristische Lange L der Anordnung fortschreiten kann, die kurz ist im Vergleich mit Zeiten
7, die von Interesse sind.

Wegen der Gleichheit der Bedingungen bei EQS und MQS wird die Entscheidung mit Hilfe der
statischen Felder getroffen. In unseren Musterbeispielen:
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Die Kugeln sind bei konstanter Spannungs-
quelle geladen. Die Ladung verursacht ein
elektrisches Feld.

Es existieren keine Strome und daher kein
magnetisches Feld. Das statische System
ist vom elektrischen Feld dominiert und es
ist angemessen die Anordnung als elektro-
quasistatisch zu bezeichnen — auch bei zeit-
variabler Anregung.

Bei Anregung der Schleife durch eine Gleich-
stromquelle verursacht der zirkulierende
Strom ein magnetisches Feld, aber es exi-
stieren keine Ladungen und daher kein elek-
trisches Feld.

Die MQS ist somit eine angemessene N#he-
rung.

Beispiele

1. Kreisrunder Plattenkondensator
Anregung 1MHz; EQS ist gute Néhe-
rung bei Plattenradius < 300m

2. Prozesse in Transistoren und Bildroh-
re des Fernsehers, die die Signale in
Bild und Ton umwandeln

3. Nervenleitung und elektrische Aktivi-
taten im Gehirn

4. Hochspannungsiibertragungssystem

5.5 Die Induktionsgleichung

Im weiteren wollen wir einige Effekte betrachten, die in der magneto-quasistatischen Niherung

1. Skin-Effekt in Ubertragungsleitungen
(siehe Kapitel 5.6)

2. Felder im Kraftwerksgenerator

behandelt werden konnen, wie z. B. der Skin-Efflekt.

5.5.1

Induktion durch zeitliche Anderung von

(]
dt

—

B

Abbildung 5.3: Leiter der Leitfahigkeit .

Gegeben sei ein zeitlich verinderliches Magnetfeld B(7,t) und eine ortsfeste Kurve C' (z. B.aus
unendlich diinnem leitfdhigen Material). A sei die von C umfafite Fliche (— Abb.5.3). A wird

vom Flufs

\I/m://é(f',t)dff
A
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durchsetzt. In B(7,t) wird ein Feld E(7,t) induziert, fiir das die 1. Maxwellsche Gleichung, das
Induktionsgestz, gilt:

rotE(7t) = —-aliQZ’t) (5.22)
bzw. }{Edé’ = —//%—fdﬁ (5.23)
C A

Dies ist auch gleich 0¥,,/0t, der zeitlichen Ableitung des Induktionsflusses.

Fiir einen zeitlich wachsenden Induktionsfluft durch A folgt aus (5.23), daf in einem Drahtring
C durch das elektrische Feld E ein Strom I in Richtung —ds fliefit. Dessen Magnetfeld wirkt der
Anderung des Flusses entgegen.

Lensche Regel: Der induzierte Strom flieRt so, daf sein Magnetfeld der Anderung des Induk-
tionsflusses entgegenwirkt.

Man kann auch

- ov,,
P E §—___"
U; 7{ ds 5
C

schreiben, wobei U; die im geschlossenen Stromkreis C induzierte Urspannung (oder Ringspan-
nung) ist. Wenn der Drahtring C' den Widerstand R hat, gilt auch (— Abb. 5.4)
U = 7{ Eds = RI.
c

— —

dB daB
it >0 i <0

Abbildung 5.4: Richtung des induzierten Feldes bei zunehmenden und abnehmenden Feld B.

5.5.2 Induktion durch Bewegung des Leiters

In einem magnetischen Feld B wirkt auf ein Teilchen der Ladung @ und der Geschwindigkeit
die Lorentz-Kraft B .
F=QvxB. (5.24)

Sie kann auch als Wirkung einer elektrischen Feldstérke E aufgefafst werden, die das Teilchen in
einem bewegten Bezugsystem erfihrt, wobei das elektrische Feld dann gegeben ist durch

E=7xB. (5.25)

Bewegen wir nun eine geschlossene Leiterschleife in einem zeitlich konstanten Magnetfeld, so gilt
fiir das Linienintegral lings der Schleife S (— Abb.5.5)
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dA

ds. @v

Vv dt

Abbildung 5.5: Geschlossene Leiterschleife im zeitlich konstanten Magnetfeld.

Dabei ist
7 x dsdt = dA

das von dem Wegelement ds in der Zeit dt iiberstrichene Fldchenelement dA. Wenn wir nun den
Anteil der FluRénderung beriicksichtigen, der von der Bewegung der Leiterschleife im zeitlich
konstanten Feld B herriihrt, ist

. L dA d I
U = ¢Eds=-—¢dBL—_2 [[BaA
f{ 5 7{ dt dt//
S S A
aq]’m
- O 5.26
ot (5.26)

Die Lorentz-Kraft fiihrt also fiir eine geschlossene Leiterschleife dazu, daf das Linienintegral ¢ Eds
durch die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses V¥, gegeben ist.

Statt einer geschlossenen Leiterschleife konnen wir auch z.B. ein Drahtstiick quer zum
Magnetfeld bewegen (— Abb. 5.6). Dadurch entsteht im Leiter zunéchst eine induzierte Feldstérke
E=7x é, deren Betrag

E=vB (5.27)

ist. Folglich fliefen im Leiter elektrische Strome, und zwar so lange, bis das Feld innerhalb des
Leiters zu E = 0 geworden ist. Die Strome transportieren Ladungen auf die Leiteroberfliche. Das
elekrostatische Feld dieser Ladungen kompensiert schliefllich das im Leiterinnern induzierte Feld

z B

y
/\?//\/v
/‘E’

X

Abbildung 5.6: Drahtstiick quer zum konstanten Magnetfeld bewegt.
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T
|

iz
E

Abbildung 5.7: Leiterschleife quer zum konstanten Magnetfeld bewegt.

Daher herrscht im Endzustand auferhalb des Leiters das entsprechende elektrostatische Feld.
Seine Spanung zwischen den Enden des bewegten Drahtes ist identisch zur urspriinglich im Leiter
induzierten Spannung mit dem Betrag

Ul =vBl. (5.28)

Bei Bewegung einer Leiterschleife quer zu einem homogenen Magnetfeld heben sich die Teilspan-
nungen gegenseitig auf, so dafs keine Spannung induziert wird (— Abb.5.7). Der die Leiterschleife
durchsetzende Fluf bleibt unveréindert.

Wird nur ein Teil der Leiterschleife bewegt, wobei dieser Teil in Kontakt mit dem Rest der
Leiterschleife bleibt, so wird eine Ringspannung v B hervorgerufen (— Abb. 5.8). Dies ergibt sich
aus (5.28) und entspricht der zeitlichen Flukédnderung, denn es gilt

U,, = Bla(t) = Bl(ag + vt)
av,,
dt
Das Induktionsgesetz ist fiir viele technische Anwendungen von grofier Bedeutung. Die meisten
Generatoren beruhen auf der Spannung, die in einer Leiterschleife erzeugt wird, wenn sie in ei-
nem Magnetfeld rotiert. Bei diesem Prozefs wird also mechanische Energie in elektrische Energie

umgewandelt (— Abb.5.9).
w sei die Winkelgeschwindigkeit. Der zum Zeitpunkt ¢ umfafite Flufs ist

U, = Bal cos(wt) (5.30)

U = — = —vBL (5.29)

und somit

U, = %Ed§: f%\llm = —U,, = Bwal sin(wt) (5.31)

die induzierte Spannung. Das ist das Prinzip des Wechselstromgenerators.

AEEEEEEEEY

|||||iﬁi||||
at)

Abbildung 5.8: Erzeugung einer Ringspannung.
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Abbildung 5.9: Prinzip des Wechselstromgenerators.

5.5.3 Induktion durch gleichzeitige Anderung von B und Ort des Leiters
Die beiden bisher behandelten Effekte konnen auch gleichzeitig auftreten. Sie addieren sich dann:

fﬁdg = f—//BdA ]{ (7 x d3)

S

== —E\II’"L (532)

wobei d/dt die Zeitableitung des Gesamtflusses meint.

Wir verwenden nun den Vektorpotentialansatz B = rotA sowie die Vertauschungsregel fiir das
Kreuzprodukt und erhalten mit Hilfe des Satzes von Stokes

Z{Edg = ——//rotAdFJr?{ B)ds
= //rotAdF+//rot

L 94 I
— //rot(E—i—aa—t—ﬁ’xB)dF:O
F

Da dies fiir jede beliebige Fliche F gilt, ist auch

L 9A .

Deshalb mufs fiir eine geeignete skalare Funktion ¢

—

E+ 7 x B = —grady (5.33)

3|2

gelten. Dabei ist E das Feld, das ein Beobachter ,sehen“wiirde, der sich mit dem Leiter bewegt.
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Ein ruhender Beobachter sieht das Feld

- 0A
E = —gradp — N (5.34)

(5.34) ist eine Verallgemeinerung von E = —grady aus Kapitel 2.1.1 fiir den zeitabhingigen Fall.

5.6 Die Diffusion von elektromagnetischen Feldern

5.6.1 Die Diffusionsgleichungen fiir E, f, B und A

In der Magneto-Quasistatik lauten die Maxwellschen Gleichungen

- dB
rotH = J — 3 (5.36)
divB = 0 (5.37)
divD = o (5.38)
Zur Losung werden noch die Materialgleichungen
D = ¢E (5.39)
B = uH (5.40)
J, = kE (5.41)

benotigt. Die Materialgrofien €, p, £ werden im folgenden als ortsunabhingig angenommen. Bei
Nichtvorhandensein freier Ladungen (o = 0) ergibt sich aus (5.38) und (5.39)

divE =0 (5.42)
Aus (5.35), (5.40), (5.36), (5.41) folgt
- 0 = 0 ~ 0 -
E = ——rotB=—— H=—-——
rotrot 5 rot T prot T ud
0 _
= ——ukE
ot

Nun ist wegen (5.42) und nach der Vektorbeziehung
rot rotA = grad divA — AA
andererseits

rotrotE = grad divE — div gradE
grad divE — AE
= —AE wegen (5.42),

3Vernachlissigung des Verschiebungsstromes
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so daff wir durch Vergleich die Gleichung

- OE
AE = pk— A4
Hhy (5.43)
erhalten. Mit (5.41) folgt daraus auch
—l
AJ = pk— 44
ph (5.44)

In shnlicher Weise erhalten wir fiir B aus den Gleichungen (5.36), (5.41), (5.35) und (5.37)

rot rotﬁ = rotfz rot/@E = /@rotE
0B 1 _
= —k— = —rotrotB
ot pu

1 - 1. 5
= ——divgradB =—-—AB
K H

d.h.

- OB
AB = uk— .
LK o (5.45)

Wegen B = rotA folgt aus (5.45) bei geeigneter Eichung von A auch

AA = pis— :
e (5.46)

Durch Bildung der Rotation auf beiden Seiten von (5.46) ergibt sich wieder (5.45).

Wir erhalten also fiir E, J, B und A jeweils denselben Typ von Gleichung. (Die Randbedin-
gungen unterscheiden sich aber.) Diese Gleichung, die sogenannte Diffusionsgleichung, ist von
grofer Bedeutung in der gesamten Physik. Der Name kommt daher, daf sie als skalare Gleichung
die Diffusion von Teilchen beschreibt. Thermodynamisch betrachtet, beschreibt sie einen irrever-
siblen Prozefs. Auch die Wérmeleitungsgleichung ist vom Typ der Diffusionsgleichung. Bei den
Gleichungen (5.43)-(5.46) haben wir es mit Vektordiffusionsgleichungen zu tun. Auch sie be-
schreiben irreversible Prozesse. Rein formal driickt sich die Irreversibilitidt in diesen Gleichungen
im Vorkommen einer ersten Zeitableitung aus. Falls wir ¢t durch —¢ ersetzen, &ndert sich namlich
die Gleichung, d.h. sie ist gegen Zeitumkehr nicht invariant. Der Prozefs kann also nicht einfach
riickwérts ablaufen.

Spiter werden wir die sogenannte Wellengleichung behandeln. Die hat fiir E z.B.die Form

. O2E

Der einzige Unterschied zu (5.43) ist die zweite Zeitableitung, wodurch sie invariant gegeniiber einer
Zeitumkehr wird. Sie beschreibt Vorgénge (ndmlich Wellen), die ebenso riickwérts wie vorwérts
in der Zeit ablaufen kénnen.
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5.6.2 Typeneinteilung partieller Differentialgleichungen

Die Mathematik unterscheidet 3 Typen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung: elliptische,
parabolische, hyperbolische. Diese 3 Typen sind auch von wesentlicher Bedeutung in den
Naturwissenschaften und beschreiben verschiedene Naturvorginge.
Wir betrachten hier nur die beiden Variablen (z,y) bzw. (z,t).
Die Gleichung
2 2
% g—yf = 7% (Poisson-Gleichung) (5.48)
ist eine elliptische Differentialgleichung. Aus Anwendungssicht handelt es sich um eine Potential-
gleichung.
Die Gleichung
0% Oy
5 = & 5.49
ox? Ot (5.49)
ist eine parabolische Differentialgleichung. Es handelt sich um die skalare Diffusionsgleichung.
Die Gleichung
Pp_ 0
0z Ot2
ist eine hyperbolische Differentialgleichung. Es handelt sich um die skalare Wellengleichung.

(5.50)

Zusammenfassung

math. Bezeichnung | Anwendungsbeispiel

o %0 o

92 T T o elliptische DGL Potentialgleichung
0
2
% = %—f parabolische DGL Diffusionsgleichung
x
0? 0?
8—:;20 = an hyperbolische DGL | Wellengleichung

5.6.3 Felddiffusion im Halbraum; Eindringtiefe

Die z-Achse zeige ins Innere des Leiters. Fiir die Feldstarke setzen wir Unabhéangigkeit von x und
y voraus (— Abb. 5.10):
0 0

— == =0,
dr Oy
d. h.sie erfahre weder in x- noch in y-Richtung eine Verdnderung.

Bei harmonischer Zeitabhéngigkeit und Bentzung der komplexen Schreibweise geméf (5.4)
erhalten wir fiir die Diffusionsgleichungen (5.43) und (5.45) zunéchst

(5.51)

AE = jwukE (5.52)
AB = jwurxB (5.53)
Unter Beachtung von (5.51) ergibt sich
O’E, , .
82_2 = jwpkE, analog fiir £, (5.54)
9B, , .
8; = JjwukB, analog fiir B, (5.55)

Weiterhin folgt mit (5.51) aus (5.35) und (5.36) durch Komponentenvergleich B, = E, = 0.
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Vakuum
K=0

Vi n
]

7.

Abbildung 5.10: Leitfahiger Halbraum.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 2. Ordnung (5.54) lautet bei Benutzung von

p? = jwuk (5.56)
E, = Ael* + Be * (5.57)
Mit
p = (A+jk
o= 2R (5.58)
2
erhalten wir
E, = Ae™ei** 4 BemFze iRz, (5.59)
Aus (5.35) erhalten wir
0E,
5 —jwpH,, (5.60)
woraus wir H, bestimmen:
1 :
u, - -+ %
jwp 0z
1+.7 WHK kz jkz —kz —jkz
= ———= /= (A&’ — Be " e M) (5.61)
Jw 2
_ (.7 — 1)K (A kz jk=z _ B —kz —jkz)
= T Ae e De (&

Die Konstanten A und B ergeben sich aus den Randbedingungen:

1. Das Feld mufs im Innern des Leiters fiir z— oo auf Null abklingen, da im Medium eine
Leistungsumwandlung in Joulesche Wérme stattfindet.

2. Die Randwerte an der Oberfléche des Leiters sind vorgegeben.

A:O7 EZEO
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Somit ist die elektrische Feldstérke gegeben durch

E = Eoeszeijkz (562)

Mit (5.61) folgt fiir die magnetische Feldstéirke

kE ;
H = 2=0(1 _ e kze—ikz 5.63
i, = "By e (5:69

Die Amplitude von E, nimmt also in z-Richtung exponentiell ab. Kennzeichnend fiir die Abnahme
ist der Faktor 6 = 1/k

|E, (2 = 9)|

-1
—e ' ~0.37 (5.64)
| Eol

In der Entfernung 6 von der Oberfliche ist die Amplitude auf den e-ten Teil, d.h. auf ca.37%
des Ausgangswertes abgefallen. Diese Entfernung wird als Eindringtiefe § (engl. skin depth)

bezeichnet und betrigt
1 2
6 = — = _
% \/ o (5.65)

Beispiel: Kupfer. Die Leitfihigkeit von Kupfer betrigt

1
=58-10"—
k=158 0Q

seine Permeabilitit

Vs
=g =47 -107 77—
= fo 7 N

Fiir eine Frequenz f = 50Hz (Kreisfrequenz w = 2750Hz) ergibt sich die Eindringtiefe

2
§ = ~ lcm.
\/27r 5047 -10-7-58-107 M

Nachfolgende Grafik zeigt die Eindringtiefe von Aluminium und Kupfer als Funktion der Frequenz.
Es wird ersichtlich, daf die Eindringtiefe fiir technische Frequenzen in der Grofenordnung von
Zentimetern liegt, wihrend sie fiir sehr hohe Frequenzen (z. B. Rundfunk) nur Bruchteile (Zehntel,
Hundertstel) von Millimetern betrégt (— Abb. 5.11).
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Eindringtiefe vs Frequenz

E 1E+02

e

c IEHOL @y -

$ O1E+00 N

g 1E-0L - -+ - - g~

5 1E-024 - - Eisen

[

 1E-03 S Aluminium

1E+2 1E+4 1E+6 1E+8 Kupfer

Frequenzin Hz

Abbildung 5.11: Frequenzabhéngigkeit der Eindringtiefe fiir Aluminium und Kupfer.

5.6.3.1 Physikalische Deutung der Eindringtiefe

Die Abschitzung fiir die Eindringtiefe erlaubt es, den unendlichen ebenen Leiter als Nidherung
fiir eine zylindrische Leitung mit grofsem Durchmesser zu verwenden, die einen Wechselstrom der
Frequenz f fiithrt (— Abb.5.12).

Die Achse des Zylinders sei parallel zur x-Achse. Die Riickleitung soll mit Hilfe eines anderen,
koaxial angeorneten Leiters mit noch groferem Durchmesser realisiert werden.

Mit wachsender Frequenz konzentrieren sich die Felder immer stirker an der Leiteroberfliche
und fiir hinreichend hohe Frequenzen stellt die Eindringtiefe nach Gleichung (5.65) auch fiir Drihte
mit kreisférmigem Querschnitt ein brauchbare Naherung dar.

DT

S
SN
4

N

7

Abbildung 5.12: Halbraum als N#herung fiir einen runden Metalldraht.

5.6.3.2 Spezielle Welleneigenschaften der Losung

Wenn wir die Zeitabhingigkeit explizit ausdriicken, erhalten wir aus (5.62) und (5.63)

Edlaﬂy ~ eszej(wtsz) (566)



5.6 Die Diffusion von elektromagnetischen Feldern 107

Abbildung 5.13: Verteilung der elektrischen Feldstirke zu verschiedenen Zeitpunkten.

bzw.nach Bildung des Realteils
E, H, ~ e % cos(wt — kz). (5.67)

Die Feldstirkewerte verindern sich wie fortschreitende ebene Wellen (— Abb.5.13). Die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit v der Welle folgt aus der Beziehung

E,, H, ~ e % cos [w (t — %)] (5.68)

durch den Vergleich mit Gleichung (5.67):

w
v=g (5.69)

Die Feldstéirken ,wandern“, dhnlich wie eine elektromagnetische Welle, mit der Phasengeschwindig-
keit v in positive z-Richtung. Weil der Vorfaktor e ** eine starke Dimpfung der Felder bewirkt,
handelt es sich allerdings um eine sogenannte ,,geddmpfte Welle*“. Mit der Wellenléinge A

A= (5.70)

schreibt sich der Dadmpfungsfaktor fiir z = A
e R = 72" ~0.002 < 1,

d. h. bereits nach einer Entfernung von z = X sind die Felder aufgrund der Wirmeverluste im
Material nahezu verschwunden.

Beispiel: Kupfer. Bei f = 50Hz ist A = 2wrcm ~ 6¢cm. Bei hoheren Frequenzen werden die
Wellenldngen und damit die Eindingtiefe immer geringer. Aus

rotﬁ = j

ergibt sich auch der zugehorige Strom. Dies soll hier nicht ausgefiihrt werden, sondern nur darauf
hingewiesen werden, daf man sich modellméfig vorstellen kann, daf der effektive Gesamtstrom in
einer oberflichlichen Schicht der Dicke § mit konstanter Stromdichte fliefst (mehr hierzu: Lehner
Seite 388).

Den Effekt, daft Feldstdrke und Stromdichte aufserhalb der Eindringtiefe nahezu verschwinden,
bezeichnet man auch als Skin-Effekt, auf den wir noch einmal zuriickkommen.
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5.7 Energiedichte und Energiestromung

Im folgenden werden wir den rellen und den komplexen Poynting-Vektor einfiihren.

5.7.1 Der Poynting-Vektor

Die Maxwellschen Gleichungen besagen, daf jede zeitliche Anderung eines magnetischen Feldes
mit dem Entstehen oder Verschwinden eines elektrischen Wirbelfeldes verbunden ist und umge-
kehrt. Im zeitlich verdnderlichen Feld ist demnach der felderfiillte Raum Trager elektrischer und
magnetischer Energie der Dichte

W= we + wy, = =~(ED + HB) (5.71)

|~

(Vergleiche (2.167) und (3.47).) Die Gesamtenergie innerhalb eines Volumens V ist

W= %/// (<IBP + ul %) av. (5.72)
1%

Ihre zeitliche Anderung (z. B. Leistungsumsatz in Wiirmestrahlung in einem stromdruchflossenen
Leiter) ergibt sich hieraus unter Verwendnung der Produktregel zu

///( a—D+ﬁaB> av. (5.73)

Werden die partiellen Ableitungen mit Hilfe der ersten beiden Maxwellschen Gleichungen ersetzt,

so ergibt sich
S = [ B (ot - ) + B (~rotE)] av

14

/ / / ( GrotH — HrotE — Ef) % (5.74)
\%
Vektoranalysis — = f///

v

[div (E’ x H) + EJ} % (5.75)

Wir definieren nun die neue vektorielle Grofe

P=ExH (5.76)

///divﬁdv = ﬂﬁdﬁ (5.77)
1% oV

ergibt P die Flichendichte der Leistung und heift Poynting-Vektor (auch: Vektor der Ener-
giestromung oder Strahlungsvektor). Damit schreibt sich Gleichung (5.75) z

AW - L
oV \4

Wegen
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Dies ist der Poyntische Satz: Die durch die Oberfliche 0V eines Volumens V eindringende
Energiestrémung im elektrostatischen Feld ist gleich der zeitlichen Anderung der eindringenden
elektromagnetischen Energie (Blindleistung) vermehrt um die zur Wérmeentwicklung benotigte
Leistung (Wirkleistung).

Existiert in V' eine Quelle der Feldstéirke Eq, die das elektrische Feld E verursacht, ist also

J=r (E + Eq) (5.79)
und damit .
R
E=—-FE, (5.80)
K

konnen wir (5.78) schreiben als

dW—fﬂﬁdAL// %dVJr///qudV. (5.81)
\4

dt
~ v %
1 N’
2 3 4

Dies ist ist der Erhaltungssatz fiir die Energie des elektromagnetischen Feldes: Die Abnahme der
Feldenergie im felderfiillten Volumen V' (1) ist innerhalb eines Leiters eine Folge der Energieum-
wandlung in Joulesche Warme (3), die nach aufien abgestrahlt oder abgeleitet wird. Auferdem
erhoht sich der Energiegehalt im Volumen V' aufgrund einer in das Volumen eindringenden elek-
tromagnetischen Strahlung (2) sowie infolge der Energiestromung einer Quelle (4).

Der Poynting-Vektor zeigt die Richtung einer Energiestromung an. Sein Betrag ergibt die
Flachendichte der Leistung. Das Oberflichenintegral des Poynting-Vektors iiber die geschlossene
Oberflache OV eines Volumens muf folglich die gesamte durch 0V ein- und austretende Leistung
ergeben (— Abb.5.14).

Abbildung 5.14: Das Oberflachenintegral des Poynting-Vektors.

Bei dem Poynting-Vektor handelt es sich um eine lokale Grofse des elektromagnetischen Fel-
des, da er an jedem Raumpunkt die Strémung der elektromagnetischen Energie darstellt. Die
Angabe des Poynting-Vektors setzt voraus, daf die elektrischen und magnetischen Feldvektoren
miteinander verkettet sind (vergleiche Herleitung aus den Maxwellschen Gleichungen).

Sind E und H nicht miteinander verkettet, so kann zwar ExH # 0 sein, ergibt aber nicht
den Poynting-Vektor und auch das Integral

#Exﬁm‘
ov
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hat dann keine physikalische Bedeutung. Ein Beipiel fiir diesen Fall stellt ein geladener Platten-
kondensator dar, der in ein von einer Spule erzeugtes Magnetfeld gebracht wird (— Abb.5.15).

a)
RRODD DD

OV IES 1
H’<

=
L =
T~<
>

©OOO0OOOOO

Abbildung 5.15: Geladener Plattenkondensator im statischen Magnetfeld a) xy-Ebene und b) zy-
Ebene.

Beispiel zum Poynting-Vektor: In einem gleichstromdurchflossenen zylindrischen Draht
liegt eine Verkettung von E und H, die durch die endliche Leitfahigkeit verursacht wird (—
Abb. 5.16).

Abbildung 5.16: Gleichstromdurchflossener zylindrischer Draht.

Bei gleichmifiger Stromdichteverteilung ergeben sich auf der Leiteroberfliche die Feldstirken

H = H,é, (5.82)
E = E.é +E.é. (5.83)
I
it H, = — 5.84
m ks 2ma ( )
I
E. = (5.85)

TKa?
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Die Normalkomponente P, des Poynting-Vektors auf der Leiteroberfliche ergibt sich somit

12

P = E-Hy = 2km2a3

(5.86)

mit lim P, = 0. Fiir die Verlustleistung N bezogen auf die Leiteroberfliche (hier Zylinderman-
telﬁgchzo%ral) ergibt sich somit

I’
KkTa?

N=PFP,A= (5.87)
als Folge der in Wirme umgesetzten Energie, bezogen auf die Zeit. Die Energiezufuhr kommt aus
der Umgebung um den Leiter. Der Gleichstromwiderstand R des Leiters folgt wegen N = RI?
direkt aus (5.87):
l
R= (5.88)

Kma?

Die durch die Radialkomponente F, verursachte tangentiale Komponente des Poyting-Vektors
P =FE.H, (5.89)

beschreibt die Energiestromung zu einem die Leitung abschliefenden Verbraucher (— Abb. 5.17).

Abbildung 5.17: Energiestromung zu einem die Leitung abschliefenden Verbraucher.

Beachte: Fiir einen guten Leiter (x sehr grof) erfolgt der eigentliche Energietransport (P;)
entlang der Leitung im elektromagnetischen Feld aufierhalb des Leiters. Bei der Energieiibertra-
gung besteht die Aufgabe des Leiters lediglich darin, eine solche Feldverteilung hervorzurufen, dafs
die Energiestromung gezwungen wird, dem Leiter rdumlich zu folgen (Fiihrung). Dabei wird ein
Teil der elektromagnetischen Feldenergie dem Raum um den Leiter entzogen und vom Leiter in
Warme umgewandelt (Joulesche Wirmeverluste).

Zur Erlduterung der Energiestromung zum Verbraucher betrachten wir eine Doppeldrahtlei-
tung (— Abb.5.18). Wir miissen dabei beachten, daR die drei Vektoren E, H und J aus dem
vorigen Bild hier fiir den Riickleiter ihre Richtung umkehren, nicht jedoch P, welches auch im
Riickleiter zum Verbraucher zeigt. Der Energietransport zum Verbraucher vollzieht sich zwi-
schen Hin- und Riickleiter! Er wird durch die tangentiale Komponente des Poynting-Vektors

beschrieben.
//PdA // P, dA = // EHEdn (5.90)

2
I= %Hdﬁ und U= /Edn (5.91)
1
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Abbildung 5.18: Zur Erlduterung der Energiestromung in einer Doppeldrahtleitung.

ergibt sich also fiir den Flufs des Poyting-Vektors:
//ﬁdA’: Ul (5.92)
A

5.7.2 Der komplexe Poynting-Vektor

Verwenden wir fiir zeitharmonische Feldgrofen die komplexe Schreibweise geméf (5.4), so lauten
die ersten beiden Maxwellschen Gleichungen unter Einbeziehung der Materialgleichungen

rotE = —jwpH (5.93)
rotH = jwsE+nE:jw§kE (5.94)
mit einem komplexen ¢,
K
—e+4 — =¢(1— jtand.), 5.95
g =c+ 1 =e(l - jtand) (595)

wobei d. den Verlustwinkel des Mediums bezeichnet. (Dielektrikum: tand., < 1, tand. =~ d;
Metall: tand. > 1, € &~ g — g, rein imaginér)
In permeablen Medien werden analog die Verluste in einem komplexen p bzw. mit einem tand,,
bertiicksichtigt:
B, = pu(l—jtand,) (5.96)

Aus (5.93) und (5.94) ergibt sich dann

rotE = fjwﬁkﬁ (5.97)

rotH = ngkE (5.98)

Durch skalare Multiplikation von links mit E " baw. E* erhalten wir (ﬁ T komplex-konjugierter
Wert von H):

8y
S
&
I

—jwp, H - H (5.99)
(5.100)

sk — %

ErotH = jwgE-E
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Mit Hilfe der Vektoranalysis folgt nach Subtraktion von (5.99) und (5.100)

—

div(E x H) = E*rotE — Erotﬁ*
—jwp, H -0+ jwe - B (5.101)
Analog zu (5.76) definieren wir den Poynting-Vektor

P = Re{Ee’*t} x Re{He'*'} (5.102)
Gleichung (5.102) ist physikalisch sinnvoll, aber meistens wird nicht das harmonische Feld zu einem
bestimmten Zeitpunkt gesucht, sondern ein zeitlich gemittelter Flufd. Deswegen berechnen wir

die Anderung des Energieflusses wihrend einer zeitlichen Umlaufperiode 27/w und dividieren
durch diese Periode:

27
B w 7wt 7 jwt
P = —/Re{ﬁej } x Re{He'*"} dt
T
0
1 = — % 1 —% —
= §Re{ﬁ xH } = §Re{E x H} (5.103)
Der Vektor
01 4 s
Bo=5ExH) (5.104)

heifst komplexer Poynting-Vektor. Sein Realteil ist gleich dem zeitlichen Mittel des Energie-
flusses. Er kann auch in der Form

- 1
By=(ExH +ExH) (5.105)

angegeben werden. Durch die Beriicksichtigung der Definition (5.104) in Gleichung (5.101) erhalten
wir den komplexen Poyntingschen Satz:

= 5 H'2 *EQ

ﬂgde —2jw/// (ﬁku _ailE] ) av
4 4
v v
B2 €132
—2wtan6lt///z|ﬁ| dV—2wtan55///Z|E| dV
v v
_ gz gy — C1E2
2o | [[[ S av - [[[ S8R av
v v

—Nw — jNg (5.106)
= —NW —j2w(Wm — We)

mit der Wirkleistung Ny (der mittleren im Volumen V erzeugten Wirme) und der Blindleistung
Np (der Differenz zwischen mittlerer magnetischer und elektrischer Energie bezogen auf die Zeit-
einheit). In guten Leitern ist W, <« W,,,. In Metallen wird deshalb aus Gleichung (5.106)

L 1 -
ﬂgkcm _ —///§K|E|2dV—j2me
oV 1%

— _Nw —jNg (5.107)
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Hieraus konnen wir den Wirkwiderstand Ry, und die innere Induktivitit L; von Leitern be-
rechnen — insbesondere bei hohen Frequenzen. Wegen

I

*

U

folgt

Nw 512RW
1
Np = 51%@-

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

Beispiel: Hochfrequenz-Widerstand eines leitenden Halbraums (— Abb. 5.19). Anfangswerte auf

der Oberflache: Ey
(5.62) :
(5.53) :

(5.112) —

E e—kze—jkz

\g

Abbildung 5.19: Hochfrequenz-Widerstand eines leitenden Halbraums.

kEq _ —kz _—jkz
o5, (L i) e
J € :ﬁE mit we K€ K
alk
J,ydedy = = —2
/ / T Ak
y=0z=
1
% - |£| = 75|E0|
1 = s
§(E><ﬂ )=-- 4E0"‘€(1+J)5
1 2 —2kz
PW = —Eoné
4
X
0< K< @
] Z
NE
0 Eindringtiefe

—2kz

(5.112)
(5.113)
(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)
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Bei z = 0 erhalten wir daraus die einstrémende Leistung pro m? von

1

Py 1

E2k0. (5.119)

Aus (5.110) folgt mit Ny = Pw A = Py ax fiir den Hochfrequenz-Widerstand Ry

2Nw _ 2ax Py

Ry =—— = ——5—. 5.120
VETE T P (0120
Das Einsetzen von Gleichung (5.116) und (5.119) in (5.120) liefert
Rw 1
oo w 4 5.121
W x Kad ( )

den Widerstandswert pro Langeneinheit in z-Richtung. Mit (5.65), der Definition der Eindringtiefe
d, folgt

1 jwp
Ry = =4/ =% ~ ) 5.122
W=y~ Ve (5.122)

Fiir eine Platte der Dicke § und gleichméfige Stromverteilung ergibt sich geméf (5.121) der gleiche
HF-Widerstand.

5.7.3 Strom- und Feldverdringung
5.7.3.1 Gleichstromleiter

Annahme: Aquipotentialfliichen bei z = 0 und z = [ (— Abb.5.20), w = 0 — Strom verteilt sich
gleichméfig im Leiter. Im stationdren Zustand ist

- U
|E| = 7 (5.123)
- - U
(5.41) — |JL| = k|E|= nT (5.124)
Der Gesamtstrom im Leiterinnern ist
- U
I =|J.|A=kK—hd. (5.125)

l

}_h_,

I
id

- .
K @/ Zy
oy

Abbildung 5.20: Gleichstromleiter.
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Bei Leitern mit sehr kleinen Querschnittsabmessungen gegeniiber ihrer Linge [ sind die Annahmen
sehr gut erfiillt. Aus (5.125) folgt fiir den Gleichstromwiderstand pro Léngeneinheit

Ry U 1 1
Ry=="=_ — | (5.126)

I I rhd rA

5.7.3.2 Wirbelstrome in diinnen Platten

In Kapitel 5.7.2 haben wir im Beispiel der leitenden Halbebene gesehen, dafs die Stromleitung
bei Wechselstrom im wesentlichen in einer Schicht unter der Leiteroberfliche erfolgt und daff
diese Schicht mit wachsender Frequenz immer diinner wird. Diese Erscheinung wird Strom- und
Feldverdringung bzw. Skineffekt genannt. Ein anschauliches Bild fiir das Zustandekommen
der Stromleitung in Leitern ergibt sich, sofern davon ausgegangen wird, dafs der felderfiillte Raum
Sitz und Trager der Energie ist und der elektrische Nichtleiter den eigentlichen , Leiter “fiir die elek-
tromagnetische Energie darstellt (— Abb. 5.21). Es dringt in +y-Richtung von beiden Blechseiten
eine ebene Welle ins Innere ein.

Ee. (5.126)

o

Ieﬂf

Es wird der Hochfrequenz-Widerstand fiir hohe Frequenzen gesucht (§ < d). Die Gleichungen fiir
die Magneto-Quasistatik lauten:

- OH
tE = —pu—— 12
ro By (5.127)
rotH = kE (5.128)
Wegen der harmonischen Zeitabhingigkeit folgt aus der Diffusionsgleichung (5.45)
AH — jwpkH = 0. (5.129)
OO
—_ “‘\\\%%%
E// ¢
(D Y
I L7
& o y
J\ d ‘lo’ \Q YA
A LN
—~— X

Abbildung 5.21: Diinne leitfahige Blechplatte.
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Unter der Annahme, daf H, nur von y abhéngt, folgt hieraus

2

gﬁ;iiiw‘* KH, = 0 (5.130)
147 147
mit k= %\/w/@u = % (5.131)

als Kreiswellenzahl und der Eindringtiefe 6 nach (5.65). Die Gleichung (5.130) entspricht der Helm-
holtzgleichung, die wir in Kapitel 6 ausfiihrlicher behandeln werden. Uber der Querschnittsfliche

A 1 &, liefert das Durchflutungsgesetz
//@otg _kB)dd = 0
A

b/2 —b/2
/ £z|y:7% dx + / —ﬁzly:7% dx = IO
r=-b/2 z=b/2
I
- Hil s = o (5.132)

wobei der Beitrag der Schmalseiten d der Querschnittsfliche zum Umlaufintegral vernachlissigt
wurde. Der Losungsansatz fiir die skalare Helmholtzgleichung nach Gleichng (5.130) lautet

d d
H, = C1e™ 4 Coe™™ mit —5 <y <3 (5.133)

Die Konstanten C7 und C5 sind die zu bestimmenden Amplituden der hin- und riicklaufenden
Welle. Fiir die Randbedingungen auf der Plattenoberfliche ergibt sich mit Gleichung (5.133)

I
Hy(y=-d/2) = —Hi(y=d/2)=7;
— Cl = —Cg =C
Io/2b
¢ = e—kd/2 _ okd/2 (5.134)
Iy e*v —e kv Iy sinh(ky)
H = 22— - - 0 1
- =(9) 20 e—Fd/2 — ¢kd/2 b sinh(kd/2) (5.135)
1 Ipk cosh(k
(5128) > E.(y) = —+2p, - fok_coshlky) (5.136)

kdy " 2brsinh(kd/2)

Die Feldverteilung iiber dem Plattenquerschnitt ist in Abb. 5.22 aufgezeigt.

Fiir sehr hohe Frequenzen wird der Strom praktisch vollstindig an die Oberfliche y = +d/2
verdringt (Skin-Effekt). Im folgenden werden der Wirkwiderstand Ry und die innere Induktivitét
L; zugeordnet:

l
U:IMRW+JwLJ:‘/lgdz:Eu (5.137)
z=0
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| |
| N\<Ze{Ez} |
_ I I
7 E/( : :
H ] ]
— _d! 0 d: y
“d \lo | 2| 2|
|l PN | /o M} |
y | |
) z - :
- 5 - =
Abbildung 5.22: Feldverteilung iiber dem Plattenquerschnitt.
Mit E, = E.(y = d/2) folgt
- Iyk cosh(kd/2)
Io(Rw + jwL;) Yo s (k2 (5.138)
w . Ly 143 1+jd
(5.131) — i + jw i T coth ( 53 (5.139)
cothu i —  lim coth(1+ j)a~1 (5.140)
et —e ¥ a>1
, 1
—  ~ 141
Ry T Vw (5.141)
1 1
L; —~ — 142
! 2bkdw  Jw (5.142)

fir den ldngennormierten Wirkwiderstand Rj;, und die innere Induktivitit L; (ebenfalls lingen-
normiert). Fiir I = 0 in der Mitte der Platte ergibt sich

Sein Betrag ist doppelt so groft wie in (5.142).

Eine unsymmetrische Feldverteilung ist in Abb. 5.23 dargestellt.

Abbildung 5.23: Unsymmetrische Feldverteilung.

(5.143)
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5.7.3.3 Einseitige Stromverdringung auf einer Bandleitung

Fiir d > § gilt (5.143) fiir eine einzelne Schiene. Der gesamte Widerstand der Bandleitung (je
Langeneinheit) ist also (— Abb.5.24)

, 2
W= .144
bkd (5 )

Abbildung 5.24: Wechselstrom auf 2 Schienen.

5.7.3.4 Stromverdringung in Ankernuten

Zur Begrenzung des hohen Anlaufstromes bei Asynchronmotoren werden Tiefnutstromléufer ver-
wendet. Im Augenblick des Ausschaltens betrigt die Lauferfrequenz f = 50Hz und somit 6 ~ lecm
(vgl. Abschnitt 5.6.3).

Bei der sehr geringen Liuferfrequenz des laufenden Motors (Schlupffrequenz) kann mit § — oo,
d.h.mit dem Gleichstromwiderstand Ry des Laufers gerechnet werden (— Abb. 5.25).

Wegen e > po gilt anndhernd H 1 Fe. Bei geniigender Dichte d > § ist der untere Teil der
Schiene stromlos. Entsprechend (5.143) gilt daher

1 1 How
=== T4/ 5 14
Ry bkd b\ 2k (5.145)

Falls d nicht geniigend grof ist, mufs eine reflektierte Welle beriicksichtigt werden. Das Resultat
wird dann komplizierter.

E®

Fe Ccu H Fe |d
w>> 1o | |u=o
// 1

Abbildung 5.25: Nut eines Tiefnutstromlaufers.
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5.7.3.5 Stromverdringung in einem unendlich langen Zylinder

In einer sehr langen langshomogenen Spule entlang der z-Achse befinde sich ein sehr langer, koaxial
angeordneter Zylinder mit kreisférmigen Querschnitt und endlicher Leitfdhigkeit « (— Abb. 5.26).

In der Spule flieRe der Strom I(t) = Re{l,e’*!}. Die Frequenz w ist so gewéhlt, daR die
Wellenldinge A = 27/k = 27 /(w/v) sehr viel grofer als die geometrischen Abmessungen ist. Wir
gehen von Gleichung (5.129)

AH — jwpkH =0, (5.146)

der Helmholtzgleichung aus.
Angenommen wird nun, daf das 1l/[agnetfeld_a in longitudinale Richtung weist. Dann l6sen wir
(5.146) in Zylinderkoordinaten. Mit H = (0,0, H,) erhalten wir

10

-—((rH,)—J H, = .14

~ 5y (TH) — jwpkH, =0 (5.147)
Dies ist ein Spezialfall der Besselschen Differentialgleichung (2.128) (fiir m = 0, n = r, f = rHz).
Die Losung von Gleichung (5.147) ergibt sich daher zu

H.(r) = CJo(ar) (5.148)

mit o = 1/%“(1—;’). (5.149)

Die Konstante C' &t sich durch das Integral iiber H langs der geschlossenen Kurve C bestimmen
(— Abb.5.27). Sein Wert ist gleich dem umfangenen Strom. Bei n Windungen pro Lingeneinheit
gilt nach dem Durchflutungsgesetz

IHy, = ICJo(aR)=InI (5.150)
nl
N C = 7Jo(aR) ) (5.151)
H.(r) Ly ar) (5.152)
- = .
H, To(al)
0H, anl
- _ = : 1
und I, (r) 5 Tl J1(ar) (5.153)

2R

Abbildung 5.26: Unendlich langer Zylinder.
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AZ
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R

Abbildung 5.27: Bestimmung der Konstanten C' durch das Umlaufintegral.

Fiir das elektrische Feld folgt somit schlieflich

E (r)= \/;ig(l - j)#jmzh(ar). (5.154)

Fiir die pro Langeneinheit im Zylinder in Warme umgewandelte Verlustleistung finden wir dann
zu

R

py = 2 [ E0ELrdr 5.155)
nl 2 .

= [m] WM/Jl(OéT)J1 (ar)rdr. (5.156)

Mit Hilfe des Verlaufs von P, als Funktion von R/¢ kann z.B. der Zylinder so im Verhéltnis
zur Eindringtiefe dimensioniert werden, daf$ ein zuléssiger Hochstwert von P, nicht iiberschritten
wird.
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Kapitel 6

Ebene Wellen

Im Fall schnell veréinderlicher Felder, in dem weder die zeitliche Anderung der magnetischen In-
duktion &5/8t noch die der Verschiebungsstromdichte 0D /9t vernachlissigt werden kann, muf
das vollstindige System der Maxwellschen Gleichungen gelst werden.

Die Maxwellschen Gleichungen besagen, daf die elektrischen und magnetischen Felder wech-
selseitig miteinander verkniipft sind. Die zeitliche Zustandsinderung der Felder breitet sich
mit endlicher Geschwindigkeit im Raum aus. Sie wird als elektromagnetische Welle bezeich-
net. Im Vakuum entspricht ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit gerade der Lichtgeschwindigkeit. In
der Technik werden elektromagnetische Wellen zum Zweck der Energie- und Signaliibertragung
erzeugt. Nach den Maxwellschen Gleichungen

, 0B

E = —-=— 1
rot Bn (6 )

. oD -

tH = — 2
O 5 +J (6.2)
divD = o (6.3)
divB = 0 (6.4)

erzeugt die zeitabhingige elektrische Feldstdrke {iber den Leitungsstrom Jr und den Verschie-
bungsstrom dD/dt ein Magnetfeld und dieses durch Induktionswirkung (9B /dt) wieder ein elek-
trisches Feld.

Die zur rdumlichen und zeitlichen Beschreibung der elektromagnetischen Welle, also des sich
im Raum ausbreitenden Auf- und Abbaus des elektrischen und magnetischen Feldes, dienende
Funktion ist die zugehorige Wellenfunktion. Sie ergibt sich als Losung der sogenannten Wellen-
gleichung.

6.1 Die Wellengleichungen

Im folgenden wollen wir die Wellengleichung fiir die elektrischen Feldstérke E und die magneti-
sche Feldstiirke H herleiten. Dies geschieht durch Entkopplung der Differentiation. Auf die
Wellengleichungen fiir das Vektorpotential A und das skalare Potential © werden wir spiter noch
eingehen.

Wie bei der Herleitung der Diffusionsgleichungen gehen wir von den allgemeinen Maxwellschen
Gleichungen aus und 16sen sie direkt mit den elektromagnetischen Feldstérken. Wieder werden ¢,
1 und £ als konstant angenommen und es sei J=J.

Durch Anwendung der Rotation auf (6.1), zeitliche Differentiation von (6.2) und das Einsetzen
der Materialgleichungen fiir D und H sowie der Definition von Jy, ergibt sich
0°E OE

rotrotE = _EMW - H,LLE

(6.5)
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Analog folgt

. 9*H OH
trotH = —epi——— — —_— 6.6
rotro ELL 52 Kt 5 (6.6)

Fiir Vektorfelder F gilt allgemein
rotrotF = —V2F + grad divF.

Diese Beziehung wird fiir F = E bzw. H in (6.5) bzw. (6.6) eingesetzt, wobei fiir H der grad div-
Term wegen (6.4) und p = const. verschwindet. Wir erhalten somit

= = 0*E  OE
V2E — grad divE = s + Ry (6.7)
o/e
. 0*H  0oH
V2H = ¢ep 5 + Kl (6.8)

Falls die Ladungstragerdichte ¢ = 0 ist und damit kein anregender Term vorhanden ist, verschwin-
det auch der grad div-Term fiir £ wegen (6.3). Dann erfiillen £ und H jeweils die Gleichung fiir
eine gedampfte Welle:

- O’E OE

2 — _— = _
V°E —ep 5 Ky (6.9)

- °H OH

2 — _— = _—
V°H —ep 5 Rp— (6.10)

Die Gleichungen (6.7) und (6.8) sind die allgemeinen Wellengleichungen, die Gleichungen (6.9)
und (6.10) die Wellengleichungen im Fall verschwindender Raumladungsdichte.

Fiir Isolatoren, also im Fall k = 0, vereinfachen sich (6.9) und (6.10) weiterhin und wir erhalten
die speziellen Wellengleichungen

o O°E
- ?H

Es handelt sich jeweils um ein Paar entkoppelter, hyperbolischer Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

6.1.1 Ebene Wellen im Isolator
Zunichst betrachten wir die Wellengleichungen (6.11) und (6.12), die in einem ladungsfreien,

nichtleitendem Dielektrikum, wie z. B.dem Vakuum, gelten. Aufserdem wollen wir annehmen, dafs
E und B nur von einer der drei kartesischen Koordinaten, z. B. z, und von der Zeit ¢ abhingen:

E = E(z,t) = [Ey(2,1), By(2,1), E.(2,1)] ,
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analog fiir B. E und B heifen ebene Wellen!. Wegen ¢ = 0, miissen beide Felder quellenfrei
sein, d. h.

o oL,
divE = — =0 6.13
iv o (6.13)
- 0B,
divB = — =0 6.14
iv s (6.14)
1o} 0 . .
— = — =0 wegen reiner z-Abhéngigkeit
ox oy
—~ B, = E.(t) (6.15)
— B, = B.() 6.16)

Wir nehmen nun an, dafs E, und B, auch nicht von der Zeit ¢ abhéingen, ja sogar, daf gilt

E. = 0 (6.17)
B. = 0. (6.18)

Ebene Wellen, die keine Feldkomponenten in ihrer Ausbreitungsrichtung (hier in z-Richtung) ha-
ben, werden als transversale Wellen bezeichnet. Bei dem Vorhandensein von Raumladungen
(z.B.in Plasmen) sind auch ebene Wellen mit Feldkomponenten in Ausbreitungsrichtung, soge-
nannte longitudinale Wellen, mdglich.

Die hier betrachteten transversalen Wellen mit der Ausbreitungsrichtung z haben nur die
transversalen Komponenten E,, E,, B, und B,. Fiir diese Komponenten gilt dann z. B.

E, O*E,

= .1
022 Ho (6.19)
0?’E, 0’E,
= . .2
022 Hoe (6.20)
Mit
v (6.21)
VER '
haben wir also eine Differentialgleichung der Form
0? 1 92
- = .22
(8z2 v2 8t2) fz1) =0, (6.22)

die sogenannte homogene Wellengleichung, vorliegen. Nach d” Alembert fithren wir nun die Trans-
formation

E = z—ut (6.23)
n = z+ut (6.24)

durch. Dann gilt
of(zt) _ 0f(&n) | Of(&n)

0z 193 on
Pft) P HEm) | L2 (&) 9Pf(E )
022 n 02 0&0m On?
an(Z,t) _ 2 an(gan) o 282.](‘(5; 7’) + a2f(£a 7’)
ot? n 02 0&0m On?

L Allgemein werden Felder, die bei geeignet gewihltem Koordinatensystem, von nur einer Koordninate und der
Zeit abhdngen, als ebene Wellen bezeichnet.
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G(z+v(t+At))

v
G(z+vt)
‘\/ F(Z'V(t+At)) II
7 1 [ \‘\ ;l 7

Abbildung 6.1: Zwei entgegengesetzt zueinander wandernde Anteile der ebenen Welle.

wonach Gleichung (6.22)

O?f(&m)
oy =" (6.25)

ergibt. Die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung lautet

f(&n) = F() +G(n), (6.26)

wobei F' nur eine Funktion von ¢ und G nur eine Funktion von 7 ist. Folglich sind die Feldkom-
ponenten E,, E,, B, und By alle von der Form

fi(z,t) = Fi(z — vt) + Gi(z + vt). (6.27)

Der Anteil F; der ebenen Welle wandert mit der Geschwindigkeit v in positive z-Richtung, d.h.
in Ausbreitungsrichtung, ohne eine Formanderung zu erfahren: Ein Wert, den F; zur Zeit ¢t = 0 in
der Ebene x = xg hat, wird zur Zeit ¢y in der Ebene x = x¢ + vty erneut angenommen. Der Anteil
G; lauft mit ebenso unverénderter Form in Richtung der negativen z-Achse (— Abb. 6.1). Mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢ des Vakuums (c = 1/,/1i0€0) gilt die Phasengeschwindigkeit

1 1 ¢
vV HE \/IU’OMTEOET \//'[/TET'

Der Zusammenhang zwischen der Phasengeschwindigkeit v und der Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum c ist gegeben durch

(6.28)

v =

c
z 6.29
) (629)
mit dem Brechungsindex n und ¢ ~ 3-10%m/s. Mit der Wellengleichung (6.22) haben wir fiir jede
Feldkomponente eine zunéchst unabhéngige Differentialgleichung vorliegen. Andererseits sind die
Feldkomponenten von E und B nicht unabhéngig voneinander, sondern miissen die Maxwellschen
Gleichungen erfiillen. Aus der ersten Maxwellschen Gleichung folgt

—

€y €
9/0z | = ( 0B, 0L, 0)

rotE = 0 N ,
E, E. Jz ~ 0z

mom

+ (9B, 9B, 9B
- ot ot ot )’
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Hieraus folgt sofort, dafs auch B, zeitunabhéingig sein mufs. Im {ibrigen ist

oB,  0E, _, ,

% = 9. F(z —vt) + Gy (2 + vt)
B, OE, , ,

5 s "(z —vt) — GL(z + vt)

Die Integration nach der Zeit ergibt

1 1 ~
B, = f;Fy(z —ut) + ZGy(Z + vt) + Fy(2) (6.30)

1 1
B, = ZFQE(Z —vt) — ZGm(z +vt) + Fy(2) (6.31)

Andererseits folgt aus der 2. Maxwellschen Gleichung (6.2) im Isolator fiir J = 0:

I A 0 .
rotH =| 0 0 09/0z = (—%, aa 1,0)
H, H, H. 20

1 (8D, 0D, 0D,
o’ ot ot )

Hieraus folgt, daf D, und damit auch FE, nicht zeitabhingig sind. Die Annahmen (6.17) und
(6.18) waren somit beziiglich der Zeitabhingigkeit wohl begriindet. Unter der Verwendung von
(6.30) und (6.31) ergibt sich

0B, OF 1

1 1
= fEF;(z —vt) + ZG;(Z + vt)

oB, 0E, 1 , ,
B, — M = T [—vF,(z — vt) + vG(z + vt)]

1 1
= —l—;Fé(z —vt) — ZG;(Z + vt)

Die Integration nach z liefert dann

1 1 ~
B, = f;Fy(z —ut) + ;Gy(z +vt) + G(t) (6.32)

By = “Fi(e—uvf)~ 2Gulz )+ Cy(t) (6:33)

Durch den Vergleich von (6.30) mit (6.32) und (6.31) mit (6.33) folgt fiir die ,,Integrationskonstan-
ten“

w2 = Gl) } (6.34)

d. h. sie miissen rdumlich und zeitlich konstant sein, da sie unabhéngig von z und ¢ sind.
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Von solchen konstanten Feldern abgesehen, erhalten wir somit fiir das Feld der ebenen Welle:

E, F,.(z — vt) + Gy (z + vt)

E, = F,(z—vt)+Gy(z+vt)

E, 0

1 1 .
1 1

B, = EFx(Z_Ut) - ;GJC(Z—i_Ut)

B, =0
Bemerkung: (z—wvt) = Anteil, der in positive z-Richtung liuft

(z+wvt) = Anteil, der in negative z-Richtung lauft

Mit den Ausbreitungsrichtungen €, = (0,0,1) bzw. (0,0, —1) kénnen wir die Felder einer ebenen
Welle auch unabhéngig vom speziell gewahlten Koordinatensystem darstellen:

!
w51

~ €y X
B = 6.36
4 (6.36)
g - é’axE:e*axE:*axE (6.37)
pv Ve 4
Mit dem Wellenwiderstand
n
Z =,/= 6.38
: (6.39)
des Mediums. Umgekehrt gilt . . .
E=v(Bxeé,)=Z(HXé&,), (6.39)

d. h.die drei Vektoren E, B (bzw. H) und &, bilden (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem. Fiir
das Vakuum ist der Wellenwiderstand

140 47 -10~"Vs/Am
Z=2y= M = ~ 3779 ~ 12079, 6.40
LR VA \/8.855 10~ 12As/Vm m (6.40)

Ist in den Gleichungen (6.35) E, = 0 (— B, = 0) bzw. E, = 0 (— B, = 0), so schwingen
elektrisches und magnetisches Feld nur in einer Ebene. Solche Wellen heifsen linear polarisiert.
Die allgemeine ebene Welle geméf (6.35) kann aus zwei zueinander senkrecht polarisierten

Wellen zusammengesetzt werden. Ergénzende Informationen iiber die Wellengleichungen finden
Sie in Anhang A.

6.1.2 Zeitharmonische ebene Wellen

Die oben gezeigten Wellen werden hiufig auch als ,Wellenpakete* (oder ,Wellenziige) bezeichnet,
da sie sich als Uberlagerung geeigneter sinus- und cosinusartiger Wellen mit bestimmten Wellenléin-
gen darstellen lassen: Jede beliebige zeitabhéngige Funktion 1&ft sich als Fourier-Integral, d. h. als
Uberlagerung zeitharmonischer Vorginge darstellen. Deshalb kénnen wir uns ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit im folgenden auf solche Vorgénge konzentrieren.

E.(z,t) = Eycos(wt—kz+ p)
Hy(z,t) = Hypcos(wt—kz+ ) (6.41)
H E:CO

y0 = Z
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AT y

Abbildung 6.2: Ebene Welle in Richtung der z-Achse.

Abb. 6.2 ist ein Beispiel fiir eine zeitharmonische ebene Welle. E,o und H,0 sind die Amplituden
der Felder. Der Phasenwinkel ¢ hingt vom gewé&hlten Ursprung ab. Folgende Zusammenhénge
bestehen zwischen der Kreisfrequenz w der Welle, ihrer Frequenz f, ihrer Periode T, ihrer
Wellenzahl k und ihrer Wellenléinge A:

2

w = 2nf=— (6.42)
T
2
k= Tﬂ = Anzahl der Perioden je Langeneinheit. (6.43)

Zur Phasengeschwindigkeit v,;, bestehen folgende Beziehungen

1 2T w w
_ —_\f=22 2 44
Uph VER / k2rm Kk (6.44)

Die Beziehung (6.44) ergibt sich auch aus der Wellengleichung (6.11) fiir den Losungsansatz (6.41):

1
_kQE_E = ——2W2EJ,
v

Weiterhin kann (6.41) als Spezialfall von (6.27) aufgefait werden, da
w
cos(wt — kz + ¢) = cos {(p —k (z - Eﬁ)} = cos[p — k(z — vt)]

d. h.eine Funktion von (z — vt) ist. Nach (6.44) ist?

w = vk (6.45)

Diese Beziehung zwischen Kreisfrequenz w und Wellenzahl £ heifst Dispersionsbeziehung. Im
allgemeinen lautet die Dispersionsbeziehung

w=w(k) (6.46)

2hiufig wird 3 statt k verwendet.
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Der Welle sind im allgemeinen also verschiedene Geschwindigkeiten zugeordnet.
Nun wollen wir uns die allgemeine Definition der Phasengeschwindigkeit herleiten. Sie ist die

Geschwindigkeit, mit der sich die Phasen der Welle fortpflanzen. Die Phase w(k)t — kz + ¢ bleibt
flir z = 29 + @t konstant, denn

w(k)t — kzo —w(k)t + ¢ = ¢ — k2.

Die Phasengeschwindigkeit ist somit definiert als

€
=

vpn = 2 (6.47)

Als Dispersion wird die Tatsache bezeichnet, dafs die Phasengeschwindigkeit abhéngig von der
Frequenz bzw. der Wellenléinge sein kann (vergleiche (6.47)).

Im Fall der Dispersionsbeziehung (6.45) mit v = ¢ ist die Phasengeschwindigkeit fiir alle Fre-
quenzen bzw. Wellenldngen gleich. Hier wird vom ,,dispersionsfreien‘ Fall gesprochen.

Eine weitere wesentliche Grofe ist die Gruppengeschwindigkeit. Die Gruppengeschwindig-
keit — nicht die Phasengeschwindigkeit — ist im allgemeinen fiir den Energietransport wesentlich.
Sie ist definiert als

dw(k
vy = L; i} ) (6.48)
Fiir die Phasengeschwindigkeit gilt
w(k) ¢
==y

mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ und dem Brechungsindex n. Die Phasengeschwindigkeit
kann grofer oder kleiner ¢ sein, je nachdem ob n kleiner oder grofer als 1 ist. Fiir die meisten
optischen Wellenldngen ist der Brechungsindex n in nahezu allen Substanzen grofer als 1.

Fiir die Gruppengeschwindigkeit und damit fiir die Geschwindigkeit des Energietransports gilt
bei normaler Dispersion, dafs sie kleiner als die Phasengeschwindigkeit und insbesondere auch
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Dies erfordern auch die Grundprinzipien der speziellen
Relativitatstheorie.

Im hier behandelten dispersionsfreien Fall (v = ¢ in Gleichung (6.45)) sind beide Geschwindig-
keiten gleich
w dw
Uph = 7 = C=

v = =g (6.49)
Die Gruppengeschwindigkeit bezieht sich auf eine Wellengruppe (Wellenpaket), das aus Wellen
verschiedener Frequenzen aufgebaut ist. Im dispersionsfreien Fall bewegen sich alle Teilwellen mit
derselben Phasengeschwindigkeit V,;, = ¢ vorwérts und das Wellenpaket verdndert seine Gestalt
nicht. Im dispersiven Fall sind im allgemeinen Aussagen iiber das Verhalten des Wellenpakets
kaum moglich. Falls allerdings die im Paket vertretenen Frequenzen in einem ,schmalen“Intervall
(w, Aw) mit Aw < w liegen — man spricht von einem ,schmalbandigen“Wellenpaket —, bewegt sich
das Maximum des Wellenpakets mit der Gruppengeschwindigkeit v, (— Abb.6.3).

Die zeitharmonischen ebenen Wellen sind von grundlegender Bedeutung, da alle moglichen
Wellen durch eine Uberlagerung zeitharmonischer ebener Wellen darstellbar sind.
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SN

Abbildung 6.3: Verhalten eines Wellenpakets im dispersiven Fall.

A

Die Richtung des Energietransports einer fortschreitenden elektromagnetischen Welle
steht senkrecht auf den Vektoren der elektrischen und magnetischen Feldstirke und ist gemaf
Gleichung (5.104) durch die Richtung des Poynting-Vektors Ek = %(E X E*) gegeben. Bei kom-
plexer Schreibweise

E,(t,z) = B,/
H,(t2) = Hyel@=?

mit der komplexen Ausbreitungskonstante

v=p0-ja, « = Déampfungskonstante
= Abnahme der Amplitude je Linge
in Ausbreitungsrichtung
08 = Phasenkonstante
= Phasenédnderung in
Ausbreitungsrichtung
—  Wellenzahl k£ wie oben

erhalten wir fiir eine in positive z-Richtung fortschreitende Welle

— 1 — — % 1 - vy — % O
By = 3 (ﬁ ¥ H ) =3 (Exoe 28, x Hoge? ey> (6.50)
- &,
E, 1]E,% .
ﬁyO = ZO - Pp= ) ZE €z
Z = Feldwellenwiderstand,

d. h. der Energieflufs erfolgt unabhingig von z und y in Ausbreitungsrichtung €.

6.1.3 Polarisation und Wellenform

Die Ebene, in der der elektrische Feldvektor E schwingt, wird als Polarisationsebene bezeichnet.

Betrachten wir eine ebene Welle, die sich in positiver z-Richtung ausbreitet. Das Zusammen-
wirken der Feldkomponenten E, und E, beim Fortschreiten der Welle entscheidet iiber den Pola-
risationstyp (— Abb.6.4):

1. Sind beide Komponenten gleichphasig, so bewegt sich ihre Vektorsumme auf einer Geraden.
Solche Wellen heifsen linear polarisiert.

2. Bewegt sich ihre Vektorsumme beim Fortschreiten der Welle auf einer kreisformigen Schrau-
benlinienbahn, so heift die Welle zirkular polarisiert. Dann gilt |£,| = [E,| und die
Phasenverschiebung betriagt 7/2.
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_______ E / E
Ey Byl /

=
=

m
<

Abbildung 6.4: Die drei verschiedenen Polarisationsarten.

3. Bewegt sich ihre Vektorsumme und damit die Spitze des E-Vektors fiir z = const. auf einer
ellipsenférmigen Schraubenlinienbahn, so heiftt die Welle elliptisch polarisiert. In diesem
Fall ist |E,| # |L,| oder die Phasenverschiebung ist ungleich /2.

Sind bei einer Welle Phasen- und Aquiamplitudenflichen um einen riumlichen Winkel ¥ # 0
gedreht, so liegt eine inhomogene ebene Welle vor. Solche Wellen haben zwingend eine longi-
tudinale Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung.

Bei einer Einteilung von Wellen gemé&f der Form ihrer Phasenflichen werden neben den ebe-
nen Wellen noch Zylinderwellen und Kugelwellen unterschieden. Letztere lassen sich als
Uberlagerung ebener Wellen darstellen.

6.1.4 Ebene Wellen mit beliebiger Ausbreitungsrichtung

Fiir ebene Wellen mit Ausbreitungsrichtung in eine kartesische Koordinatenrichtung haben wir
gesehen, daft die elektrischen und magnetischen Feldstérken senkrecht aufeinander und senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung stehen (— Abb.6.5).

Nun betrachten wir den Fall, daf die Ausbreitungsrichtung durch einen beliebigen Einheits-

Aquiamplitudenflache

Abbildung 6.5: Inhomogene ebene Welle.



6.1 Die Wellengleichungen 133

vektor 77 gegeben ist. Dann lautet die Losung der Wellengleichung

frt)=f (t - ﬁ—F> : (6.51)

v

Die Funktion liefert zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ fiir alle Punkte mit 7 - = const. den gleichen
Wert, d. h.wir erhalten nun eine Ebene senkrecht zu 7. Der Wellenvektor i (Wellenzahlvektor,
Ausbreitungsvektor) gibt durch seine Richtung die Ausbreitungsrichtung an und sein Betrag
ist gerade gleich der Wellenzahl:

2
=T (6.52)

E=
A v

>~
Si

mit |k =k

Eine zeitharmonische Welle ist dann (in komplexer Schreibweise) charakterisiert durch ihre kom-
plexe Amplitude

E(F) = (B,& + Eyfp)e M (6.53)

mit den beiden aufeinander und zu k senkrecht stehenden Einheitsvektoren €1 und éy

1

glk = Qk' = _‘162.

D

Die komplexe Amplitude des zugehorigen magnetischen Feldes ergibt sich aus

—

H=—=(ixE). (6.54)

N

Die physikalischen Felder ergeben sich dann aus

B(t) = Re{(Eé + Eydp)e e} (6.55)
- 1 _ .
H(7t) = Re{E("xﬁ)eﬂ‘”t} (6.56)

6.1.5 Stehende Wellen

Wenn zwei ebene Wellen mit gleicher Amplitude, gleicher Wellenléinge und gleicher Polarisation
einander entgegenlaufen, so ergibt sich

Bo(et) = By [flerberen g glortberen] (6.57)
E.of ,
Hy(st) = =2 [eﬂwt—kzﬂmfeﬂw“’fzmﬂ. (6.58)

Durch geeignete Wahl der Nullpunkte von z und ¢ kann ¢ = @2 = 0 erreicht werden, woraus folgt
(Definition der Cosinus-Funktion: cosz = 1 (e + e~®))

E (z,t) = 2E, cos(kz)el™! (6.59)

L, ;
H,(2t) = 2j_Zao sin(kz) e?“". (6.60)

Wir erhalten also eine ,,stehende Welle*, die sozusagen ,auf der Stelle“schwingt und keine Energie
transportiert (— Abb.6.6). Die Nullstellen von E, die sogenannten Schwingungsknoten, liegen
bei

2 1
kz = n+7r

2

2 1 2 1
— (2n + )7r: n+ N

2k 4
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2 Eypcos kz

4

Abbildung 6.6: Das Feldbild einer stehenden Welle.

also ungeradzahligen Vielfachen von \/4:

A 3.5
A S WL
EEED T T

Die Knoten des magnetischen Feldes sind bei

kz = nm
nTr oon
= ==X
¥ E 2

also Vielfachen von A\/2:

z:O,j:é,j:A,jj)\,....
2 2

Zur Zeit ¢t = 0 z.B.ist H, = 0, wéhrend E, seinen maximalen Wert annimt. zur Zeit t = 7/4

dagegen ist £, = 0 und H, nimmt seinen Maximalwert an, usw.

6.1.6 TE-Wellen und TM-Wellen

Wir betrachten nun zwei ebene Wellen gleicher Frequenz, gleicher Amplitude und gleicher Polari-

sation aber unterschiedlicher Ausbreitungsrichtung (— Abb.6.7).

B eliwt=iki)

|,

1 =

levt}
Il

1 = Gl 5
) — (m x Eoe_ﬂ“’) et vgl. (6.55), (6.56)

Uph

(iy, = Einheitsverktor in Ausbreitungsrichtung, Z = \/u/e, v = 1/\/Eep — Z/vpn, = )

wobei wir
21 = (Ov*kyvkz)
Eo = (£40,0,0)
annehmen.
E, = Beliwt-ikm
B, = . (_02 X Eoe_ﬂgﬁ) el

Uph
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y B8y K= (0, k )

Abbildung 6.7: Zwei ebene Wellen mit unterschiedlicher Ausbreitungsrichtung.

mit ko = (0,ky, k). Die Uberlagerung dieser beiden ebenen Wellen ergibt

E = 2E;cos(kyy)e I*==eiwt (6.61)
. 1 L N
B = — [(ﬁl X Eoe_ﬂ“r) + (ﬁg X E()e_Jkﬂ)] eIt (6.62)
Uph
bzw. komponentenweise®
E, = 2E,cos(kyy)e IF==eiwt
E, = 0
E, =0
B - 0 (6.63)
B, = 2E , cos(kyy) iz emikziwt
B, = fQjExOsin(k:yy)l;—ye*jkzzej”t
(k = |k1| = |k2| = w/vpn) Die resultierende Welle breitet sich somit in z-Richtung aus und ist

keine ebene Welle, denn neben den transversalen Feldkomponenten E, und B, besitzt sie eine
longitudinale Magnetfeldkomponente B,. Eine solche Welle wird als transversal elektrische
Welle, kurz TE-Welle (oder H-Welle), bezeichnet, weil sie bezliglich des elektrischen Feldes
transversal ist (nicht jedoch beziigllich des Magnetfeldes). Die Amplituden der TE-Welle sind eine
Funktion von y.

Analog existieren transversal magnetische Wellen, kurz TM-Wellen (oder E-Welle), die
transversal beziiglich des Magnetfeldes, aber nicht des elektrischen Feldes sind. Thre Ausbreitungs-
richtung ist wiederum die z-Richtung und ihre Amplituden sind eine Funktion von y.

Die TM-Wellen entstehen durch Uberlagerung der beiden folgenden Wellen:

B, = Beliwt-ikim
E1 = Upp (ﬁl X B’Oe*j’z”?) eIt
mit El = (07 7kya kz), EO = (ﬁx()v 0, 0) sowie

B _ B (jut—jksF
B, = Eoe( )

E, = vy (ﬁg X ﬁoe*]k”) elwt
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~Y

y %,

Abbildung 6.8: Feldvektoren zweier sich iiberlagernden ebenen Wellen.

mit ky = (0, ky,k.) (— Abb.6.8). Es ergibt sich komponentenweise

Ea: = 2Ez() Cos(k.yy)e—jkzzejwt

B, =0

B, =0

E — o (6.64)
E, = -2B, cos(kyy)%e_jkzzej‘”t

Ez = 2j§a:() Sln(kyy) %e—jkzze]’wt

(k: = k1| = |ka| = 4 k2 + k:g) TE- und TM-Wellen werden wir im Zusammenhang mit Hohlleitern
noch ausfiihrlich behandeln. Thre Phasengeschwindigkeit ist

w
Uph /=
und ihre Wellenzahl ist )
K=k + k==
Hieraus folgt
k, = i—j — k2 (6.65)

womit

Uph = e = > ¢ (6.66)
w2 2 k2c?
\/0_2 - ky \/1 B—

gilt. Die Phasengeschwindigkeit der TE- und TM-Wellen liegt also {iber der Lichtgeschwindigkeit
des betreffenden Mediums, im Vakuum also oberhalb der Vakuumlichtgeschwindigkeit cy. Dies
ist moglich (ohne Widerspruch zur Relativititstheorie), denn bei der Gruppen — und nicht der
Phasengeschwindigkeit — handelt es sich um die Signalgeschwindigkeit der Welle. Fiir diese gilt

w?
dw 1 oV T ™ k3 c?

3Definition von cosx und sinz — cosz = (e'® + e~ ) /2, sinx = (e’ — e~¥®) /24
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Dabher ist
Vg - Upp, = €2 (6.68)

und gemif (6.66) gilt
v <ec, (6.69)

was nach der Relativitdtstheorie fiir jegliche Signalgeschwindigkeiten gelten mufs. Gleichung (6.68)
kann auch aus der Dispersionsrelation abgeleitet werden.

6.2 Ebene zeitharmonische Wellen in verlustbehafteten Me-
dien
Als n#chstes seien nun Medien betrachtet, die durch die Dielektrizitdtskonstante €, die Permeabi-

litdt p und die Leitfdhigkeit « gekennzeichnet seien. Freie Raumladungen sollen nicht existieren.
Gemif (6.9) und (6.10) gelten die Wellengleichungen

4 OF 9E
AE = pn= + pe—r .
pr + e 9 (6.70)
- OB 9B
AB = — —_— 71
pr + pe BT (6.71)

In Anpassung an die oben gewihlte komplexe Schreibweise der Felder, fithren wir nach Gleichung
(5.95) eine komplexe Dielektrizitdtskonstante ein:

K
= — =¢(1 —jtand,). 6.72
g =c+ o =c(l - jtand.) (6.72)

Die Leitungsstromdichte wird in ihr als Imaginarteil beriicksichtigt.
Dann tritt an die Stelle der reellen Wellenzahl k die bereits in Abschnitt 6.1.2 eingefiihrte
komplexe Wellenzahl k (dort als  bezeichnet):

k=wJiiE = 8- ja (6.73)

mit der Dampfungskonstanten o und der Phasenkonstanten 3. Das elektrische Feld schreibt sich
dann zu

Eoej(wt—l_{?)

|z,
\

Eoej(wtfﬁz)efaz’

sofern wir fiir k einen Vektor in z-Richtung annehmen. Die Energie, die die Wellen durch die
Dampfung verlieren, wird in Stromwérme umgewandelt (vergleiche Energiesatz).

6.3 Reflexion ebener Wellen

6.3.1 Reflexion an einem unendlichen Halbraum

Eine ebene monochromatische Halbwelle falle aus dem Halbraum z < 0 auf die ebene Trennfliche
der beiden Medien 1 und 2 ein (— Abb.6.9). Ein Teil der Welle wird an der Trennschicht ins
Medium 1 zuriickreflektiert, wihrend der andere Teil ins Medium 2 eindringt. An der Trennflache
bei z = 0 miissen die tangentialen Feldkomponenten die Stetigkeitsbedingungen erfiillen (vergleiche
Abschnitt 2.1.5 und 3.4).

Geméf obiger Darstellung gilt fiir die einfallende und reflektierte Welle in Medium 1

E, = E,(e "% 4rel*?) (6.74)

Ly
H = Lo (eijklz - rejklz) (6.75)
2Ll Z1 L .
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Trennflache

Abbildung 6.9: Reflexion und Transmission bei senkrechtem Einfall.

kl = W4/ HU1€1 und Z1 = &
\/ €1

L, ist die komplexe Amplitude des einfallenden elektrischen Feldes, ki die Wellenzahl und Z; der
Wellenwiderstand von Medium 1. r ist der sogenannte Reflexionsfaktor. Fiir das in Medium 2
eindringende Feld kénnen wir den Ansatz

E

mit

= Eyde %" (6.76)

y2

=22

ko = wy/l2es  und 22:1/&.
€2

ks ist die Wellenzahl und Z5 der Wellenwiderstand von Medium 2. d wird als Durchgangsfaktor
bezeichnet.

Die Stetigkeitsbedingung fithrt (bei verschwindender Flachenstromdichte) in der Trennflache
z=0zu

E .
H, = E—Sgeﬂ’m (6.77)

machen mit

Ey(1+r) = Eu,
E E (6.78)
2(1-1r) = Z2
7 Zs
Die Auflésung von (6.78) liefert
Zo — 74
= 6.79
t Zy + Zy ( )
275
d = . 6.80
- Zo+ 71 ( )
Im Falle, dafs Medium 2 ein idealer Leiter und Medium 1 ein Dielektrikum ist, erhalten wir r = —1

und d = 0. Die einfallende Welle wird also unter Phasendrehung um 7 total reflektiert und wir
erhalten eine stehende Welle (vergleiche Analogie zu Abschnitt 6.1.5).

6.3.2 Reflexion an dielekrischer Platte

Durch eine dielektrische Platte kann eine Reflexion einer senkrecht einfallenden Welle verhindert
werden, indem die Teilreflexion in Medium 1 an der dielektrischen Platte (= Medium 2) durch die
weitere Reflexion an Medium 3 gerade ausgelscht wird (— Abb. 6.10). Es ergibt sich:
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E, = Eg(e7M* +re/h?)
Ey . . (6.81)
ﬂwl = Z_f (6 jkiz _ fle]kl )
E, = Eg(dye 72" +rye7t27)
E : . 6.82
ﬂg;Q _ =0 (6_1267]162,2 o z26]1622) ( )
Zy
By = Eydge /%
E ikaz (6.83)
H,; = Z_;)C_i:se Ihs
Mittels der Stetigkeitsbedingungen an den Trennflichen ergeben sich die Reflexions- und Durch-
gangsfaktoren.
1. Stetigkeit bei z = 0:
14+r, = dy+r,
1 1 (6.84)
Z_l(l —ry) = _2@2 —ry)
1 Zy d
. th _ Z2dyH I (6.85)
1—r; Zidy—r1y
2. Stetigkeit bei z = b:
dye=k2b 4 poeikab = g emiksd
1 (dye7k25 — ppeitat) = idgef‘]kg,b (6.86)
2 B Zs
—jk2b jkab
B ] (6.87)
dQef‘ijb _ £26]k2b 22
Wird nun geméif (6.79) die Eingangswellenimpedanz Z, an der Stelle z = 0 durch
Zo— 71
T =
- Ze+ 721
Ze 141,
- = — 6.88
S A (6.59)

~Y

O PO ®

Hi&  \Meo€2 | M8

Abbildung 6.10: Reflexion und Transmission an und in einer dielektrischen Platte.
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definiert, so folgt mit der Gleichung (6.85) aus (6.88)

Ze o éc_lzJFfz

Zn B Al C_lz — Iy .
Andererseits ergibt sich aus Gleichung (6.87)

Ly _ Z3 =2 ojkab
dy Z3+ 23

und aus Gleichung (6.90) und (6.89) folgt

Zs+ Zo+ (Zs — Zy)e 2ik2b

Ze =17 ,
“Zs+ Zo — (Z3 — Zp)e 2k2b

und mit v = jko

Z.
1+ Z—j tanh b

Z: '
1+ 7: tanh vb

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

Damit kann das aus der Leitungstheorie bekannte Ersatzschaltbild angegeben werden (— Abb. 6.11).
Durch die Wahl der Plattendicke b zu einem Vielfachen von A2/4 kann r; zum Verschwinden ge-

Le Tq

Abbildung 6.11: Ersatzschaltbild einer dielektrischen Platte.

bracht werden. Fiir b = Ag/4 wird vom A/4-Transformator gesprochen. In der Optik werden
Linsen mit A/4 dicken Schichten vergiitet, um Reflexionen zu verhindern. Auf diese Thematik
sei hier nicht weiter eingegangen, so sei allerdings noch einmal an die getroffene Annahme einer

monochromatisch senkrecht einfallende Welle erinnert.
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6.3.3 Reflexion ebener Wellen bei schiefem Einfall auf eine Grenzflache

Als néchsten Fall untersuchen wir den schiefen Einfall ebener Wellen an einer ebenen Trennfliche
zweier Medien. Dieses einfache Modell erlaubt Riickschliisse auf das Verhalten komplizierter Wellen
an Grenzflachen, da seine Ergebnisse auf allgemeinere Félle iibertragen werden konnen.

Ein Teil der einfallenden Welle wird als gebrochene Welle von Medium 1 in Medium 2 eindrin-
gen.

6.3.3.1 Definition der einfallenden Welle

Im allgemeinen wird die einfallende ebene Welle, welche wir mit E.(7,t) und H,(7,t) bezeichnen
wollen, elliptisch polarisiert sein. Eine solche Welle kann immer so in zwei Anteile zerlegt werden,
dafs der eine nur eine F,-Komponente und der andere nur eine H,-Komponente hat. Die Zerlegung
konnen wir folgendermafien charakterisieren (— Abb.6.12):

Fall p: E, liegt in der Einfallsebene

Fall s: H, liegt in der Einfallsebene

Die einfallende Welle erhalte den Index ,,e“, die reflektierte den Index ,,r“und die durchgehende
den Index ,,d“. Das Medium in dem Halbraum y > 0 sei als Medium 1 bezeichnet, das Medium
im Halbraum y < 0 als Medium 2. Deren Materialkonstanten p1, €1 bzaw. us, €o.

Fall p Fall s
CD W,8 CD W ,8

ﬂy “y

He

10007 7rrrry

[10r7rrrrrry

Abbildung 6.12: Der schiefe Einfall auf eine Trennflache.
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Im folgenden wird auf die explizite Angabe der Zeitabhiingigkeit gemif e/*! verzichtet. Wir
verwenden die komplexen Ausbreitungskonstanten v; = jk; und den Feldwellenwiderstand Z;.

Vi = Jwypies  1=1,2,...

[ i
1 - — .
Z :, (6.93)

Gemé&f Abbildung 6.12 erhalten wir folgende Richtungen
1. einfallende Richtung x.:

Te = T SIN Qe — Y COS P, (6.94)
2. durchgehende Richtung zg4:

Tq = T SIN g — Y COS g (6.95)
3. reflektierte Richtung x,.:

T, = TSN Y, + Y COS Q. (6.96)

6.3.3.2 Herleitung der Fresnelschen Formeln

1. Fall p
Die einfallende Welle hat in diesem Fall die Komponenten E, E, und H,. Da durch die
Trennflache keine zusétzlichen Feldkomponenten hervorgerufen werden, machen wir die An-
satze

(a) Einfallende Welle; Medium 1:

E,. = Ejcospee M (6.97)
E, = Eysinpee M (6.98)
E
H — =0_,—mwe )
.. 7. ° (6.99)
(b) Reflektierte Welle, Medium 1:
E,. = Ey,cospe T (6.100)
E, = —Eg,sinp.e " (6.101)
O J———
H, = fj’z,,e e (6.102)

(c) Durchgehende Welle; Medium 2:

E,; = Eyd,cospge 2" (6.103)

E,, = Eyd,sinpge " (6.104)
E o

H, = E—;)c_lpe 72T (6.105)

Hierin sind r,, und d, die noch zu bestimmenden Gréfen des Reflexion- bzw. Durchgangs-
faktors. Der Index ,,p“verweist auf den Fall p mit dem in der Einfallsebene liegenden Ee.
Fiir die Tangentialkomponenten des gesamten elektrischen Feldes muft die Stetigkeit an der
Grenzflache y = 0 erfiillt sein. Diese Forderung ergibt dann z. B. fiir die E,-Komponente:

—~1x sin ¢ —yi1xsin g, __ —v2x sin pg
COS Pe€ ¢ +r,cospre " =d, cos pge (6.106)

Diese Gleichung kann nur dann fiir alle x erfiillt sein, wenn die Exponentialfunktionen gleich
sind, d. h.

1 8in e = 71 8in . = Y2 8in g (6.107)
gilt.
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Hieraus folgt direkt das Reflexiongesetz

on = or | (6.108)

das besagt, daf der Einfallswinkel und der Reflexionswinkel gleich sind. Weiterhin folgt
daraus das Brechungsgesetz

Smge 22 . (6.109)
sin ¢q 7

Das Brechungsgesetz konnen wir wegen k; = n;ko (Brechungsindex n;; vergleiche (6.29))
auch in der Form

ny sin e = ng sin g (6.110)

angegeben. Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen fiir die F,- bzw. H,-Komponente kénnen
wir den Reflexionsfaktor r,, und den Durchgangsfaktor d, bestimmen. Unter Verwendung
des Reflexionsgesetzes (6.109) erhalten wir

cospe(l+1,) = d,cospq
1 1
—(1- = —d,.
7,0 Zy P

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert uns

_ Zo COS (g — 21 COS (e (6.111)
Z5 cos g + Z1 oS e ’

_ 275 cos e (6.112)
Zy cOS g + Z1 cOS Pe )

2. Fall s
Im Fall s hat das einfallende Feld die Komponenten H,, H, und E,. Auch in diesem Fall
fithrt die Stetigkeitsbedingung an der Grenzfliche auf das Brechungsgesetz (6.109). Aus den
Stetigkeitsbedingungen (manchmal auch als Ubergangsbedingungen bezeichnet) ergibt sich
dann wieder der Reflexionsfaktor, nun d,, und der Durchgangsfaktor, nun r,, gemif

_ Zo COS e — Z1 COS Qg (6.113)
Z5 oS pe + Z1 COS g )

27
d, = 2008 e (6.114)
Z9 COS (pe + Z1 COS g

Die Formeln (6.111) bis (6.114) fiir die Reflexions- und Durchgangsfaktoren in den Fillen p und
s heiffen Fresnelsche Formeln. Sie gelten sowohl fiir nichtleitende als auch fiir leitende Medien
unter der Bedingung, daf die Frequenz der einfallenden Welle sich deutlich von der Plasmafrequenz
beider Medien unterscheidet.
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Abbildung 6.13: Betrag der Reflexionfaktoren r bei horizontaler und r, bei vertikaler Polarisation
als Funktion vom Streifenwinkel v = 3 — ¢..

Die Abhéngigkeiten der Reflexionfaktoren r, bei horizontaler und 7, bei vertikaler Polarisation
als Funktion vom Streifenwinkel ist in Abb. 6.13 dargestellt.

6.3.3.3 Bedingungen fiir das Verschwinden der Reflexion

1. Fall p
Geméf (6.111) verschwindet die Reflexion, d.h.es gilt r,, = 0, falls

Z5 coS g = Z1 COS Pe. (6.115)

Das Einsetzen in das Brechungsgesetz liefert die Bedingung

fange _ & (6.116)
tanpg €1 ’

fiir das Verschwinden der Reflexion.

2. Fall s
Analog ergibt sich aus (6.113) die Bedingung
ange _ K2 (6.117)
tanpg 1 ’

fiir das Verschwinden von r,.

An einer Grenzflache idealer Dielektrika kann es wegen 1 = o und €1 # €2 nie zum Verschwinden
von r, kommen. Bei beliebiger Polarisation der ebenen Welle (Fall p und Fall s) werden fiir 1 = po
und €1 # £2 bei dem Erfiillen von (6.116) die Reflexionsfaktoren r, = 0 und rg # 0, d.h. die
reflektierte Welle ist linear polarisiert. Der zugehorige Einfallswinkel ¢, wird Brewsterwinkel
genannt und mit ¢p bezeichnet.

Der Brewsterwinkel ist also der Winkel, bei dem die reflektierte Welle bei dem Einfall auf einen
dielektrischen Halbraum unabhéngig von der Polarisation der einfallenden Welle linear polarisiert
ist. Der magnetische Feldvektor des reflektierten Anteil liegt in der Einfallsebene.
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Abbildung 6.14: Der Brewstersche Polarisationswinkel.

Geméf (6.116) berechnet sich der Brewsterwinkel ¢p unter Beachtung von (6.93) und dem
Brechungsgesetz (6.109) wegen

tanpp €2 722 _ sin? ©YB 6.118
nor A2 T wZo (6.118)
Pd €1 71 sin” g
dn  Snescospp  sin@ep) (6.119)
sin ¢g cos @4 sin(2pq)

zu YB+Ya = (6.120)

5.

Folglich steht in diesem Fall nach dem Reflexionsgesetz (6.108) mit ¢, = ¢, der durchgehende

Strahl senkrecht auf dem reflektierten, welcher bei beliebiger Polarisation durch den Fall s gegeben

ist.

Wegen cos o = sin(m/2 — «) erhalten wir nach dem Einsetzen von (6.120) schlieflich aus dem

Brechungsgesetz
72 €2
tan =—=,/— 6.121
o= - (6.121)

fiir den Brewsterwinkel (— Abb. 6.14).

6.3.3.4 Reflexion am unendlich gut leitenden Halbraum

Fall p
Im ,,guten‘Leiter ist k > weg, so daf in den meisten Fillen Zs ~ 0 gesetzt werden kann. Mit den
Fresnelschen Formeln (6.111) und (6.112) folgt dann

r,=-1  d,=0. (6.122)

Unter den gemachten Voraussetzungen existiert somit keine ins zweite Medium eindringende Welle.
Im Medium 1 ergibt die Uberlagerung von einfallender und reflektierter Welle das resultierende
Feld. Die Verwendung der Gleichungen (6.97)-(6.102) unter Beachtung von ¢. = ¢, = ¢ ergibt
das Gesamtfeld

ky _ipox
E, = jE;;te M sin(kyy) (6.123)
1
k .
L, = Elk—je_Jk’””cos(kyy) (6.124)
El —jkex
H, = —=e " "cos(k,y) (6.125)
Zy
wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden
L, = 2E, (6.126)
ky = kising (6.127)

ky, = kicosyp
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Abbildung 6.15: Erlduterung der Phasengeschwindigkeit.

mit der Separationsgleichung
ki = k2 + k. (6.128)

Wir haben somit eine resultierende Welle vorliegen, die beziiglich der y-Richtung eine ,stehende
Welle“mit Flachen konstanter Amplitude bei y =const. darstellt, wihrend sie sich in z-Richtung
ausbreitet und Flachen konstanter Phase bei x =const. hat. Es handelt sich also um eine inho-
mogene Welle mit der ,Spezialitiat, dafs Phasen- und Amplitudenflichen senkrecht aufeinander
stehen. Ihre Phasengeschwindigkeit ist (— Abb. 6.15)

(@) _ 4
vy = o > c. (6.129)

Im zugehorigen Feldlinienbild erkennen wir, daft der Feldlinienverlauf nicht gestort wird, falls wir
bei y = Ay/2 eine elektrisch gut leitende Platte einbringen (— Abb.6.16).

Abbildung 6.16: Feldlinienverlauf im Halbraum (Fall p).



Kapitel 7

Wellen in Hohlleitern und
Resonatoren

Ein Wellenleiter ist eine Anordnung aus leitenden und/oder dielektrischen Stoffen zur verlust-
armen Fiihrung elektromagnetischer Wellen hoher Frequenz in axialer Richtung.

Wellenleiter sind keine elektrischen Leiter im engeren Sinne. Im Gegensatz zu gewohnlichen
Doppelleitungen, bei denen der hin- und zuriickfliekende Strom die Leitungsstrome (Elektronenbe-
wegung) im Metall sind, wird bei den Wellenleitern einer der beiden Strome durch den Verschie-
bungsstrom ersetzt. Die Wellenleiter werden mit einem Fiihrungsfeld betrieben, d. h.entweder
die elektrische oder die magnetische Feldstéirke besitzt eine Komponente in Fortpflanzungsrich-
tung. Einfache Wellenleiter sind Volleiter, d.h. ein Draht aus Metall oder einem Isolator oder
ein Draht-Wellenleiter mit einer diinnen Oberflichenschicht aus verlustarmem Dielektrikum. Die
wichtigsten Wellenleiter sind

- die Koaxialleitung,
- der Hohlleiter,
- die Mikrostreifenleitung;

als extrem breitbandiges Medium zur Nachrichteniibertragung dienen optische Wellenleiter in
Form von Glasfaserleitungen (Lichtleiter).

Ein Hohlleiter ist ein in der Nachrichtentechnik (Fernsehen, Richtfunk, Radar) verwende-
ter Wellenleiter mit meist rechteckigem oder kreisrundem, seltener elliptischen Querschnitt und
elektrisch leitenden Innenwénden (ohne Innenleiter, im Gegensatz zur Koaxialleitung).

Hohlleiter dienen zur dampfungsarmen Fortleitung hochfrequenter elektromagnetischer Wellen
(Dezimeter-, Zentimeterwellen), z. B. zwischen Sender und Richtstrahlantenne.

Voraussetzung fiir die Ausbreitung von Hohlleiterwellen ist das Uberschreiten einer vom Wel-
lentyp, dem Querschnitt und dem Dielektrikum abhéngigen Grenzfrequenz; unterhalb dieser Fre-
quenz klingt die zugefithrte Schwingung aperiodisch ab.

Die angeregten elektromagnetischen Wellen besitzen neben Komponenten der elektrischen und
magnetischen Feldstérke E bzw. H senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (transversale Komponen-
te) auch eine Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung (axiale Komponente). Je nachdem, welche
Art Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung vorhanden ist, unterscheidet man im Hohlleiter zwei
Feldtypen: TE- oder H-Wellen (TE,,,,- oder H,,,,-Wellen), bei denen eine magnetische Feldkom-
ponente in Ausbreitungsrichtung existiert, wihrend die elektrischen Feldlinien nur in der transver-
salen Ebene verlaufen (TE: transversal-elektrisch), und E- oder TM-Wellen (E,,,- oder TM,y),
bei denen eine elektrische Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung existiert, wihrend die magne-
tischen Feldlinien in der Transversalebene verlaufen (TM: transversal-magnetisch). Die Indizes m
und n charakterisieren den Verlauf des jeweiligen Transversalfeldes in den Querschnittsebenen,
d. h. sie geben an, welche Wellentypen (Moden) sich in einem Hohleiter ausbilden kénnen.
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Abbildung 7.1: Querschnitt eines rechteckigen Hohlleiters.

Beim rechteckigen Hohlleiter bedeutet m die Anzahl der Halbwellen in seiner Breite und n die
Anzahl der Halbwellen in seiner Hohe. Fiir den Kreisquerschnitt gibt m die Anzahl der Halbwellen
langs des halben Umlaufs, n diejenige ldngs des Radius an.

Als Ausgangspunkt wihlen wir die Maxwellschen Gleichungen:

. oB
tE = —— !
ro 6t —
q oD -
tH = —+J 2
TO ot + —
divD = o —3
divB = 0 —*

Das Medium im Hohlleiter wird im weiteren als homogen, isotrop und linear angenommen. Per-
meabillitdt p und Permittivitit e seien konstant (— Abb. 7.1). Es sollen keine elektrischen Raum-
ladungen vorliegen. Wir nehmen harmonische Zeitabhingigkeit gem#R e/«? fiir die Feldgrofen an.
Damit lauten die Maxwellschen Gleichungen dann (im Frequenzbereich):

rotE = —jwuH (7.1)
rotH = jweE (7.2)
divE = divH =0. (7.3)

Zunichst betrachten wir den obigen Rechteckhohlleiter, dessen Léngsachse mit der z-Richtung
iibereinstimme. Wir wollen davon ausgehen, daf in ihm grundsétzlich die beiden Wellentypen
TM,-Welle mit einer elektrischen longitudinalen Komponente und TE,-Welle mit magnetischer
longitudinaler Komponente existiere. Die Maxwellschen Gleichungen fiihren also auf zwei verschie-
dene Teillssungen, deren Uberlagerung die allgemeine Lésung ergibt.

7.1 Die Wellengleichungen des Vektorpotentials

Es ist zweckmifig, die Losungen fiir den Fall der TM .- bzw. TE,-Wellen mit Hilfe der beiden von-
-E —H
einander unabhéngigen, einkomponentigen Vektorpotentiale A und A abzuleiten. Dies bedeutet

IFaradysches Induktionsgesetz

2 Amperesches Gesetz plus Amperésches Verkettungsgesetz (Durchflutung)
3Coulombgesetz

4Quellenfreiheit der magnetischen Flufdichte — Nichtexistenz magnetischer Ladungen
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zwar eine Beschrankung der Allgemeinheit, aber auch eine grofte Vereinfachung.
Gemif Gleichung (7.3) konnen wir folgenden Ansatz machen, ohne gegen die Vektoridentitit
divrotA = 0 zu verstofien
1. TE,-Wellen (H-Wellen):
E= rotAH (7.4)
2. TM,-Wellen (E-Wellen):
H= rotAE. (7.5)
Zunichst betrachten wir nun den Fall der H-Wellen.

1. TE.-Fall:
Wenn wir den Ansatz (7.4) in die Feldgleichungen (7.1) und (7.2) einsetzen ergibt sich

rotE =rot rotAH = grad divAH - AAH
= —jwuH (7.6)
rotH = jw srotAH (7.7)

Die Integration von (7.7) fithrt zu

H= jwsAH + grad®? (7.8)

mit einer freien ,,Integrationskonstanten“grad@H (denn rot grad®? = 0). Das Einsetzen von
(7.8) in (7.6) liefert

grad diVAH - AAH = w25,ugH — jwpgrad®™ . (7.9)

Die freiwiihlbare skalare Funktion ® wird zweckmiiRigerweise so gewiihlt, daR sich die Rech-
nung vereinfacht. Dies ist bei Verwendung der Lorentzkonvention der Fall. Thr folgend

setzen wir o
divA = —joud. (7.10)
Mit (7.10) folgt aus (7.9) die vektorielle Wellengleichung
ALT k24" =0 : (7.11)
mit der Wellenzahl k& gemélfs
2
k= wue = 777 (7.12)

Im Spezialfall AH = (0, O,Af), bei dem das Vektorpotential nur eine Komponente in Aus-
breitungsrichtung besitzt, fiihrt die vektorielle Wellengleichung (7.11) auf die skalare Wel-
lengleichung, auch Helmholtzgleichung:

_H SH
24 24 24 o
88;; N 88;22 N 88;22 PPy (7.13)

2. TM,-Fall:
Nun setzen wir Gleichung (7.5) in die Feldgleichungen (7.1) und (7.2) ein. Die weitere Rech-

nung erfolgt analog zum TE,-Fall. Im Spezialfall AE = (0,0, A”) fiihrt dies wieder auf die
Helmholtzgleichung
PA. Al AL,
Ox? * Oy? + 022 A,

=0 (7.14)
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7.2 Losung der Helmholtzgleichung

Wegen der Analogie von (7.13) und (7.14) lassen wir im folgenden vorerst die Kennzeichnung
mit ‘E’ und 'H’ weg. Geméft dem Bernoullischen Produktsatz (vergleiche Abschnitt 2.2.5
Gleichung (2.95)) schreibt sich die Losung der Helmholtzgleichung (7.13) bzw. (7.14) formal zu

Az(x’ya Z) = i(x)g(y)h(z)a (715)

wobei f, g, h jeweils nur von einer Koordinate abhéngig seien sollen. Somit folgen aus der Helm-
holtzgleichung die drei Gleichungen

10%f
102
Qa_y% S (7.17)
102
792 = —k? (7.18)
mit der Bedingung
2w
k2 =k? — k2 —k2="— 7.19
z x Yy )\L’ ( )

der sogenannten Separationsgleichung. Frither hatten wir bereits die Losungsansitze der Glei-
chung (7.16)-(7.18) abgeleitet. Sie lauten:

flx) = A coskyr+ Aysink,x (7.20)
g(y) = Bjcoskyy+ Bysink,y (7.21)
h(z) = Ce*/** (7.22)

Wenn wir nun zum Produktansatz (7.15) noch das Zeitglied e/“! anfiigen, erhalten wir als allge-
meine Losung fiir die beiden Potentiale A” und A”:

_ Al cos kg El CO8 kyy j(wttk.z)
A (z,y,2,t) = Q{ Ay sin b,z } { Bysink,y [° (7.23)

Die Konstanten C, A;, B; (i = 1,2) sind dimensionsbehaftet und im allgemeinen komplex. In
der Exponentialfunktion ergibt das obere Vorzeichen eine Welle in negativer z-Richtung und das
untere Vorzeichen eine Welle in positiver z-Richtung.

Aus Gleichung (7.4) und (7.5) ergeben sich nun die Feldkomponenten fiir TE- und TM-Wellen.
Dabei wird genutzt, daf das zugehérige ,duale“Feld (H bzw. E) iiber die entsprechende Maxwell-
sche Gleichung als Differentiationsvorschrift gewonnen werden kann. Im einzelnen ergibt sich

1. TE,-Wellen (4, = Af):
0A

E, = —Z 7.24
B, = 5 (7.24
0A
E = == 2
B, = (7.25)
E, = 0 (7.26)
OE 2
go- L5 _ 1A (7.27)
jwp 0z Jjwp 0x0z
1 OFE 1 0?4
g - __19%% 1 04, 7.28
=Y jwp 0z Jjwp Oyoz ( )
1 (O0E, OE k* — k2
H = — (- )=—"""=24, (7.29)
Jwp \ Ox oy Jwp
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2. TM.-Wellen (A, = AY):
H = 5 (7.30)
H, = —acrf; 7.31)
H, =0 (7.32)
H 2
E, = —ﬁa&y = ﬁgxﬁz (7.33)
2
E, = j%saix = ﬁgyﬁ; (7.34)
H 2 _ 12

Der kiirzeren Schreibweise wegen wird im folgenden der Zeitfaktor e/“* aus Gleichung (7.23) fort-
gelassen. Aus den Differentiationsvorschriften (7.24)-(7.35) ergibt sich dann fir die Feldkompo-

nenten:

1. TE,-Wellen

B I sin k,x cos kyy +ik.z
Ez - Q ky{ cos ka:x }{ 7sinkyy }e
£ — CHp —cosk,x sin kyy otikzz
=y T = M sin k,x cos kyy
E. =0
k cosk,x sink j
_ H ke « vy +jk=2
ﬂ;c = c jwﬂ(iij){ —Sil’lk'g;x }{ cosk:yy }e
k i j
H, = —QH,—y(ijkz){ et }{ coskyy }eiﬂw
Jwp cos kyx —sinkyy
0o 7CHk27kf sin k. sinkyy | tjk.2
a2, = jwp cos k,x cos kyy

2. TM,-Wellen

I
IQ

E sin kyx cos kyy +jk.z
ky : e
cosk,x —sinkyy

B - QEkz{ ,'Coskz;g }{ sin kyy }ej:jkzz
sink,x cos kyy
H, =0
k coskyx sin k j
_ Bk @ v etk
E, = —C ng(i]kz){ —sink,yx }{ cos kyy }e
k sin k,x cosk j
Bk @ vy ke
E, = -C ng(i]kz){ cos kpx }{ —sinkyy }e
o _CEM sin kyx sin kyy +jk. 2
=TT T cos kyx cos kyy ¢

(7.36)

(7.37)
(7.38)
(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
(7.44)

(7.45)
(7.46)

(7.47)

Bei einem speziellen Randwertproblem werden diese allgemeinen Beziehungen dann angepafst.
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7.3 Wellenmoden in verlustlosen Rechteckhohlleitern

Fiir den zu Anfang gezeigten einfachen Rechteckhohlleiter (— Abb.7.1) lauten die Randbedin-
gungen (fiir alle z):

1. E,=0 fir y= 2 und alle z € [0, a]
.. 0
2. E,=0 fir == a und alle y € [0, ]
y = 2 und Vz € [0, a]
3. B, =0 fir .
r=9, und Yy € [0, b]

da die Tangentialkomponenten an der ideal leitenden Wand verschwinden.
Im TE-Fall kann die 1.und die 2. Randbedingung wegen

oA oA
E ~ 2% E ~ =2
Eorv =y wd E~py

nur erfiillt werden, wenn im Produktansatz (7.23) fiir das Vektorpotential A alle Sinusglieder
verschwinden, d. h. wenn

H
A, ~ coskgxcoskyy.

Dann gilt
L, ~ €08 o sin fyy } fiir alle z
Ey ~ sin kyx cos kyy
Weiterhin fordern die Randbedingungen
sink,a =0 und sin kyb = 0.
Diese Bedingung kann durch die speziellen Werte
e = M m=0,1,2,...
. (7.48)
ky = W n=0,1,2,...

aufier m = n = 0 erfiillt werden. Der Fall m = n = 0 wird ausgeschlossen, da sonst alle Felder
verschwinden wiirden. Diese Triviallosung sei hier ausgeschlossen.

Die Werte fiir k;, k, geméf (7.48) werden auch als Eigenwerte bezeichnet.

Im TM-Fall kann die dritte Bedingung wegen £, ~ Af nur erfiillt werden, wenn im Produk-
tansatz (7.23) fiir das Vektorpotential AZ alle Cosinusterme verschwinden, d. h.

Af ~ sin kyx sin kyy.
Weiterhin fordern die Randbedingungen auch hier wieder

sink,a = 0
sink,b = 0.

Hieraus folgen die gleichen Eigenwerte wie im TE-Fall

ky = —  m=0,1,2,...
(7.49)
k, = — n=0,1,2,...
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wobei die triviale Losung erneut ausgeschlossen wird. Somit gilt:

Sowohl im TE- als auch im TM-Fall, also bei beiden Wellenarten, ergibt sich
eine unendliche Anzahl diskreter Wellenformen, der sogenannten Moden, die
durch die Parameter m und n gekennzeichnet sind. Haufig wird die Kennzeich-
nung TE, ;v (H, pnn) bzw. TM, 1pn (E i) benutzt.

Nach obigen Uberlegungen sind wir nun in der Lage, die Feldkomponenten anzugeben:

1. TE, ,,,-Wellen:

£, = —QH% oS (?3&) sin (%y) eFik=z (7.50)
£, = QH? sin (?I) cos (%y) etik=z (7.51)
E. = 0 (7.52)
k.
w
k.
H, = F—E 7.54
H, = FE, (7.54
k? — k? 4
H, = _QHjTuz cos (?m) cos (%y) etik=z (7.55)
2. TM, ;,n-Wellen:
H, = QE%T cos (%x) sin (n%y) etik:2 (7.56)
H, = fQE% sin (%x) cos (n%y) etik=z (7.57)
H, =0 (7.58)
k.
E, = F_H, (7.59)
k.
B, = +“H, (7.60)
k? — k2 .
E, = Ccf e £ sin (?z) sin (n%y) eEIk=z (7.61)

Der Feldwellenwiderstand Z der freien, ebenen elektromagnetischen Welle ist allgemein defi-
niert als der orts- und zeitunabhingige Quotient der Betrige von elektrischer Feldstérke E und
der magnetischen Feldstérke H , was sich allgemein zu Zp = /u/g;, ergibt.

Fiir den Rechteckhohlleiter ist der Feldwellenwiderstand Z allgemein aus den transversalen

Feldkomponenten definiert:
E E. >+ |E,|?
2= Ex_ [IEFYIEE 762

Das Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke fiir die Feldkomponenten gemifs (7.53) und (7.54)
bei TE- bzw. (7.59) und (7.60) bei TM-Wellen liefert

zH — ‘Z—“ fiir TE-Wellen
Zp = ,j (7.63)
zF = —E fiir TM-Wellen
w

Die Grundwellen, d.h. die Wellen mit der niedrigsten Grenzfrequenz f., sind:

- TE-Grundwelle ist der TE, 1p-Mode mit m = 1 und n = 0 (hierbei wird a > b vorausgesetzt)
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- TM-Grundwelle ist der TM, 11-Mode.

Zum Begriff der Grenzfrequenz sei folgendes betrachtet. Falls fiir eine Frequenz f
K< k2 4k

gilt, so wird k, in der Separationsgleichung (7.19) imaginir. Dies bedeutet eine exponentielle
Dampfung (der zugehorigen Welle) in der z-Richtung. Im Grenzfall

2 2 2
k2 = k2 + k2

ergibt sich aus der Definition (7.12) k = w./pe = 2w/ der Wellenzahl k sowie mit k, = mn/a
und k, = nn/b die Grenzfrequenz des Wellenleiters

fomn =7\ (32) + () (764

(In der Nachrichtentechnik und allgemein bei elektronischen Schaltungen gibt die Grenzfrequenz
die obere und untere Schranke eines Frequenzbandes an.) Unterhalb der Grenzfrequenz ist eine
Ausbreitung von Wellen in Rechteckhohleitern nicht mehr moglich — die Wellen werden aperiodisch
geddmpft. Der Grenzfrequenz f.,, entspricht die Grenzwellenléinge

1
Aemn = —e (7.65)

2 2
(5)" + (%)
Fiir Frequenzen f oberhalb der Grenzfrequenz f..,, laufen entsprechend e
oder negative z-Richtung lings der Leitung.

Die Wellen haben dabei im Hohlleiter die in Ausbreitungsrichtung gemessene Wellenléinge, die
sogenannte Hohlleiterwellenliinge A\ :

+7k=2 Wellen in positive

A
DY A—
VI— (V)2

mit der zugehorigen Freiraumwellenléinge im unbegrenzten freien Raum A und der Grenzwellen-

(7.66)

lange A..
Somit erhalten wir schlieflich fiir die Feldwellenwiderstiande nach Gleichung (7.63)
H Z ..
A = T fiir TE-Wellen
Zp= 1= (AAc) (7.67)

N
&
Il

Z\/1—= (A Ac)? fiir TM-Wellen

mit dem Feldwellenwiderstand Z = \/p/e des freies Raumes.
Unter Beriicksichtigung der Separationsgleichung ergibt sich die Phasengeschwindigkeit v,
der in einem Hohlleiter fortschreitenden TE- oder TM-Welle:

w 1
Uph = — = .
N N S PV WP
Zur Erinnerung. Das Feldbild der Welle verschiebt sich mit v,y in Ausbreitungsrichtung, hier also
in z-Richtung.
Fiir die Moden des verlustlosen Hohlleiters ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der Ener-
giegeschwindigkeit®. Gem#R der Definition (6.48) der Gruppengeschwindigkeit erhalten wir:

do  /T— (A/A)? (7.69)

Vg =V = —— =

dk, €

5Die Lichtgeschwindigkeit ist das geometrische Mittel zwischen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.

(7.68)
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Das Produkt aus Phasen- und Gruppengeschwindigkeit ergibt wiederum das Quadrat der Licht-
geschwindigkeit:
1
Uph - Vg = e c? (7.70)

7.3.1 Feldlinienbild des Grundmodes

Die technisch wichtigste Welle im Rechteckhohlleiter ist fiir a > b die TE, 1o-Welle mit den Feld-
komponenten F,, H, und H,. Dieser Mode hat von allen mdglichen Wellen die niedrigste Grenz-
frequenz

1
for0 = 5y (7.71)

bzw. die grofite Grenzwellenldnge
>\c 10 = 2a (772)

Dieser Mode wird auch als Haupt- oder Grundmode bezeichnet.

In der Regel liegt das Interesse darin, einen moéglichst grofen Betriebsfrequenzbereich fiir einen
gegebenen Hohlleiter zu erreichen. Der Betriebsfrequenzbereich wird nach unten durch die Grenz-
frequenz f.19 des Grundmodes und nach oben durch die Grenzfrequenzen héherer Wellentypen
(TE. 20-Typ mit fe20 = 1/(ay/i€) und der TE, ¢1-Typ mit foo1 = 1/(2by/p€)) eingeschrinkt.

Stérungen in der Hohlleitergeometrie, wie z. B. Knicke, Uberginge, Verdrehungen, etc. regen
diese zusitzlichen Feldtypen an. Daher wird ein ,Sicherheitsabstand“nach oben von den Grenzfre-
quenzen hoherer Moden eingehalten, um z. B. einen Energieiibertrag in diese Moden (Modenkon-
version) zu verhindern.

In realen verlustbehafteten Hohlleitern steigt die Dampfung der Grundwelle bei Annéherung
an ihre Grenzfrequenz stark an, so daf auch ein entsprechender Abstand nach unten eingehalten
werden sollte.

Ein weiterer Gesichtspunkt bei der Wahl der Querschnittsabmessungen a und b ist die durch
die Spannungsfestigkeit gegebene maximal iibertragbare Leistung. Ublicherweise wird daher

a=2b und 1.25f61() < fB < 1.90f01()
als Bereich fiir die Betriebsfrequenz bzw. das Verhiltnis zwischen Breite und Hohe des Rechteck-

hohlleiters gew&hlt. Solche Hohlleiter finden Anwendung im Frequenzbereich f = 320MHz - - - 330GHz.
Der Feldlinienverlauf des TE, 1p-Modes im Rechteckhohlleiter ist in Abb. 7.2 dargestellt.

Wandstrom

H Y

Abbildung 7.2: TE, 1o-Welle im Rechteckhohlleiter.
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Anmerkung zu qualitativen Feldbildern

In den qualitativ aufgezeichneten Feldern zu verschiedenen Wellentypen handelt es sich um eine
Projektion der Feldbilder auf die Querschnittsflache.

Bei der Interpretation solcher Feldbilder ist zu beachten, daf das Magnetfeld der TE-Wellen
und das elektrische Feld der TM-Wellen auch z-Komponenten haben, die in diesen Projektionen
nicht sichtbar sind. Vielmehr tduscht die Projektion an Stellen, in denen das Feld in die z-Richtung
umgelenkt wird, Quellen oder Senken im Innern des Hohlleiterquerschnitts vor. Das liegt, wie
gesagt, aber nur an den in dieser Projektion nicht sichtbaren z-Komponenten des Feldes.

Die an den Oberflichen vorhandenen normalen elektrischen und tangentialen magnetischen
Felder rufen dort Flichenladungen und Strombeldge hervor, die sich aus den Randbedingungen
berechnen lassen und sich mit den Feldern zeitlich dndern.

Die magnetischen Felder der Welle erzeugen Verschiebungsstrome.

7.4 Hohlraumresonatoren und Filter

Bei Abschlufs eines Hohlleiters durch eine leitende Wand senkrecht zur Ausbreitungsrichtung tiber-
lagern sich hinlaufende und reflektierte Wellen zu einer stehenden Welle. Es verschwinden an dieser
Wand und in Abstinden von A, /2 die tangentiale elektrische und die normale magnetische Feld-
stirke. Daher kann in einer solchen Knotenebene eine zweite Metallwand angebracht werden, ohne
das Feld zu storen. Das Ergebnis ist ein Hohlraumresonator. Bei Anregung des Hohlraumreso-
nators (z.B. durch ein Koppelloch) wird die Stirke des sich in ihm aufgebauten Feldes maximal,

wenn die Lange des Resonators

A
thé p=1,2... (7.73)

betrigt. Das Einsetzen von (7.73) in die Beziehung fiir die Hohlleiterwellenléinge (7.66) und Auf-
16sen nach A = Ag eribt die Resonanzwellenléinge

A= e (7.74)

=.
PA
1 - -
Vo (%)
Als Beispiel ist der prinzipielle Feldverlauf der TE, 191-Resonanz in Abb. 7.3 dargestellt.

iy

/ \

Abbildung 7.3: TE, 191-Resonanz im Rechteckhohlraumresonantor.

Blindwiderstinde und Blindleitwerte, wie sie z. B. zum Aufbau von Filtern benotigt werden,
lassen sich auch durch den Einbau von metallischen Blenden und Stiften in eine Hohlleitung
realisieren (— Abb. 7.4). Je nachdem, ob die in dem an der Blende angeregten Feld gespeicherte
elektrische oder magnetische Feldenergie iberwiegt, verhélt sich die Stérung wie ein kapazitiver
oder induktiver Leitwert. Sind elektrische und magnetische Energie gleich, so entsteht Resonanz.
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Die Kennwerte der konzentrierten Bauelemente einer Ersatzschaltung, die die Wirkung einer
solchen Storstelle beschreibt, hingen sowohl von der Geometrie der Blende als auch von der Fre-
quenz der betrachteten Welle ab.
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Abbildung 7.4: Inhomogene Hohlleiterblende im Rechteckhohlleiter.
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Kapitel 8

Das kartesische
Dreischichtenproblem

Eine oft gestellte feldtheoretische Aufgabe ist die Berechnung der elektromagnetischer Felder auf
Leiterbahnen, wie sie z. B.bei integrierten Schaltungen vorkommen. Der geometrische Aufbau eines
solchen Problems ist in Abb.8.1 gezeigt.

Bei lokaler Betrachtung der Wellenausbreitung in £2-Richtung im Bereich der Leiterbahn und
Vernachlissigung der Rénder in +2-Richtung ergibt sich das allgemeine Dreischichtenproblem
(— Abb10.1). Besitzen Medium 2 und Medium 3 gleiche Materialeigenschaften, also k3 = ka,
€3 = €9, U3 = U2, SO spricht man vom symmetrischen Dreischichtenproblem. Bandleitun-
gen, Streifenleitungen oder dielektrische Platten kénnen zumindest lokal durch ein symmetrisches
Dreischichtenproblem angen&hert werden.

Betrachtet man Wellen, die sich parallel zur Schichtung ausbreiten, so l&ft die Symmetrie
der Anordnung zu, daf alle Felder sich als Uberlagerung von zwei Feldtypen (,odd“und ,even®)
darstellen lassen. Fiir jeden der beiden Feldtypen léfst sich das symmetrische Dreischichtenproblem
in ein einfacheres Problem mit nur zwei Schichten und ideal leitender Berandung (elektrisch bzw.
magnetisch leitend) iiberfiihren.

Fiir 3-Komponenten-Wellen wird ein Vektorpotential in Ausbreitungsrichtung angesetzt. Fiir
5-Komponenten-Wellen fiihrt der Vektorpotentialansatz in Ausbreitungsrichtung (z) auf Schwie-
rigkeiten bei der Erfiillung der Stetigkeit an der Grenzschicht. In diesem Fall ist der Ansatz des
Vektorpotentials senkrecht zur Schichtung wesentlich geeigneter zur Bestimmung der Eigenlosun-
gen. Aus der Graphik in Abb. 8.3 wird ersichtlich, daf lineare Superposition aller (unendlich vielen)
Eigenlosungen von 8 Teilproblemen zur allgemeinen Losung des symmetrischen Dreischichtenpro-
blems fiihrt.

K258, 1 y

K2, €, K-Ersth

K3,€3, U3

Abbildung 8.1: Querschnitt durch eine Leiterbahn.
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LORL R )
_b
y=7
K€, M1
b
y=-%
K383, 13

Abbildung 8.2: Das allgemeine Dreischichtenproblem.

Allgemeines Drei schichtenproblem
Medium 1
Medium 2
Medium 3
Symmetrisches Dreischichtenproblem
Medium 1
Medium 2
Medium 1
3-Komponenten-Wellen 5-Komponenten-Wellen
dlox =0
Ez - Wellen Hz - Wellen Ey - Wellen Hy - Wellen
Feldtyp | Feldtyp Il Feldtyp | Feldtyp I Feldtyp | Feldtyp 1 Feldtyp | Feldtyp 11

Abbildung 8.3: Superposition von 8 Teilproblemen zur allgeimeinen Losung des symmetrischen
Dreischichtenproblems.



Kapitel 9

Wellen in kreiszylindrischen
Strukturen

Zur Behandluung einfach oder mehrfach zusammenhingender kreiszylindrischer Hohlleiter und
Resonatoren werden am besten Zylinderkoordinaten verwendet.

9.1 Losung der Wellengleichung

Wie im kartesischen Fall wird wieder der Ansatz

E = rotA” (TE- oder H-Welle) (9.1

—

H = rotA®  (TM- oder E-Welle)

gewihlt. Dieser Ansatz wird in die Maxwellschen Gleichungen

q OB
tE = ——
Iro at

- oD -
tH = —+J
TO ot —+
divD = 0
divB = 0

fiir den Fall harmonischer Zeitabhiingigkeit (~ ¢/“?), des Nichtvorhandenseins elektrischer Raum-
ladungen (¢ = 0) sowie homogener, linearer, isotroper Medien mit konstanter Permeabilitit p und
Permittivitit € eingesetzt:

rotE = —jwpH
rotﬁ = jw&E
divE = divH = 0.

Wie im kartesischen Fall (vgl. Kapitel 7) wird die Lorentz-Eichung durchgefiihrt:

- 0P
divA — =0.
WA + ue ot
Ihr folgend erhalten wir in Analogie zum kartesischen Fall fiir homogene, quellenfreie Gebiete die
Wellengleichung . .
VZA+E*A=0, (9.3)
welche sowohl fiir A als auch fiir A giiltig ist, weshalb im weiteren auf die besondere Kenn-
zeichnung verzichtet wird.
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Zur Vereinfachung der Losung wéhlen wir wiederum die z-Richtung als Richtung fiir das Vek-
torpotential

A= Az.. (9.4)

Damit geht die vektorielle Wellengleichung in die skalare Wellengleichung, die sogenannte Helmholtz-
Wellengleichung, {iber

VZA+k2A=0. (9.5)
Das Einsetzen des A-Operators fiir Zylinderkoordinaten liefert

0’4 104 10%°A  09%A
I T T k2= .
or? +r8r +r2 0p? + 022 + (96)

Wiederum wird der Bernoullische Produktansatz verwendet:
A= f(r)g(e)h(z), (9.7)

(diesmal in Zylinderkoordinaten). Einsetzen des Produktansatzes (9.6) in die Helmholtzgleichung
(9.5) und Division durch A ergibt

1d2f 11df 1 1d%g 1d%h

Tz T T—Q@Jr@Jer:o (9.8)
m? —k2
Mit dem Ansatz
é% = —m? (9.9)
und
%% = —k? (9.10)

erhalten wir die Losungen fiir die Funktionen g(p) und h(z), ndmlich

sinm i

9(p) = { Cosm:/;} oder {e*im#} (9.11)
sink,z T

h(z) = {coskzz} oder {eijk } (9.12)

mit m # 0 und k., # 0. Hinweis: Hierbei stellen die Ausdriicke in den geschweiften Klammern
die Basisfunktionen fiir den aufgespannten Losungraum dar. Es glit also beispielsweise g(¢) =
C1sinmep + Cy cosmep = CretI™? 4 Cye ™% fiir beliebige reelle Zahlen C; und Cs.

Zur Berechnung der Funktion f werden die Ansétze fiir die Funktionen g und A (9.11) bzw.
(9.12) in die Helmholtzgleichung (9.5) eingesetzt und mit f multipliziert.

d’f 1df 9 5 m?
W+;%+<k kz?“_2)f0 (9.13)

Dies ist die Besselsche Differentialgleichung mit der allgemeinen Losung

F(r) = Znm (r\/m) . (9.14)
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Die Funktion Z,, setzt sich im allgemeinen aus zwei Zylinderfunktionen zusammen. Diese
werden im néchsten Abschnitt ausfiihrlich betrachtet. Die Losung fiir das Vektorpotential A lautet
somit in Zylinderkoordinaten

A = Zm(Kr)eijm“”eijkzZ

bzw. (9.15)

B sin mgp sink,z
A = Zm(KT){ cosmp }{ cosk,z }

mit der Separationsgleichung

k= K% 4+ k? (9.16)

Bei der Losung der Wellengleichung wurden keine Sonderfille wie z.B.m =0, k, =0 oder k, =k
berticksichtigt. Fiir die allgemeine Losung miissen diese Spezialfille zusétzlich zu der Losung (9.15)
iberlagert werden.

9.1.1 Die Zylinderfunktionen

Die Zylinderfunktionen haben wir bereits in Abschnitt 2.2.6 bei der Losung der Potentialglei-
chung in Zylinderkoordinaten kennengelernt (vgl. (2.129)-(2.132)). Ahnlich wie die trigonometri-
schen Funktionen oder Exponentialfunktionen, die bei der Losung der Wellengleichung in kartesi-
schen Koordinaten auftreten, konnen die Zylinderfunktionen nur durch einen Potenzreihenansatz
angegeben werden. Auf die Herleitung der Zylinderfunktionen sei an dieser Stelle verzichtet; sie
findet sich in verschiedenen Handbiichern, z. B. Abramowitz, M. ; Stefan, A.: “Handbook of Ma-
thematical Functions”, Vol. AMS 55, 1964, S. 358-374.
Die Besselfunktion oder Zylinderfunktion 1. Art ergibt sich zu

>m+2k

> —1)k T
T () = %m (5 (9.17)

mit der [[-Funktion [](x), die fiir ganzzahlige Werte von a der Fakultét 2! entspricht. In (2.130)
wurde eine Ndherung fiir kleine & angegeben. Aus (9.17) lassen sich einige Eigenschaften ableiten,
z. B.

Jn(—x) = ™ ], (2) (9.18)
Im(—z) = (=1)"Jn(z) fiir ganzzahlige z (9.19)

ADbb.9.1 zeigt Funktionsverlaufe der Besselfunktionen Jy,...,Js mit ganzzahliger Ordnung und
reellem Argument.
Die nichste Teillosung der Besselschen Differentialgleichung ist die Neumann-Funktion oder
Zylinderfunktion 2. Art
Nop () = Im () cosmm — J_p, () (9.20)

sinmm

Fiir ganzzahlige m sind Zahler und Nenner Null. Nach der Regel von ’'Hospital errechnet sich:

Nm(2) = lim Ny(2)
1 /8J, oJ_

= = L (=R 21

(G- )uzm 921

Der Funktionsverlauf der Neumann-Funktion wird in Abb. 9.2 aufgezeigt.
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Abbildung 9.2: Funktionsverldufe einiger Neumann-Funktionen.

Einige Naherungen fiir bestimmte Wertebereiche von 2 wurden in (2.131) und (2.132) gegeben,
ansonsten ist auf einschlégige Tabellenwerke zuriickzugreifen.
Fiir grofe Argumente z > 1, m gelten folgende Naherungen:

\/gcos [:c - <m + %) ﬂ (9.22)
Np(z) = \/gsin [x - (m+ %) g] (9.23)

Fiir grofse Argumente entspricht die Besselfunktion also der Cosinusfunktion und die Neumann-
Funktion der Sinusfunktion. Beide Zylinderfunktionen beschreiben also eine in radialer Richtung
stehende Welle.

Eine sich ausbreitende Welle wird in kartesischen Koordinaten durch eine Linearkombination
aus trigonometrischen Funktionen

<~
3
&

I

eI = cosx + jsinx
erzeugt. Fine entsprechende Kombination der Zylinderfunktionen ergeben die Hankelfunktionen

1.und 2. Art., welche auch als Zylinderfunktionen 3. Art bezeichnet werden.

HY(x) = Julx) + jNm(z) (9.24)
H?(z) = Ju(x) — jNm(z) (9.25)

Die Niherungen der Hankelfunktionen fiir grofse Argumente z > 1,m zeigen deutlich die Ver-
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wandschaft mit den Exponentialfunktionen:

HD(z) = \/gej[w—(m%)%] (9.26)

2 1\«
H® () = 4 =eile=(m+3)3] 9.27
D) — (9:27)
Wihrend die Bessel- und Neumannfunktion eine in radialer Richtung stehende Welle beschreiben,
geben die Hankelfunktionen 1. und 2. Art eine Welle an, die sich in positive bzw. negative z-
Richtung ausbreitet, wobei darauf hinzuweisen ist, dafs « in unserem Zusammenhang fiir Kr steht
und nicht die kartesische Koordinate beschreibt.

9.1.2 Geeignete Auswahl der Zylinderfunktionen

Als néchstes seien Kriterien zur Auswahl der Zylinderfunktionen behandelt:

1. Bestimmung des Parameters m: Aus (9.15) wird ersichtlich, daf m durch die azimutale
Abhéngigkeit der Anordnung festgelegt wird. Da der Parameter m auch die Ordnung der
Zylinderfunktionen bestimmt, tritt somit eine Verkopplung zwischen der radialen und azi-
mutalen Abhéngigkeit auf.

Umfafit das Gebiet den gesamten Winkelbereich 0 < ¢ < 27, so muf die Umlaufbedingung
A(p) = A(p + 27) erfiillt sein. Sie ist genau dann erfiillt, wenn m ganzzahlig ist. Wird nur
ein Sektor betrachtet, so hingt m vom Offnungswinkel des Sektors ab und muf§ nicht mehr
ganzzahlig sein.

2. (a) Bei einem radial begrenzten Gebiet bildet sich in dieser Richtung eine stehende Welle
aus und der Ansatz von Bessel- und Neumann-Funktionen ist am geeignetsten.

(b) Schliefit das Gebiet die z-Achse (r = 0) mit ein, dann diirfen nur noch Besselfunktionen
verwendet werden, da sie im Gegensatz zu Neumann-Funktionen fiir » = 0 endlich
bleiben.

(c) Fiir ein Gebiet, das in radialer Richtung offen ist, werden zur Losung Hankelfunktionen
angesetzt. Je nachdem, ob es sich um eine Einstrahlung oder Ausstrahlung handelt,
werden die Hankelfunktionen 1. oder 2. Art verwendet.

Abb. 9.3 zeigt eine tabellarische Ubersicht {iber die Auswahl der Zylinderfunktionen.

Rundhonhlleiter Koaxialleiter Sektorhorn
Wellenleiter ‘o
7
m m ganzzahli m ist vom Winkel
g 9 o abhangig

Zylinder- | AL BN Einstrahlung: H!
Funktion Jm m' m ;
Ausstrahlung: H.,,

Abbildung 9.3: Ubersicht iiber die Auswahl der Zylinderfunktionen.
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9.2 Wellentypen in einem Rundhohlleiter

Als einfachste zylindersymmetrische Struktur wird nun der Rundhohlleiter untersucht (— Abb. 9.4).

A=

Abbildung 9.4: Geometrie eines Rundhohlleiters.

9.2.1 Herleitung des Vektorpotentials
Nach (9.15) ist
A=2Z,(Kr) { sinmgp }eijkzz

cos mp

mit der Separationsgleichung
k= K?+k?

die Losung der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten.

Zur Berechnung der Wellentypen in einem Rundhohlleiter mit ideal leitender Aufsenwand wird
die allgemeine Losung spezialisiert. Wegen der Periodizitét der Anordnung beziiglich des Winkels
© muf die Umlaufbedingung

Alp) = A(p +2m) (9.28)
erfiillt sein. Dies liefert die Beziehung

e:l:jmtp _ e:l:jm(lPJFQﬂ') (929)

die immer dann erfiillt ist, wenn m ganzzahlig ist (m =0,1,2,3,...).

Die p-Abhingigkeit &t sich somit durch eine Linearkombination von Sinus- und Cosinus-
funktionen beschreiben. Da die Anordnung rotationssymmetrisch ist, kann der Ursprung der ¢-
Koordinate frei gewéhlt werden. O.B.d. A. kann der Ursprung immer so festgelegt werden, daf
allein eine Sinus- oder Cosinusfunktion zur Beschreibung der p-Abhéngigkeit ausreicht. Da im Fall
m = 0 die Sinusfunktion identisch Null ist, wird die Cosinusfunktion gewihlt. Fiir das Vektorpo-
tential gilt also

A ~ cosmep (9.30)

Unabhingig davon, ob man einen FE.- oder H.-Wellenansatz wahlt, ist das elektromagnetische
Feld fiir r — 0 endlich. Deshalb darf die Losung nur Besselfunktionen enthalten.

A~ Jo(KT) (9.31)
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Somit ergibt sich fiir das Vektorpotential einer elektromagnetischen Welle, die sich in einem
Rundhohlleiter in positive z-Richtung ausbreitet, der Ansatz

A = CJp(Kr)cos(my)e k=2

(9.32)
mit k. = Vk?2-K?
9.2.2 TM,,,,-~-Wellen
Fiir TM,- oder E.-Wellen gilt
H = rotd
. 1 .
EF = —rotH
jwe
Mit dem Vektorpotentialansatz in (9.32) ergeben sich folgende Feldkomponenten
10A, ,
H, = ;88—@ = fC’%Jm(Kr) sin(mep) e Ik==
aAZ / —jk.z
H, = ~ 5 = —CKJ] (Kr)cos(mg)e "=
1 0H kz —jk.z
E, = _jw—sa—; = —CW—EKJ,'n(Kr) cos(mp) e k= (9.33)
1 0H, k, m -
E - T — R (K 3 —Jjkzz
- o 02 ng " Jm (Kr)sin(mep) e
K2 K2 .
E. = ——A, = Co—Ju(Kr)cos(mp)e >
Jjwe Jjwe

Der Strich ,,’“bei den Zylinderfunktionen bedeutet die Ableitung der Funktion nach ihrem Argu-
ment:

a dZn(Kr)

™= i (9.34)

Nun muf noch die Randbedingung eingebaut werden, daf das tangentiale elektrische Feld £, und
E. bei r = a gleich Null sein mufs. Da sowohl E, als auch E, proportional zu J,, sind, folgt aus
der Randbedingung somit die Forderung

I (Kr) =0 firr=a (9.35)
Hieraus konnen wir den Eigenwert K

K= Jmn (9.36)

bestimmen. j,,, ist die n-te Nullstelle der Besselfunktion .J,,,. Die Tabelle 9.1 gibt einige Nullstellen
der Besselfunktionen an. Das elektromagnetische Feld einer TM, ,,,,,-Welle in einem elektrisch ideal
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m

0 1 2 3
112405 3832 5.136 6.380

n 25520 7.016 8417  9.761
3] 8654 10.173 11.620 13.015

Tabelle 9.1: Einige Nullstellen der Besselfunktionen.

leitenden Rundhohlleiter, die sich in positive z-Richtung ausbreitet, lautet somit:

m Ty . ik x
H = -C—J, (]mn—) sin(me) e 7=

r a
H<p _ 7cjmn J?/n (‘7ng> COS(ng) e—jkzz

a a

jmn . r ikl

E, = fCZETJ{n (Jmna)COS(mcp)e Ih: (9.37)
E, = CZE%Jm (jmng) sin(mep) e Ik=2

] S| r -
E, = C(jm—n) —Jm (jmn—) cos(mep) e k=2

a Jjwe a

mit der Separationsgleichung
. 2
K= k2 — (‘7’”—”) (9.38)

und dem Feldwellenwiderstand

70 = P
we
Fiir die Grenzfrequenz w,. gilt:
Wemn = Jmnc (939)
a

9.2.2.1 Beispiel: TM, ¢;-Welle

Die TM, g1-Welle ist die TM,-Welle mit der niedrigsten Grenzfrequenz (vgl. Tabelle). Wie wir
spater noch sehen werden, ist sie aber nicht die Grundwelle des Rundhohlleiters (sondern die
TE, 11-Welle). Durch Einsetzen von m = 0 und n = 1 in den Gleichungen (9.37) und (9.38)
erhalten wir die Feldkomponenten

Jo1 LT k.,
Ho = O () e

E, = ,CZE‘%JSI (j()1£) e k=2 (9.40)

&
I

. 1 ,
c (%)2 —Jo1 (jmz) e k==
jwe a

Die TM, g1-Welle ist also eine 3-Komponenten-Welle, deren Feldkomponenten keine azimutale
Abhéngigkeit aufweisen, d.h. die Welle ist rotationssymmetrisch. Ihr Feldbild ist in Abb. 9.5 auf-
gezeigt.
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Abbildung 9.5: Feldbild der TM,, ¢1-Welle.

m
0 1 2 3
3.832  1.841 3.054 4.201
7.016 5.331 6.706 8.015
10.173 8.536 9.969 11.346

S
W N

Tabelle 9.2: Einige Nullstellen der 1. Ableitung der Besselfunktionen.

9.2.3 TE,,.,-Wellen

Fiir TE,- oder H,-Wellen gilt

E = rot/_f

- -1 .

H = ——rotk.
Jwp

Mit dem Vektorpotentialansatz (9.32) ergeben sich folgende Feldkomponenten:

10A, m . —jk.z
E, = R = —C7Jm(K7~)sm(m<p)e gks
0A, y k.2
E, = - A = —CKJ],(Kr)cos(myp)e "=
1 OF k i
H = —2ZZ¢ _ olzgy (K —ikz2 .
Gon B2 Cw,u Jr (K1) cos(me) e (9.41)
1 OE, k. m j
H = _— = == K i —ikz2
. o 02 Cwu " Im (Kr) sin(mey) e
K2 K?2 )
H, = ——A, = —C—Ju,(Kr)cos(mg)e k>
Jwp jwp

Die Randbedingung erfordert das Verschwinden des tangentialen elektrischen Feldes £, bei r = a.
Wegen der Proportionalitéit von E, zu J), bedeutet dies, daf

J(Kr)=0 firr=a (9.42)

gelten muf. Damit ergeben sich die Eigenwerte

jl
K = (9.43)

Jran ist die n-te Nullstelle der nach ihrem Argument abgeleiteten Besselfunktionen, also J;,. Die
Tabelle 9.2 gibt einige Nullstellen der 1. Ableitung der Besselfunktionen an.

Damit ergibt sich fiir das elektromagnetische Feld einer TE, ,,,,,-Welle in einem Rundhohlleiter
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bei Ausbreitung in positiver z-Richtung:

E = -c™, (j,’nnz) sin(me) e F=2
r a
-/
By = —CTng (fh,,%) costmep) e 7b==
1 j;nn ! g T —jk.z
H, = Cop="Jn (Jmng) cos(mep) e 7" (9.44)
1 m g T\ . ik
H, = —Cﬁ?Jm(j,’nnE)sm(mgo)e ghs
N2
1 .
H. = C<"L> — T (= ) cos(mep) €0
a Jwi a

mit der Separationsgleichung

. 2
[y <]m”> (9.45)
a
und dem Feldwellenwiderstand
ZH = 2E
k.
Fiir die Grenzfrequenz w, gilt
-/
Wemmn = Janc (9.46)

Ein Vergleich mit der niedrigsten Grenzfrequenz der TM-Wellen zeigt, daf die TE, 11-Welle mit
ji1 = 1.841 die niedrigste Grenzfrequenz besitzt. Die TE, ;;-Welle ist somit die Grundwelle im
Rundhohlleiter. Thr Feldbild ist in Abb. 9.6 dargestellt.

Abbildung 9.6: Feldbild der TE, 1;-Welle.

In Tabelle 9.3 sind die Wellentypen mit den niedrigsten Grenzfrequenzen zusammengestellt.
Die TE, g1- und TM, 11-Welle besitzen die gleiche Grenzfrequenz und sind daher entartet.
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Nullstelle Wellentyp
Jjii = 1841 | TE,11  (H.11)
Joo = 2405 | TM.o1 (E.o1)
jél = 3054 TEZ 21 (Hz 21)
j61 = 3832 TEZ 01 (Hz 01)
Ju = 3832 | TM.y1 (E.n1)

Tabelle 9.3: Wellentypen mit den niedrigsten Grenzfrequenzen.

9.3 Kreiszylindrische Resonatoren

Durch den Abschluft eines Rundhohlleiters in den Ebenen z = 0 und z = L mit einer ideal leitenden
Platte entsteht ein Hohlraumresonator (— Abb.9.7). Durch den Abschluf$ bildet sich auch in z-

Abbildung 9.7: Geometrie eines Hohlraumresonators.

Richtung eine stehende Welle aus. Zusétzlich zu den Randbedingungen bei » = a kommen nun
noch Randbedingungen fiir die E,- und E,-Komponente bei z = 0 und z = L hinzu. Aus diesen

Bedingungen folgt
_pr

L
Da nun auch k, durch die Geometrie der Anordnung vorgegeben ist, kann man die Resonanzfre-
quenzen der Eigenschwingungen angeben. (folgt aus der Separationsgleichung und k = w/c ).

k. mit p =0,1,2,... (9.47)

- Fiir TM,-Wellen (E.-Wellen) gilt

. 2 2
Wi p = C\/(J’Z") n (%) mit p=0,1,2,. .. (9.48)

- Fiir TE,-Wellen (H,-Wellen) gilt

94 2 2
Winnp = c\/<3%) n (%) mit p=0,1,2,... (9.49)

9.3.1 TMjy;-Mode als einfachstes Beispiel

Das elektrische Feld schwingt mit der Frequenz w, die von der Hohe L und dem Radius r bestimmt
ist. Die Anderung der Feldamplitude von E mit dem Abstand von der Achse ist in Abb.9.9
dargestellt. Die Kurve ist der erste Bogen der Besselfunktion Jg.
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Abbildung 9.9: Der TMg19-Mode im Hohlraumresonator.
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Das Magnetfeld H verlduft auf Kreisen um die Achse. Es schwingt mit einer Phasenverschie-
bung von 90° gegeniiber dem elektrischen Feld E.

Der TMy19-Mode hat auch wichtige praktische Bedeutung z. B. als Beschleunigungsmode fiir
Elementarteilchen.

9.4 Die Koaxialleitung

Die Koaxialleitung, auch elektrische Doppelleitung, besteht aus einem zylindrischen Rohr (oder
Drahtgeflecht) als AuRenleiter und einem koaxialen Innenleiter (Draht oder Litze). Zwischen
Aufsen- und Innenleiter befindet sich ein verlustarmes Dielektrikum, in dem die elektromagne-
tischen Wellen gefiihrt werden (— Abb. 9.10). Vorteil der Koaxialleitung ist die gute Abschirmung
des Feldes nach aufsen. Die Koaxialleitung wird {iberwiegend zur Fortleitung elektrischer Energie
in der Nachrichtentechnik verwendet; sie eignet sich besonders zur Ubertragung breiter Frequenz-
bénder.

Da bei einer Koaxialleitung die z-Achse nicht zum Rechengebiet gehort, miissen fiir die Zylin-
derfunktionen sowohl die Bessel- als auch die Neumannfunktionen angesetzt werden:

Zm(K7) = A Jon(K7) + B - Ny (K1) (9.50)
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Abbildung 9.10: Geometrie einer Koaxialleitung.

Zur Bestimmung des Eigenwertes K werden die Randbedingungen
E.=E,=0 firr=r;und r =1, (9.51)
eingearbeitet. Damit ergibt sich

Zm(Kr) = 0 fiir r = r; und r = r, bei TM-Wellen (9.52)
Z (Kr) = 0  fiir r =r; und r = r, bei TE-Wellen (9.53)

Ny (K1) N (Kry) .

= ==/ TM-Well .54
T (K10) T (K7a) bei Wellen, (9.54)
N, (Kr;) N (Kr,) .
T k) T (Kre) bei TE-Wellen. (9.55)

Diese Gleichungen werden in der Regel numerisch gelost. Das Feldbild der TM, o1-Welle ist in
Abb.9.11, das Feldbild der TE, 11-Welle ist in Abb.9.12 dargestellt.

~ R e
@O \E /O OB
Sl s Sl
_____ ===~ /—-::::
-z -~ \ P A N
o0 /5r L@ /8,8 2 T

Abbildung 9.11: Das Feldbild der TM, ;-Welle.
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Abbildung 9.12: Das Feldbild der TE, 1-Welle.

TEM-Welle

Als néchstes wird die Frage untersucht, ob in der Koaxialleitung eine Welle existiert, die keine
Grenzfrequenz (w. = 0) hat. Fiir die Grenzfrequenz gilt k, = 0 und somit

1
w.=—K=0.
1€

Das bedeutet, dafs fiir die Welle ohne Grenzfrequenz auch der Eigenwert K verschwinden mufs.
K=0 (9.56)

Zur Berechnung dieser Welle wird von der Besselschen Differentialgleichung (9.13)

d2_f+lﬁ+([(2_m_2)f:0 (9.57)

dr?2 = rdr 72

ausgegangen. Fiir K = 0 und m = 0 ergibt sich

d’f 1df
— +-——=0 9.58
dr?2 v dr ( )
mit der Lésung
r
=Ci;ln—. 9.59
f=Cng (9.59)
Fiir das Vektorpotential kann dann
A=Cyln L eikz (9.60)
Cs

geschrieben werden. Dabei wurde beriicksichtigt, daff K = 0 ist und somit k, = k gilt.
Da die In-Funktion fiir 7 — 0 gegen Unendlich strebt, kann dieser Ansatz nur fiir r; > 0 gewéhlt
werden (und ist daher in einem Rundhohlleiter nicht moglich). Aus dem Ansatz H = rotA werden

nun die Feldkomponenten berechnet:

1 .
E, = =Epe ik

T

1 11 .. 9.61
Hy = Ey==Epe™ (9.61)
E, = E.=H,=H,=0

mit Z = \/u/e.

Prinzipiell ware auch der Ansatz E = rotd moglich, doch werden bei diesem Ansatz alle
Feldkomponenten auf Grund der Randbedingungen Null.
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Da der Wellentyp nur transversale Feldkomponenten besitzt, wird diese Welle TEM-Welle
genannt. Der Feldwellenwiderstand Z, die Ausbreitungskonstante k, und die Grenzfrequenz w,
sind mit den entsprechenden Grofien der homogenen ebenen Welle identisch.

Im Gegensatz zu Hohlleitern besitzt die koaxiale Leitung zwei getrennte Leiter zwischen denen
ein statisches elektrisches Feld moglich ist. Aus diesem Grund kann sich eine TEM-Welle mit der
Grenzfrequenz w, = 0 ausbreiten. Die Grenzfrequenz w. = 0 bedeutet, daft in der Anordnung
ein Gleichstrom flieflen kann. Fiir einen Gleichstrom mufs mindestens ein Hin- und ein Riickleiter
vorhanden sein. In jedem ideal leitenden Mehrleitersystem ist die TEM-Welle als Grundwelle
moglich.
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Kapitel 10

Das kreiszylindrische
Zweischichtenproblem

Wie beim kartesischen Dreischichtenproblem sollen hier nur einige kurze Anmerkungen gemacht
werden.

RT 2: pyep.k,

Abbildung 10.1: Das kreiszylindrische Zweischichtenproblem

Anwendungsfille fiir diesen Problemtyp sind z. B.
- der dielektrische Draht (Lichtwellenleiter)
- der verlustbehaftete Rundhohlleiter
- der metallische Stab

Im allgemeinen muf eine hybride Welle als Losungsansatz gewéhlt werden, d. h. es wird eine Su-
perposition von elektrischem und magnetischem Vektorpotential gew&hlt.

Aus der Bedingung, daf die Felder bei » = 0, also auf der z-Achse, endlich sind und daf sie
2m-periodisch sind, ergibt sich die Wahl der Besselfunktionen (J,,,,m = 0,1,2,...) fiir die radia-
le Feldabhéngigkeit im Raumteil 1. Im Raumteil 2 miissen wegen der Ausstrahlungsbedingung
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Hankelfunktionen 2. Ordnung (Hﬁ ),m =0,1,2,...) gewdhlt werden. Die allgemeine Eigenwert-
gleichung fiir das Zweischichtenproblem, auf deren Angabe hier verzichtet wird, enthilt dann diese
Funktionen sowie deren erste Ableitungen.

Dieser Problemtyp erfafst z. B. auch die Dampfung in einem Rundhohlleiter mit endlich leiten-
den Winden. Ein wichtiges Ergebnis fiir das asymptotische Verhalten als Funktion der Frequenz
ergibt dann, daf die Didmpfung mit zunehmender Frequenz gegen Null geht. Dies ist ideal fiir die
Nachrichteniibertragung iiber lange Strecken.

Im Fall der optischen Faser (Typ dielektrischer Rundhohlleiter) hat Raumteil 1 nur sehr geringe
Verluste und es gilt &1 > €.

Die Eigenwertgleichung mufs in diesem Fall numerisch gel6st werden. Mit zunehmender Fre-
quenz breitet sich die Welle nur noch in Raumteil 1 aus.

Bemerkung zu Problemen mit dielektrischer Schichtung
Einteilung:

1. Drei-Schichten-Problem in xyz-Geometrie:

Um alle zur Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen notwendigen Feldkomponenten zu erhal-
ten, wird ein Vektorpotential senkrecht zur Schichtung angesetzt. Aus den Gleichungen fiir
die Stetigkeit der tangentialen elektrischen und magnetischen Feldkomponenten ergibt sich
durch Division die Eigenwertgleichung, die zusammen mit den Separationsgleichungen fiir
die einzelnen Raumteile die Losungen der Maxwellschen Gleichungen beschreibt.

2. Zwei-Schichten-Problem in r¢z-Geometrie:

Da bei der Verwendung von Zylinderkoordinaten nur Vektorpotentiale in z-Richtung zu-
gelassen sind, muf hier ein Hybridwellenansatz mit einer Superposition eines elektrischen
und eines magnetischen Vektorpotentials gemacht werden. Die einzige Ausnahme hiervon
sind Monopolmoden (m = 0 bzw. d/dy = 0), fiir die reine TM- und TE-Wellen existieren.
Durch die Division der aus den Stetigkeitsbedingungen folgenden Gleichungen ergibt sich die
Eigenwertgleichung.

Ist eine der Schichten mit gut leitendem Material gefiillt, also § < a mit der Schichtdicke a, so
14t sich die Dampfung fiir Frequenzen oberhalb der Grenzfrequenz der zugehorigen ideal leitenden

Struktur als
w1

o ——
2a p1 (/1 — (A/Ac)?
darstellen. Die komplexe Ausbreitungskonstante ergibt sich zu
kz = 60 +a— ja

mit Gy als Phasenkonstante der idealen Struktur.
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Die Power-Loss-Methode

In einem Hohlleiter mit ideal leitenden Wénden breiten sich die Wellen oberhalb ihrer Grenz-
frequenz ohne Dampfung aus und besitzen nur eine Phasenkonstante k, = (. Unterhalb der
Grenzfrequenz sind die Wellen geddampft (k, = —ja).

In der Praxis ist die Leitfdhigkeit der Hohlleiterwinde endlich, mit der Folge einer Ddmpfung
der Wellen, die sich in der nunmehr komlexen Ausbreitungskonstante k, = (3 — ja ausdriickt. Eine
exakte Berechnung der Verluste ist in der Regel nur mit einem groftfen mathematischen Aufwand
moglich, so dafs Naherungen benutzt werden.

Eine Methode zu ndherungsweisen Berechnung der Verluste ist die Power-Loss-Methode,
kurz PLM. Es handelt sich um ein Stérungsverfahren, ndmlich die Storung der Randbedingungen.

Es wird angenommen, daf sich bei geniigend hoher Leitfahigkeit £ > 1S/m die Feldkompo-
nenten der Welle nur sehr gering von den Feldkomponenten der Welle unterscheiden, die sich bei
k = oo ergeben. Aus den Feldkomponenten der verlustlosen Anordnung wird die pro Langeneinheit
in der Wand umgesetzte Verlustleistung P’ niherungsweise bestimmt.

Fiir die pro Langeneinheit umgesetzte Verlustleistung P’ einer Welle, die sich in positive z-
Richtung ausbreitet, gilt

dN

dz
Dabei ist N die Leistung, die durch den Querschnitt der Anordnung geht. Bei verlustbehafteten
Leitungen nimmt der Betrag der elektrischen und magnetischen Feldkomponenten mit

P = (11.1)

|E,H| ~ e * (11.2)

ab. Da die durch den Querschnitt gestrahlte Leistung sich aus einer Multiplikation von elektrischem
und magnetischem Feld berechnet, gilt

N(z) ~ Noe 20, (11.3)
Somit ergibt sich aus (11.1):
dN
P =—— =2aN 114
o~ 2a (11.4)
und damit
1P
= - 11.5
o= (11.5)

Die Naherung der Power-Loss-Methode besteht nun darin, dafs sowohl die durch den Querschnitt
gestrahlte Leistung N als auch die pro Langeneinheit umgesetzte Verlustleistung P’ aus den Fel-
dern der verlustlosen Anordnung (k = oo) berechnet werden.



180 Die Power-Loss-Methode

Die Integration des Realteils des Poynting-Vektors iiber den Querschnitt des Hohlleiters liefert
die durch den Hohlleiterquerschnitt gestrahlte Leistung N

N = %Re {// (E x ﬁ) -d/f} (11.6)

Die Verluste P’ (pro Léngeneinheit) konnen aus dem Wandstrombelag J A =T X H ; berechnet
werden

1 f=d —%
Po= g L DiRe(z,) ds

1 Jpw 9
= —/=— . 11.
55 [ ds (117

Die Integration erfolgt {iber den Rand des Hohlleiterquerschnitts. Die Grofe Z,,, wird auch Wand-
impedanz genannt. Auf die Herleitung der Beziehung (11.7) wird hier verzichtet.

11.1 Dampfung der Leitungswelle einer Bandleitung

Die Dampfung der Leitungswelle einer Bandleitung ist vom Typ kartesisches Dreischichtenproblem
(— Abb.11.1) und kann exakt iiber die Losung der entsprechenden Eigenwertgleichung berechnet
werden.

Bei der ndherungsweisen Rechnung mit der PLM wird in folgenden Schritten vorgegangen:

- Berechnung der Felder und der durch den Querschnitt gestrahlten Leistung N fiir kK = oc.
- Berechnung der Wandstrome fiir x = oo.

Berechnung der Verluste fiir k # oo mit Hilfe der Wandstréme der verlustlosen Anordnung.

Berechnung der Dampfung a.

KM, a

LSS SN S S

Cekl x &—,

///K//////////////////'b/2

zH,

Abbildung 11.1: Bandleitung.

Die oben aufgezeigten Schritte werden nun im einzelnen behandelt:

1. Fiir die Feldkomponenten der Leitungswelle auf einer verlustlosen Bandleitung (— Abb. 11.1)
gilt mit 0/0x = 0/0y =0

E, = By /b

1 _ (11.8)
H = —7@067‘7’61/2

EE%
1

mit k. = 3 = k.
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Fiir die Leistung, die durch die Fliche 0 < 2 < L und —b/2 < y < b/2 gestrahlt wird, ergibt

sich
L b/2
1 .
N = ZRe / / (Exﬂ)-ézd:cdy
=0 y=—b/2
F e
1 E,
- = 2ol gz
2/ / Zy v
:E:Oy:—b/Q
Lb
= —|E.|? 11.
2le_ol (11.9)

2. Die Verluste werden aus den zur Wand tangentialen magnetischen Feldkomponenten

1 S o
Po= g /%/ﬁtﬂtds
L
L L
1 [pow 2 2
= /e [ =y2r det [ =t/ de
=0 z=0
1 [pew L
= 5\/2—@—2|E3| (11.10)
1
berechnet.
3. Fiir die Ddmpfung « folgt
1P
¢ T anN
pow 1 1
= /T 5 11.11
2k9 b Z4 ( )
_ Ok (11.12)
20

Ein Vergleich mit der exakten Rechnung als Dreischichtenproblem wiirde denselben Wert fiir die
Diampfung ergeben. Aber die Phasenkonstante (3, die bei der PLM prinzipiell 8 = k; begrégt,
weicht von der exakten Rechnung ab.

11.2 Anwendbarbeit der Power-Loss-Methode

Bei geniigend hoher Leitfihigkeit der Wande liefert die PLM bei der Berechnung der Dampfung
der Leitungswelle einer Bandleitung richtige Ergebnisse. Nun wird die Frage untersucht, ob die
Ergebnisse der PLM immer richtig sind.

Die PLM beriicksichtigt keine Konversionsverluste, d. h. wenn durch die endliche Leitfahigkeit
der Berandung andere Wellentypen angeregt werden und ein Teil der Leistung auf diese Wellen
ibergehen kann, dann liefert die PLM falsche Ergebnisse. Ein anderer Wellentyp kann nur dann
angeregt werden, wenn beim Ubergang von unendlicher auf endliche Leitfihigkeit zusitzliche Feld-
komponenten entstehen. Zum Beispiel entsteht durch eine zur Wand tangentiale magnetische Feld-
komponente ein Oberflichenstrom j =7 X E ;- Bei endlicher Leitfdhigkeit der Wand hat dieser
Strom eine zur Wand tangentiale elektrische Feldkomponente in Stromrichtung zur Folge.

|z
lef}

 — J —

(11.13)
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Umgekehrt ist die tangentiale elektrische Feldstirke bei endlicher Leitfahigkeit nicht ganz Null.
Durch dieses elektrische Feld wird ein Wandstrom erzeugt. Dieser Strom erzeugt wiederum eine
magnetische Feldkomponente. Wenn die betrachtete Welle alle Feldkomponenten, die in (11.13)
in Beziehung zueinander treten, hat, so ist die PLM anwendbar. Dabei ist zu beachten, daf es
sich in (11.13) um zweiseitige Beziehungen handelt und daf es sich hierbei nur um die zur Wand
tangentialen Feldkomponenten handelt. Es wird keine Aussage iiber Feldkomponenten senkrecht
zur Wand gemacht.

Falls zusétzliche Feldkomponenten entstehen, kann die PLM unter gewissen Voraussetzungen
dennoch anwendbar sein.

Falsche Ergebnisse liefert die PLM, wenn ein anderer Wellentyp existiert, der die zusétzliche
Feldkomponente enthilt und der die gleiche Ausbreitungskonstante k. besitzt (Entartung). Die
Abb. 11.2 zeigt die Kriterien fiir die Anwendbarkeit der Power-Loss-Methode auf.

Treten beim Ubergang von x = oo auf x # o
zusitzliche Feldkomponenten auf ?
nein ja
Existiert eine Welle, die diese
zusitzlichen Feldkomponenten
(mit gleicher Ortsabhangigkeit)
. besitzt ?
nein .
ja
Hat diese Welle die gleiche
Ausbreitungskonstante k, ?
nein .
ja
PLM PLM PLM PLM nicht
anwendbar anwendbar anwendbar anwendbar

Abbildung 11.2: Kriterien fiir die Anwendbarkeit der PLM.

11.2.1 Bandleitung

Betrachtet werden Fy ,,- und Hy,,,-Wellen der in Kapitel 11.1 gezeigten Bandleitung. Das Vek-
torpotential wird in y-Richtung gewihlt. Zunichst wird untersucht, ob beim Ubergang von un-
endlicher auf endliche Leitfahigkeit zusétzliche Feldkomponenten entstehen. Die E,, ,,,,,-Welle hat
die Feldkomponenten E,, £, E,, H, und H . Bei endlicher Leitféhigkeit der Wénde bewirkt die
E-Komponente einen Oberflichenstrom J, und dieser Strom eine magnetische Feldkomponente
in z-Richtung:

Fiir die £ ,-Komponente gilt
E,«—J,«— H, (11.15)

Da die Ey,,-Welle alle diese vier Feldkomponenten (E,, H,, E,, H,) besitzt, werden keine
zusitzlichen Feldkomponenten angeregt und damit liefert die PLM die richtige Losung.

Aus dem gleichen Grund liefert die PLM auch bei der Berechnung der Ddmpfung der Hy pn-
Welle richtige Ergebnisse.
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Nun wird bei der gleichen Anordnung das Vektorpotential in z-Richtung gew#hlt. Die E, yn-
Welle hat die Feldkomponenten E, Ey, E,, H, und ﬂy.

E, «—J, — H, (11.16)
E ——J «H, (11.17)

Beim Ubergang von unendlicher zu endlicher Leitfihigkeit passiert folgendes: die
L ,-Komponente bewirkt einen Strom in z-Richtung J_,, der eine H -Komponente nach sich zieht.
Die H ,-Komponente ist jedoch bei der E,,,,-Welle nicht vorhanden. Das erste PLM-Kriterium
ist also nicht erfillt und es mufs nun iberpriift werden, ob es eine andere Welle gibt, die sowohl
eine H ,-Komponente als auch die gleiche Ausbreitungskonstante k, wie die E, ,,,-Welle besitzt.
Da die H,mn-Welle beide Bedingungen erfiillt, liefert die PLM bei der Berechnung der Verlu-
ste der E. ,,,-Wellen falsche Ergebnisse. Aus den gleichen Griinden liefert die PLM auch bei der
Berechnung der Dampfung der H, y,,-Welle falsche Ergebisse.

11.2.2 Rechteckhohlleiter

Das Vektorpotential wird in z-Richtung gewéhlt (vgl. Abb. 11.3). Die H, ,,,,,-Welle hat die Feldkom-
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Abbildung 11.3: Geometrie des Rechteckhohlleiters.

ponenten £, E,, H,, H, und H . Es werden die zur Fliche y = 0 tangentialen Feldkomponenten
betrachtet. Die H ,-Komponente bewirkt einen Strom J, in z-Richtung, der eine £ -Komponente
nach sich zieht.

H,—J,« B, (11.18)

Analog dazu bewirkt die H_-Komponente einen Strom J, der bei endlicher Leitfihigkeit eine
E,~Komponente zur Folge hat.

H,— I — E, (11.19)

Die E,-Komponente ist aber bei der H,,,-Welle nicht vorhanden. Jedoch besitzt die E, -
Welle sowohl die zusétzllich angeregte £,—Komponente als auch die gleich Ausbreitungskonstante.
Deshalb liefert die PLM bei der Berechnung der Dampfung der F, ,,,,- und H, ,,,,-Wellen falsche
Ergebnisse. Die einzigen Ausnahmen bilden die H, ,,0- und H,,- Wellen. Da die E, - bzw.
E. on- Wellen in einem Rechteckhohlleiter mit elektrisch idealleitenden Wénden nicht méglich ist,
existiert keine andere Welle, die die zusétzlichen Feldkomponenten besitzt, so daff die PLM bei
der Verlustberechnung der H, ,,,0- und H, o,-Wellen richtige Ergebnisse liefert.

Ohne Herleitung geben wir folgendes Ergebnis an: Die Dadmpfung der H,,,o-Welle im
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Rechteckhohlleiter (Komponenten E,, H,, H ) ergibt sich zu

14 (my)2 L
o = plregpt (BN 5 (11.20)
2 3\ 2
- (3)
mit kE = 27

By
A 2
o= - (3)

In Abb. 11.4 ist der prinzipielle Verlauf der Ddmpfung der H.,,0- und H, o,-Wellen im Rechteck-

hohlleiter grafisch dargestellt.
VW
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Abbildung 11.4: Prinzipieller Verlauf der Dampfung der H,,,0- und H.,-Wellen im Rechteck-
hohlleiter.

11.2.3 Rundhohlleiter

Im Rundhohlleiter (— Abb. 11.5) entsteht zwar beim Ubergang von unendlicher auf endliche Leit-
fihigkeit bei der E, ,,,,,-Welle (TM, ,,,,) eine zusétzliche H ,—Komponente, jedoch haben die E, .-

yk

ATl

K1y

Abbildung 11.5: Geometrie des Rundhohlleiters.

und H,,,-Wellen im Gegensatz zu den Moden im Rechteckhohlleiter unterschiedliche Ausbrei-
tungskonstanten (die Moden sind nicht entartet). Deshalb konnen die Verluste der E., ,,,- und
H, ;nn-Wellen (TM-; TE-Wellen) im Rundhohlleiter immer aus den Feldern der verlustlosen An-

ordnung berechnet werden.
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Ebenfalls ohne Herleitung sei folgendes Ergebnis angegeben: Die Dampfung der TM, ;-
Welle (E,,-Welle) im Rundhohlleiter (Komponenten H,., H, E, E, E,) ergibt sich
zZu

1 1
_Lopy (11.21)

Fiir die DAmpfung der TE. ,,,-Welle (H, ,,,,-Welle) ergibt sich

14 H2 1 (j':rm)Q m?
a=--2 - |(dmn) 4 L 11.22
2ap T= O [ ka ) T G —m? (1.2
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Kapitel 12

Antennen

Bisher haben wir die Eigenschaften elektromagnetischer Wellen und ihre Ausbreitung sowohl im
freien Raum als auch in begrenzten Raumgebieten (Wellenleiter, Resonatoren, ...) betrachtet.
Nun wird die Erzeugung solcher Wellen behandelt, indem die Emission von Strahlung durch loka-
lisierte Ladungs- und Stromverteilungen untersucht wird. Wir werden uns dabei auf einige einfache
Strahlungssysteme beschrinken. Die Stromverteilung ist dabei auf ein Gebiet d beschrinkt, das
gegeniiber den auftretenden Wellenléngen klein ist. Wenn d grofenordnungsméifig die lineare Aus-
dehnung der Quelle angibt, so ist fiir d < A mit der Wellenldnge A\ = 27¢/w zwischen folgenden
Raumgebieten zu unterscheiden:

- Nahzone (Nahfeld) d < r < A
- Zwischenzone d < r ~ \

- Fern- oder Wellenzone d < A < r

In der Nahzone haben die Felder den Charakter statischer Radialfelder und Anderungen er-
strecken sich iiber Entfernungen, die von den detaillierten Eigenschaften der Quelle abhingen.
In der Fern- oder Wellenzone dagegen stehen die Felder senkrecht auf dem Radiusvektor und
fallen mit 1/r ab — ein typisches Merkmal fiir Strahlungsfelder.

12.1 Herleitung der Wellengleichung

Betrachtet werden Wellen in einem Gebiet mit homogenen, isotropen und linearen Materialeigen-
schaften. In diesem Fall lauten die Maxwellschen Gleichungen

- oH
tE = —p—— 12.1
ro S (12.1)
. OE -
tH = e=—+J 12.2
To € o + ( )
dvE = L (12.3)
3
div = 0 (12.4)

=

Dabei sei J(7,t) die eingeprigte und bekannte Stromdichteverteilung und g, (7, t) eine bekannte
Raumladungsverteilung.

12.1.1 Vektorpotential fiir H (E-Wellen)

Wegen der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes (divﬁ = 0) kann die magnetische Feldstirke
als Rotation eines Vektorpotentials dargestellt werden:

H =rotA (12.5)
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Das Einsetzen in das Durchflutungsgesetz (12.2) liefert

rotrotA = graddivA — V24 = saa—f +J. (12.6)

DaS Elnsetzen von (12.5) m daS Induktl()nsgesetz (12.1) llefert
(€] - — _E (0] ( 2 )
rot IC /J/ rot A . I - ]

Die Integration von (12.7) fithrt zu

0 A — grad®, (12.8)

wobei grad® eine frei zu wihlende Integrationskonstante ist. Das Einsetzen von (12.8) in (12.6)
ergibt

V2A — grad divA + 5% <u%ff gradCI)) =7 (12.9)

Mit der Lorentz-Eichung

2 def

divA = —eu—9o 12.10
iv et (12.10)
geht (12.9) in die inhomogene vektorielle Wellengleichung iiber:
- 9?2 .
A—pe—=A=-J
VA - e (12.11)

Bei vorgegebener Stromverteilung 14fst sich aus dieser Differentialgleichung das Vektorpotential
A bestimmen. AnschlieRend kann die magnetische Feldstéirke H aus dem Ansatz (12.5) abgelei-
tet werden. Damit 138t sich dann die elektrische Feldstirke E aus Gleichung (12.8) bestimmen,
nachdem das Potential ® errechnet wurde.

Eine Bestimmungsgleichung fiir ® ergibt sich durch Divergenzbildung auf beiden Seiten von
(12.8) und Beriicksichtigung der Lorentz-Eichung;:

0? q
2 — pem—® = —
v M58t2 . (12.12)

Dies ist die inhomogene skalare Wellengleichung.

Bemerkung: Dieser Fall entspricht der Herleitung der vektoriellen Wellengleichung der E-
Wellen in Hohlleitern und Resonatoren in Kapitel 7.1; vgl. auch die homogene Wellengleichung
(7.11) der H-Wellen.

12.1.2 Vektorpotential fiir £ (H-Wellen)

In Kapitel 7 haben wir vollig analog die Wellengleichung der E- und H-Wellen herleiten kénnen,
da keine Raumladungen vorlagen. Durch die Forderung von ¢, = 0 kénnen wir auch hier mit dem
Ansatz

E =rotA (12.13)

arbeiten. Das Einsetzen in das Induktionsgesetz (12.1) liefert

rot rotA = grad divA — V24 = 0 H (12.14)

G
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Das Einsetzen in das Durchflutungsgesetz liefert

—

L9 .
rotH = 5(5 rotA) + J (12.15)
Die Integration von (12.15) ergibt

I N
H—EEA—FM—i—grad(I), (12.16)

wobei grad® wiederum eine frei wéhlbare Integrationskonstante ist und M sich aus der Beziehung
rotM = J berechnen l4ft. Das Einsetzen von (12.16) in (12.14) liefert die Beziehung

. . 9 . 0 o -
2 .
V*A — graddivA — EN@A — uagradq) = “EM (12.17)
Mit der Lorentz-Eichung
.. def 6(1)
divA = —pu— 12.18
iv L ( )

geht (12.17) in die inhomogene vektorielle Wellengleichung tiber:

V2A - pe——A=p=M (12.19)

Bei vorgegebener Stromverteilung muf zunéchst ein Vektorfeld M berechnet werden, das der
Beziehung rotM = J geniigt. Dann lafst sich das Vektorpotential A aus der Wellenglelchung
(12.19) bestimmen.

Anschliefend kann die elektrische Feldstérke aus dem Ansatz (12.13) bestimmt werden. Die Di-
vergenzbildung auf beiden Seiten von (12.16) liefert unter Berticksichtigung der Lorentz-Konvention
eine Bestimmungsgleichung fiir ®:

2

)
Vo — Hems® = —divM (12.20)

so daf anschlieftend auch die magnetische Feldstirke geméf (12.16) berechnet werden kann.

12.1.3 Kugelwellen

Nun werde ein Gebiet ohne Quellen betrachtet. Dann gilt J = M = 0 und fiir beide Vektorpoten-
tialansétze ergibt sich die homogene vektorielle Wellengleichung

- %A
VA~ pemg = 0. (12.21)

Der Vektor A kann im allgemeinen eine beliebige Richtung besitzen. Eine besonders einfache Dif-
ferentialgleichung erh&lt man, wenn man fiir das Vektorpotential den folgenden Ansatz macht:
A= A(7) - €, (vgl. Kapitel 7). Dann geht die vektorielle Wellengleichung in die skalare Wellenglei-
chung, auch Helmholtz-Gleichung, {iber in

2

%)
V2A - ,uEat2 =0. (12.22)
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Wir wollen nun die einfachste Form von Kugelwellen mit

DA DA

0 oy "

betrachten. Fiir den V2-Operator gilt dann in Kugelkoordinaten

10 0A
2A _ - 2740
v r2 Or (r 87")
PA 204 10*(rA)

oz " ror r Or2 (12.23)

Das Einsetzen in die Helmholtz-Gleichung und Multiplikation mit r liefert

P(rd)  19°(rd)
or? 2 Ot?

=0 (12.24)

mit ¢? = 1/(ue). Diese Gleichung hat die gleiche Form wie Gleichung (6.22) aus Abschnitt 6.1.1
(Ebene Wellen im Isolator). Daher kann der Losungsansatz von d’Alembert verwendet werden
(vgl. Kapitel 6.1.1). Es ergibt sich die allgemeine Losung

A(r) = % a(t=2)+ ()] (12.25)

f1 stellt eine Kugelwelle dar, die sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ ausbreitet; ihre Amplitude
nimmt mit 1/r ab. f2 hingegen représentiert eine einlaufende, ,sich zusammenziehende* Welle.

Anders ausgedriickt: f; beschreibt eine Wirkung, die vom Ursprung r = 0 ausgeht, zu einem
Punkt im Abstand r vom Ursprung mit Lichtgeschwindigkeit lduft und dort nach der Zeit

eintrifft. Man nennt f; daher auch retardierte (verzogerte) Losung.

f2 dagegen kann nicht durch Vorginge am Ursprung verursacht sein, da die Wirkung bereits
vor der Ursachr vorhanden wire (némlich zur Zeit ¢ = —r/c). f2 wird auch avancierte Lo-
sung genannt. Sie widerspricht dem Kausalitdtsprinzip, ist daher unphysikalisch und kann nicht
beriicksichtigt werden. Nur f; ist physikalisch. Es wird also zusétzlich die sogenannte Ausstrah-
lungsbedingung verlangt.
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12.1.4 Analogien zwischen statischen und retardierten Potentialen

Die Potentialgleichung der FElektrostatik
lautet:

V2 (7)) = _ (7o)
3
mit der Lésung
N 1 Qv (F)
() = — dv
(70) = T / |7 — 7]
14

In der Magnetostatik ergibt sich fiir das Vek-
torpotential

V2A(7) = —J(7)

mit der Losung

Die Wellengleichung der Elektrodynamik
lautet:

1 9?2 »
(vQ o g%) @Tet(f'o’t) — 7@

mit der Losung

1 dv (Fatf lF_c?Ol)
Dot (79, 1) = — — 1%
«(70,7) 471'5/ |7 — 7o)
v

In der Elektrodynamik ergibt sich fiir das
Vektorpotential

s 1 0%\ » . -
V — 0—2@ A',-et(’l”o,t) = —J(T‘O,t)

mit der Lésung

21 J(7) o
A = g2 [ g ) L (- )
4 A'r'et(FOvt) = _/ = - dv
T |7 — 7o
v

Bei ®,..; und /T,«et handelt es sich um sogenannte redartierte Potentiale. Im dynamischen Fall
werden ®,..; und A,.; aus den Quellen berechnet, die sich um die Laufzeit |7 — 7| /c frither als im
Integrationszeitpunkt am Quellpunkt befanden. Die Ursache der retardierten Potentiale sind also

die Quellen zum Zeitpunkt

tO:t_m.
c

Anmerkung: Die Analogien zwischen dem statischen und dynamischen Fall gelten nur fiir die
Potentiale ® und A. Dagegen ist es nicht mdglich, eine elektromagnetische Welle aus retardierten
statischen bzw.magnetischen Feldern zu berechen.

12.2 Elementardipole
Fiir das folgende wird harmonische Zeitabhingigkeit angenommen:
E,ﬁ,f,]\_j ~ coswt

In komplexer Schreibweise
E(7,t) = Re { E(7)e™" |

ergibt sich fiir das komplexe retardierte Vektorpotential

P 1
Ao =4 [
14

-

J(7)eIkIT=Tol

— 1% 12.26
|7 — 7ol ( )

mit k= = = wy/pe.
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12.2.1 Elektrischer Elementardipol (Dipolantenne)

Ein elektrischer Elementardipol, der im Ursprung des Koordinatensystems liegt, zeitliche Schwin-
gungen ausfithrt und der in z-Richtung orientiert ist, wird durch die Stromdichte

—

J(7) = Idz5(i)é.

erzeugt. Damit gilt fiir das retardierte Vektorpotential

—

Apet(7) = A€,

mit

(12.27)
Ldz .,
= _4—671_;6_]k7 (12.28)
efjkr
= Cp— (12.29)
L. dz
 4m

Zur Berechnung der einzelnen Feldkomponenten wird das Vektorpotential in Kugelkoordinaten

A, = Acos? (12.30)
Ay = —Asind (12.31)
A, = 0 (12.32)
dargestellt. Fiir einen elektrischen Elementardipol ist der Ansatz
H =rotA (E-Wellen)
geeignet. Damit ergibt sich fiir die einzelnen magnetischen Feldkomponenten
H, =0
Hy = 0
P (12.33)
= 7 or o0
—jkr 1
= jCgksind 1+ —
a2 (1)

Aufserhalb von Quellen ist das elektrische Feld durch die Maxwell-Gleichung jweE = rotH gege-

ben, woraus folgt:

1 1

S

O(H,, sinv)

Jwe rsind

€

oY

—jkr

2C pk?
— _,Ek cos
jwe
1 10(H,)
jwer Or

k2
— Cp sin ¢

e~

Jkr

(12.34)

Jwe

r
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Mit Z = \/p/e und C, o jkC , ergibt sich fiir das Feld eines elektrischen Elementardipols

Ew = H =Hy,=0
—jkr 1

H, = C,sin? <1+%)

—gkr 2 12.35
E, = 2C,Zcos? L + <L> ] ( )

jkr jkr
) —jkr 1 1 2

Ey = C.Zsind 1+W+<%>

Ein einfaches Beispiel fiir einen elektrischen Dipolstrahler ist folgende Linearantenne mit sym-
metrischer Speisung, welche in Abb.12.1 dargestellt ist. Die Lange d sei vernachldssigbar klein

X

a/2 A

R —

Abbildung 12.1: Linearantenne mit symmetrischer Speisung.

gegeniiber der Wellenlénge. Die Speisung erfolge im Mittelpunkt der Antenne bei z = 0 und der
Strom fliefle in den beiden Antennenarmen vom Mittelpunkt aus jeweils zu den dufieren Enden.

Einige Feldbilder zum elektrischen Elementardipol (Hertzschen Dipol) sind in Abb.12.2 auf-
gezeigt. Die elektrischen Feldlinien liegen in den Meridianebenen ¢ = const. Die magnetischen
Feldlinien sind Kreise um die z-Achse (H = (0, 0,H,); rein azimutal).

Dipolantennen werden fiir Kurz-, Ultrakurz- und Dezimeterwellen einzeln oder in Gruppen
verwendet,.

Das unter der Internetadresse hitp://www.tu-darmstadt.de/fb/et/temf/Demos/dipol.html er-
reichbare MPEG-File vermittelt den Eindruck eines kontinuierlich abstrahlenden Dipols.
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Abbildung 12.2: Feldbilder zum elektrischen Elementardipol.

12.2.2 Magnetischer Elementardipol (Rahmenantenne)

Analog zum elektrischen Elementardipol wird ein magnetischer Elementardipol, der im Ursprung
des Koordinatensystems liegt, elektromagnetische Wellen abstrahlt und dessen Achse parallel zur
z-Achse liegt, durch eine magnetische Stromdichte

oM

== -7 7)ée, 12.
h 1,.dz0(F)e, (12.36)

erzeugt. Fiir das retardierte Vektorpotential folgt:

e—jk'r
AF) = Cu—; (12.37)
. det 1,,dz
O, &
mi O A

Der geeignete Ansatz fiir das Vektorpotential des magnetischen Elementardipols ist

|3,

= rotA (H-Wellen)
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Bei der Darstellung in Kugelkoordinaten geméfs (12.30)-(12.32) ergeben sich die elektrischen

Feldkomponenten

Aus der Maxwellschen Gleichung jwuﬁ = —rotE kann das Magnetfeld berechnet werden:

zu:

= 0

= 0

r or 09

—jkr
= ‘]QMk'Sln'l?e r (

11 (L, sind)
jwp rsin ¢ 09

2C k> —gkr
=M g9

Jw r ]ﬂ
1 10(rE,)
jwpr Or
k2 —jkr
Q,M sin € -
Jwp r J
0

1 <8(TA19) %)

14
Jkr

()]

1+i+ L ’
kr jkr

eIk |1 1)
—2C,.Y cos? — —
Zm T 08 T ljkr + (jkr) 1

—jkr

—C,,Y sind 1+

1+12
Jkr Jkr

(12.38)

(12.39)

(12.40)

Rahmenantennen eignen sich fiir den Rundfunkempfang der Mittel- und Langwellen und fiir den

Peilempfang.

12.2.3 Nahfeld-Ndherung

Im Nahfeld eines Elementardipols gilt

und damit auch

|kr| < 1

e Ik
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aus (12.35) und (12.40) ergibt sich dann fiir die Nahfelder

elektrischer Dipol magnetischer Dipol
E, = H=Hy=0 |H, = E =E,;=0
H, = —jC, sinﬂ# E, = —jC, sinﬁ#
E, = —QQeZcosﬁ# H, = 2C)Y 00519#
By = —C,Zsind k217“3 Hy = (C,YsinY k:21r3

12.2.4 Fernfeld-Niherung
Wenn der Abstand zum Elementardipol gentigend grofs ist

|kr| > 1
ergibt sich aus (12.35) und (12.40) folgende N&herung:

elektrischer Dipol magnetischer Dipol
E, = H =Hy,=0 H, = E,=E;=0
efjkr e*jkr
ﬁw = (,_sin? EW = (C,, sin?
] e*jkr ‘ efjkr
E, = -2jC.,Zcos? e H, = 2]QmYcosﬂW
efjk’r efjkﬂ“
by = C,Zsind Hy = —-C,Ysind 5

Die Amplituden der radialen Feldkomponenten klingen mit 1/r% ab und die Amplituden der zur
Ausbreitungsrichtung (r-Richtung) transversalen Feldkomponenten klingen nur mit 1/ ab. Dies
bedeutet, daft die radialen Feldkomponenten in geniigend groffem Abstand abgeklungen sind und
die Welle dort nur noch transversale Komponenten in Ausbreitungsrichtung é,. besitzt, wobei das
elektrische Feld senkrecht auf dem magnetischen steht. Zwischen den elektrischen und magneti-
schen Feldkomponenten gelten dann die Beziehungen

Ey=ZH, wd E,=-ZH, (12.41)

Im Fernfeld bilden die Feldkomponenten eine Kugelwelle, deren Phasenfronten sich mit der Ge-
schwindigkeit v, = 1/,/n€ radial nach aulen bewegen und deren Amplitude mit 1/r abklingt. Das
Fernfeld der Elementardipole verhilt sich also lokal wie das Feld einer homogenen ebenen Welle.

12.3 Richtcharakteristik

Das Fernfeld jeder Strahlungsanordnung bildet lokal eine homogene ebene Welle. Sein Poynting-
Vektor zeigt vom Zentrum der Antenne in radialer Richtung nach aufsen und ist reell. Das Fernfeld
transportiert also nur Wirkleistung und zwar in radialer Richtung.

Der Betrag des Poynting-Vektors, also die Strahlungsdichte, nimmt mit 1/r2 ab (r=Abstand
von der Antenne). Praktische Antennenanordnungen strahlen die Energie nicht gleichméfig in alle
Richtungen aus. Die Richtcharakteristik vermittelt die Strahlungsverteilung einer Antenne in
die verschiedenen Raumrichtungen. Zur Bestimmung der Richtcharakteristik wird das absolute
Maximum der Strahlungsdichte

max {S,. (9, p)} = max{|E x E*|} def g
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gesucht, welches im allgemeinen nur in einer Raumrichtung, d.h. fiir ganz bestimmte Werte von
¥ und ¢ auftritt. Zu diesem Maximum S, .5 setzt man die Strahlungsdichte in allen anderen
Richtungen ins Verhéltnis und trégt dieses Verhiltnis iiber ¢ und ¢ auf. Im allgemeinen wer-
den Polarkoordinaten verwendet und S, (¢, ©)/Sr max entweder fiir ¢ = const. = 7/2 als Radius
iiber ¢ als Winkel im sogenannten Richtdiagramm aufgetragen (horizontales Diagramm) oder
fiir ¢ = const. iiber den Winkel ¢ (vertikales Diagramm). Um einen groferen Wertebereich der
Strahlungsdichte S, zu erfassen, kann S, (¢, ¢)/Sy max auch in Dezibel logarithmisch aufgetragen
werden. Oft wird im Richtdiagramm auch die Feldstirke anstatt der Strahlungsdichte aufgetragen.

Das Fernfeld einer Antennenanordnung ergibt sich aus dem Vektorpotential der gesamten An-
ordnung, welches sich wiederum durch Aufsummieren der Wirkung der einzelnen Elementardipole
ergibt. Falls die Achsen der Elementardipole nicht parallel zueinander sind, wird das resultie-
rende Feld aus dem Vektorpotential berechnet, das sich nach einer vektoriellen Summation der
Vektorpotentiale der einzelnen Elementardipole ergibt.

12.3.1 Beispiele
12.3.1.1 Elektrischer Elementardipol

Da die Anordnung bei einem elektrischen Elementardipol unabhéngig von der ¢-Koordinate ist,
besitzt E fiir ¢ = /2 iiberall die gleiche Amplitude und das horizontale Richtdiagramm zeigt
folgende Richtwirkung: In Richtung der Dipolachse (¢ = 0, ) tritt keine Strahlung auf. Senkrecht
zur Dipolachse (¢ = 7/2) ist die Strahlung am grofiten (— Abb. 12.3).
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Abbildung 12.3: Vertikal- und Horizontaldiagramm eines elektrischen Elementardipols.

12.3.1.2 Elektrischer \/2-Dipol

Wegen der Rotationssymmetrie liefert das Horizontaldiagramm nach wie vor einen Kreis. Das
vertikale Richtdiagramm ist nicht mehr jeweils kreisférmig, sondern zeigt eine bessere Biindelung
als der elektrische Elementardipol (— Abb.12.4 und 12.5).
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Abbildung 12.4: Elektrischer A/2-Dipol.
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Abbildung 12.5: Vertikal- und Horizontaldiagramm eines elektrischen A/2-Dipols.
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12.3.1.3 Gruppenstrahler

Die lineare Antenne, ebenso wie die aus ihr abgeleiteten Breitbandantennen und auch die Rah-
menantenne haben alle eine Symmetrieachse und darum auch eine rotationssymmetrische Strah-
lungscharakteristik, weshalb sie zur Klasse der Rundstrahler zusammengefaftt werden.

Die Rundstrahler besitzen eine Richtcharakteristik, die ausschlieflich vom Winkel ¥} zur Sym-
metrieachse abhiangt. Um auch in Abhéngigkeit vom Umfangswinkel ¢ eine Richtcharakteristik
zu erhalten, werden oft mehrere lineare Antennen, wie z. B. A/2-Dipole, in bestimmten Abstéin-
den und Orientierungen zueinander angeordnet. Solche Kombinationen von einzelnen Strahlern in
Gruppen werden Gruppenstrahler genannt. Das Feld der Einzelstrahler addiert sich dabei in
den Richtungen, in denen es zeitlich in Phase schwingt, wihrend es sich in anderen Richtungen
durch destruktive Interferenz ausloscht.

Als einfaches Beispiel, aus dem praktische Richtantennen entwickelt werden kénnen, werden
zwei A/2-Dipole betrachtet, die den Abstand A/4 voneinander haben und um 90° gegeneinander
phasenverschoben mit gleicher Stromstérke |Iy| angeregt werden (— Abb.12.6). In Richtung
¢ = 0 kommt es zu konstruktiver Interferenz, bei ¢ = m strahlt die Dipolgruppe tiberhaupt nicht
(destruktive Interferenz) (— Abb.12.7).
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Abbildung 12.6: Guppenstrahler aus parallelen A/2-Dipolen im Abstand A/4 mit 90° Phasenver-
schiebung der Erregung.

Abbildung 12.7: Richtdiagramm der beiden Dipole in Abb.12.6 in der Ebene ¢ = 7 /2.

12.3.1.4 Drahtantennen mit Wanderwellen

Bisher wurden lineare Drahtantennen (z. B. Dipolantennen) betrachtet, auf denen die Strome na-
hezu sinusformig verteilt sind, die also mit iiberwiegend stehenden Wellen angeregt werden. Es
gibt auch Drahtantennen, die ein Strahlungsfeld mit laufenden Wellen erzeugen. Das einfachste
Beispiel ist die sogenannte Langdrahtantenne. Sie besteht aus einem horizontalen Draht, der
zusammen mit der Erdoberfliche eine Doppelleitung bildet. Am Ende wird diese Doppelleitung

g—1
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Abbildung 12.8: Langdrahtantenne.

mit ihrem Wellenwiderstand reflektionsfrei abgeschlossen und am Anfang gespeist, so dafs eine
Welle der Stromverteilung

I(2) = Lye
vom Anfang zum Ende lauft.

Die Hauptanwendung finden Langdrahtantennen heutzutage fiir Kurzwellen. Hier werden sie
in A/2 bis A Hohe tiber dem Erdboden aufgespannt. Die Richtcharakteristik ist in Abb.12.9 dar-
gestellt.
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Abbildung 12.9: Richtcharakteristik einer Langdrahtantenne mit [ = 3\ im freien Raum.

12.3.1.5 V-Antennen

Bei den V-Antennen sind zwei Langdrahtantennen in der Horizontalen unter einem Winkel oo = 29
gegeneinander aufgespannt und im Gegentakt erregt. Die Richtdiagramme der beiden Antennen-
arme iiberlagern sich zu einer Gesamtcharakteristik mit scharfer Biindelung und héherem Gewinn
(— Abb. 12.10). Noch weiter steigern 14t sich die Richtwirkung mit den Rhombusantennen.

Abbildung 12.10: V-Antenne mit Uberlagerung der Einzeldiagramme zu einer Gesamtcharakteri-
stik mit Hauptkeule.

12.4 Das Aquivalenztheorem und die Abstrahlung vom Hohl-
leiter

Bei den linearen Antennen mit Stehwellen und den Drahtantennen mit Wanderwellen sowie bei
den Gruppenstrahlern, die sich mit ihnen bilden lassen, wurden als Strahlungsquellen die Stréme
auf den Leitern angesehen. Dies ist aber nur eine Hilfsvorstellung, um die Berechnung der
Strahlungsfelder zu ermdglichen. Die eigentliche Quelle der Strahlung bilden nicht die Leiter — in
ihnen breitet sich gar keine Energie aus. Die Energie wandert vielmehr im Dielektrikum zwischen
und um den Leiter; nur hier kann ndmlich der Poynting-Vektor berechnet werden.

Alle Drahtantennen stellen lediglich Fiihrungs- und Transformationselemente dar, die die Ener-
gie aus dem Dielektrikum der Speiseleitung (z. B. Koaxialleitung) in das jeweils gewiinschte Strah-
lungsfeld iiberleiten. Die eigentliche Strahlungsquelle ist immer die Offnung der Speiselei-
tung zur Antenne.

Dabei besteht auch die Moglichkeit, direkt mit der Offnung der Speiseleitung ohne Fortsetzung
von Leiterstiben in den Raum als Antenne zu arbeiten. Dazu muR diese Offnung nur eine geeig-
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nete Form haben. Prinzipiell werden die Wellen umso leichter abgestrahlt, je groker die Offnung
ist. Wenn beispielsweise das Ende eines Rechteckhohlleiters hornférmig erweitert wird, so wird
die einfallende Hohlleiterwelle nahezu ohne Reflektion abgestrahlt. Dazu mufs das Horn sich nur
geniigend allméhlich 6ffnen und seine Apertur grofer als einige Wellenléngen sein (— Abb. 12.11).

Abbildung 12.11: Rechteckhornstrahler.

12.4.1 Das Aquivalenztheorem

Zur Berchnung der Abstrahlung von Hohlleitern ist es erforderlich, die Stromverteilung in der
Apertur (Offung des Hohlleiters) zu kennen.

Zur ndherungsweisen Berechnung wird angenommen, dafs es sich dabei um eine offene Leitung
handelt. Da an den Enden einer offenen Leitung das tangentiale magnetische Feld Null ist, wird
der Hohlleiter in der Apertur durch eine Scheibe mit unendlich guter Permeabilitat abgeschlossen.

Analog zum elektrischen Strom j . wird nun ein magnetischer Strom i m eingeflihrt.

Elektrischer Strom Magnetischer Strom
e E=0 i =0
© = _ © _

_ ? -Ic K= . 1 In n=
H; E,

Leitung, die durch eine unendlich gut elektrisch leitende Scheibe (Scheibe unendlich hoher Per-
meabilitdt) abgeschlossen ist.

votH = J, + jweE votE = —J,, — jopd
Bei einem Abschluf mit endlich guter elektrischer Leitfahigkeit (guter Permeabilitéit) entsteht ein
elektrischer Oberflichenstrom magnetischer Oberflichenstrom
je:ﬁlxﬁt imziﬁ/XEt

Eine Scheibe mit unendlich guter Permeabilitdt bewirkt zum einen, daff das magnetische Feld
innerhalb des Hohlleiters dem Feld einer offenen Leitung entspricht, denn in der Apertur existiert
nur ein transversales elektrisches Feld, und zum anderen, daf das Feld aufierhalb Null ist, denn
der Hohlleiter ist komplett abgeschlossen. Bei Vernachlissigung von Reflexion und Randstreuung
hebt die Scheibe das Strahlungsfeld der offenen Leitung gerade auf. Sie erzeugt im Auffenraum ein
betragsmifig gleiches aber entgegengesetzt gerichtetes Feld als das der offenen Leitung. Hieraus
folgt, das Aquivalenztheorem:

Die Abstrahlung von einer offenen Leitung kann aus dem magnetischen Strombelag ei-
ner Scheibe mit unendlich guter Permeabilitdt berechnet werden. Dabei ist der Strom-
belag auf der Scheibe genau gleich aber entgegengesetzt gerichtet zum Strombelag, der
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sich in der Scheibe bei Abschluf der Leitung ergibt. Das Ende der offenen Leitung
kann also durch &quivalente Strome nachgebildet werden.

Da es sich beim Aquivalenztheorem um ein Niherungsverfahren handelt, treten einige Fehler auf:

1. Da keine Reflexion beriicksichtigt wird, liefert das Aquivalenztheorem quantitativ falsche
Ergebnisse.

2. Da keine Randstreuung beriicksichtigt wird, entspricht die berechnete Stromverteilung in
der Apertur nicht der exakten Stromverteilung, so dafs hier auch ein qualitativer Fehler
besteht.

Dieser qualitative Fehler féllt aber nicht ins Gewicht, da in der Regel nur die Richtcharakteristik
und damit nur das Fernfeld interessiert. In einigen Fillen ist das Aquivalenztheorem daher trotz
Vernachlissigung der Randstreuung eine gute Niherung.

12.4.2 Abstrahlung vom Hohlleiter

Wir betrachten die Absgrahlung der H,o1-Welle, die sich im Rechteckhohlleiter in y-Richtung
ausbreitet mit Hilfe des Aquivalenztheorems (— Abb. 12.12).
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Abbildung 12.12: H,o;-Welle im Rechteckhohlleiter mit Ausbreitung in y-Richtung.

Das Vektorpotential lautet

. ™ ;
Ay = (C'sin (—z) etikyy,
a

Fiir das elektrische Feld ergibt sich damit
E, = 0T cos (EZ) eTkvy
a a
E,=E£E, = 0

Der Hohlleiter wird nun bei y = 0 mit y = oo abgeschlossen. Damit ergibt sich fiir den magneti-
schen Oberflichenstrom

l

—&, x E, firy=20

T TN L
= —Q—cos(—z)ez
a a

I~
|

i
= —FE,cos (—z) €,
a
und den magnetischen Strom

aL,, = J,,,dx = —E, cos (§Z> dz
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Nach Berechnung des Fernfeldes, auf die hier verzichtet wird, ergibt sich

|E; |ab

E
£ A

max | -

Das Maximum tritt bei ¥ = ¢ = /2 auf. Das Strahlungsdiagramm ist somit von der Wellenlange
abhéngig. Fiir das vertikale Richtdiagramm (y-z-Ebene) ergibt sich:

Z
4
- U
A=2a 0’5__/‘\ ,
|E,| _ cos(Feosd) 0 U'_>y
|Bmazl 1 —cos?d S
05+
A=a 0.5
AL Bl T 1
|E,| _ cos(mcosd) 0
|Epazl 1 —4cos?d sind ¥
' 0,54
A= &/2 0’5__ :
1
£,  cos(2mcosd) . 0 6 ;{ =
|Emaz] ~ 1= 16c0s? 9 sind ¥
..0,5...-

Abbildung 12.13: Vertikale Richtdiagramme (y-z-Ebene) fiir verschiedene .

Offensichtlich wird die Biindelung mit abnehmender Wellenlénge, also zunehmender Frequenz,
stirker; jedoch treten Nebenmaxima auf (— Abb.12.13).
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Kapitel 13

Numerische Methoden zur
Berechnung elektromagnetischer

Felder

In der klassischen Feldtheorie wird die direkte analytische Losung der aus den Maxwell-
Gleichungen abgeleiteten Differentialgleichungen, z. B. der Poisson-Gleichung oder der Wellenglei-
chung behandelt. Eine analytische Losung ist jedoch nur fiir stark idealisierte Probleme (z.B.
unendlich langer Rundhohlleiter) oder fiir Modellprobleme moglich. Letztere entstehen nach
starker Vereinfachung aus realistischen Problemen. Thre Losung entfernt sich jedoch mit dem Grad
der Vereinfachung immer weiter von der tatséchlichen Losung.

Deshalb wurden andere Methoden entwickelt, die insbesondere computerorientierte Verfahren
umfassen. Wir kdnnen drei prinzipielle Lésungswege unterscheiden:

1. Analytische Verfahren

- Potentialansatz
- Spiegelungsmethode
- konforme Abbildungen, etc.

2. Semi-analytische Verfahren

- Orthogonalentwicklung

- Momentenmethode, etc.
3. Numerische Verfahren

- Finite-Differenzen-Verfahren
- Finite-Elemente-Verfahren
- Finite Integrationstechnik

- Randelementeverfahren, etc.

Sowohl bei den semi-analytischen als auch bei den numerischen Verfahren gibt es eine Vielzahl
verschiedener Ansiitze. Auch bei den analytischen Losungsansitzen ist hiufig eine numerische
Auswertung notwendig, sobald Werte der Losungsfunktion bestimmt werden sollen (— Tabel-
lenwerke bzw. Rechner). Wir wollen unter einer analytischen Methode eine solche verstehen, die
eine exakte Losung der Maxwell-Gleichungen findet, welche sich explizit angeben 1afst, aber nicht
notwendigerweise direkt auswertbar ist. Analytische Lésungen haben folgende Vorteile:
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Sie sind

- differenzierbar

- evtl. integrierbar

- geeignet fiir Parameterstudien.

Ein unendlich langer Rundhohlleiter ist analytisch l6sbar, aber sobald ein Sprung in diesem Rund-
hohlleiter auftritt (— Abb. 13.1), fithrt der analytische Ansatz auf unendliche Reihen und lineare
Gleichungssysteme unendlich groffer Dimension.

Nach Begrenzung auf eine endliche, aber in der Regel grofse Dimension kénnen die Gleichungssy-
steme naherungsweise numerisch gelost werden (beachte die zweifache Naherung!). Fiir bestimmte
Problemklassen lassen sich so sehr genaue Losungen bestimmen, wobei die Programme sich je auf
bestimmte Problemtypen beschrinken, bei denen die gegebene Anordnung sich auf wenige Teilpro-
bleme einfacher Geometrie (z. B. Rundhohlleiter) reduzieren lassen (— weitere Niherung!). Dies
sind semi-analytische Losungen. Die (rein) numerischen Verfahren stellen in ihrem Ansatz
keine speziellen Anforderungen an die Geometrie der Anordnungen. Die zugehorigen Programme
zeichnen sich durch ihre allgemeine Anwendbarkeit aus.

Wie viele andere numerische Methoden gehen die Finiten-Differenzen-Verfahren (FD) von
Differentialgleichungen aus (z.B. der Poisson-Gleichung) und ersetzen dann die Differentialform
durch Differenzenquotienten, die nur an endlich vielen Stellen des Problemgebiets ausgewertet
werden.

Die Finite-Elemente-Methoden (FEM) wurden urspriinglich fiir den Flugzeugbau ent-
wickelt, wobei ein Bauteil gedanklich durch ein idealisiertes Modell aus finiten Elementen ersetzt
wird, d. h. aus einfachen Bauelementen (Staben, Tetraedern,...), deren elastisches Verhalten ma-
thematisch formulierbar ist. Im allgemeinen wird die gesuchte Funktion durch Uberlagerung von
Basisfunktionen dargestellt, die jeweils nur auf einem Element von Null verschieden sind.

Die Finite-Integrationstechnik (FIT) zerlegt den Raum in endlich viele finite Volumen,
auf die z. B. die erste Maxwell-Gleichung in Integralform iibertragen wird. In Analogie zur Ver-
kopplung (iiber ihren physikalischen Inhalt) der Maxwellschen Gleichung wird versetzt zur ersten
Zerlegung eine zweite Zerlegung in finite Volumen vorgenommen, auf die dann die zweite Max-
wellsche Gleichung iibertragen wird.

Bei der Randelementemethode (Boundary Element Method, BEM) wird die Losung des
urspriinglichen Problems auf die Losung eines Problems auf den Rand des Gbietes zuriickgefiihrt,
d.h. es ergibt sich eine Reduktion der Dimension des zu diskretisierenden Gebietes (Querschnitt
—> Kontur ; Volumen —> Oberfliche), welches in Elemente zerlegt wird.

Fiir realistische Probleme fiihren diese Ansétze dann auf sehr grofse Matrizengleichungen, aus
deren Losungsvektoren die gesuchten Feldwerte an den zuvor definierten Stellen des Rechenge-
bietes abgeleitet werden kénnen. Der Vorteil der Allgemeinheit der numerischen Methoden wird
durch den Nachteil des Rechenaufwands zur Losung der Matrizengleichungen ,erkauft”. Mit der
Fortentwicklung der Computer fillt dieser Nachteil aber erst bei sehr komplizierten Anordnungen
oder ganz speziellen Problemstellungen ins Gewicht.

Ausgangspunkt einer Diskretisierung mit einer der oben genannten numerischen Methoden kon-
nen die unterschiedlichsten analytischen Formulierungen sein, die uns bereits aus der Feldtheorie
bekannt sind. Als wichtigste Ansiitze sind folgende zu nennen:

| ’

Abbildung 13.1: Sprung in einem Rundhohlleiter.
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1. Maxwell-Gleichungen in Integralform
2. Maxwell-Gleichungen in Differentialform

—

3. Wellengleichung (V? + k?) 0

4. Poisson-Gleichung Ay = fg

5. Potentialansitze mit Vektorpotential A und Skalarpotential ©

zu 1: %Edé’ = —i//édff
dt
oV
. oD - .
H-ds = = - dA
i = [[ (%)
ov
ﬂﬁ.d,@ . ///ng
\%

)%
#é-d/f =0
)%
zu 2: rotE = fa—B
ot
. oD -
tH = —+J
IO ot +
divD = 0
divB = 0

13.1 Das finite Differenzenverfahren

Die Methode der finiten Differenzen geht von der Differentialform der Maxwellschen Gleichungen
aus (siehe Punkt 2 der obigen Aufzihlung) und ersetzt die rdumlichen und zeitlichen Ableitungen
durch Differenzenquotienten. Zu diesem Zweck wird ein Gitter iiber das Losungsgebiet gelegt, das
dann eine Reihe von ,Stiitzstellen“definiert.

13.1.1 Differenzenquotienten fiir skalare Felder
13.1.1.1 Skalarfunktionen einer Unbekannten

Um das Prinzip klarzumachen, betrachten wir das Beispiel einer skalaren Losungsfunktion f(x).
Statt der Bestimmung der Funktion f(z) werden im Finiten-Differenzen-Verfahren Niherungen
f(z;) an endlich vielen Stellen x; berechnet.

Das einfachste eindimensionale Gitter hat eine gleichméfiige Schrittweite (— Abb.13.2):

T =1-Ax ,0=0,1,2,..., 1 —1

An der Stelle x; (0 <i < T —1, fest) wird die Funktion f(z) jeweils nach rechts und links in eine
Taylorreihe entwickelt. Damit ergibt sich:

flait An) = @)+ Arf (e + B (e + o)) (13.1)
foi—Ax) = fla) - Axf () + B ) 1+ oAy (13.2)

2
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f(X) a

v

Xi-Ax X X; +AX X
Abbildung 13.2: Eindimensionales Gitter.
Durch Differenzbildung dieser beiden Gleichungen erhalten wir:

flai+ Az) = f(z; — Az) = 28z f'(2;) + O((Ax)?) (13.3)

Nach Auflésen nach f/(x;) ergibt sich:

iy = LR T@E D) o (aay?) (13.4)

Dies ist ein Differenzenquotient, der die Ableitung an der Stelle z; bis auf einen Fehler der
Ordnung zwei O((Az)?) annihert.
Die Addition der Gleichungen (13.1) und (13.2) liefert

flai+ Ax) + flzi — Az) = 2f (2;) + Az® f"(2:) + O((Az)?) (13.5)

und das Auflésen nach f”(x;) filhrt zu

() = flx; + Ax) — ?i(j)zg + f(x; — Ax) +O(Ax) (13.6)

Dieser Differenzenquotient liefert eine Ndherung erster Ordnung fiir die zweite Ableitung der
Funktion f(x).

Die Entwicklung zu héheren Termen liefert bessere Niherungsformeln, die dann entsprechend
die gesuchte Ableitung durch mehr als zwei oder drei Stiitzstellenwerte darstellen.

Die Gleichung (13.4) stellt einen Zwei-Punkte-Differenzenquotienten dar, (13.6) einen Drei-
Punkte-Differenzenquotienten.

Analog werden bei der FD-Methode partielle Differenzialgleichungen in eine diskrete Form
gebracht, die dann nur noch eine Ndherung darstellt.

13.1.1.2 Skalarfunktion von zwei Unbekannten

Wir betrachten ein ebenes Feldproblem der Statik oder quasistationérer Felder, d. h. wir gehen von
der Potentialgleichung aus. Die Potentialfunktion lautet dann

¢ =p(z,y) (13.7)
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Nach der Berechnung von ¢ kann das elektrische Feld geméfs dem Potentialansatz E = —grady
bestimmt werden:

oL dy
_9¥ E =_-t 13.
or '’ Y Oy (13.8)

Unter der Annahme, daff das Potential im Punkt Py(zo,y0) den Wert ¢ annimmt, kdénnen wir
das Potential ¢ in einer Umgebung von P, in eine Taylorreihe entwickeln (— Abb. 13.3).

Ya

E, =

Xo X

Abbildung 13.3: Entwicklung der Umgebung von P, in eine Taylorreihe.

Bevor wir die Differenzengleichungen angeben, fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:

¢u(T0,90) = —o— - wleow) =
ox 20,90 6y T0,Y0
O*¢(z,y) Pola,y)
Paz(T0,y0) = T |, + enlmow) = G
_ 99y ~ 5 pl@y)
Oay(T0,Y0) = oy oz - ) Oyz(T0,%0) = or  dy 0.1

wobei
Pay(0,Y0) = Py (T0,Yo)-
Fiir einen Punkt P(x,y) in der Umgebung von Py(xg, yo) liefert die Taylorentwicklung:

o(x,y) = @o+roe+ypy
1
+5 (2% Paz + TYPay + Y2 Pyy)
+... (13.9)

Nun ist es ja so, daft wir das FD-Verfahren ja gerade erst zur Berechnung der Potentialwerte an
endlich vielen Punkten P;(x;,y;),4 = 0,1,...,I —1;5 = 0,1,...,J — 1 eines zweidimensionalen
Gitters einsetzen wollen (— Abb. 13.4). Dazu betrachten wir einen Ausschnitt aus einem solchen
Gitter (— Abb. 13.5). Wir nehmen an, daf uns die Potentialwerte in den vier Punkten P;(zo +
h,y0), Pa(zo,y0 + h), Ps(xo — h,yo) und Py(zo,yo — h) bekannt seien, d.h. Az = Ay = h, und
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Py, ay

AX

Abbildung 13.4: Berechnung der Potentialwerte an endlich vielen Punkten eines zweidimensionalen
Gitters.

Abbildung 13.5: Ausschnitt eines zweidimensionalen Gitters.

wollen nun mit Hilfe von (13.9) das Potential ¢ im Punkt Py(xo,yo) bestimmen. Die Taylorreihe
(13.9) liefert folgendes fiir die einzelnen Punkte:

: 1
in Pygiltt o1 = @0t hps+ 09y + 5 (PP + 040
: . 1
in Py gilt: 2 = §00+0'§01~+h§0y+§(0+0+h2g@yy

1
in Py gilt: 3 = @0 hps+0-¢y+ 5 (PP + 040

)
)
)
)

1

in Py gilt: V4
Die Addition dieser vier Gleichungen liefert

@1+ 92 + @3+ 00 = 4o + h2 (Paa + Pyy)-
——
Ay
Unter der Voraussetzung von Quellenfreiheit gilt die Laplacesche Differentialgleichung: Ay = 0;

d. h. wir lassen keine Raumladungen in dem zu berechnenden Feldbereich zu. Daher kann das
im Punkt Py(zo,yo) zu bestimmende Potential berechnet werden zu:

(13.10)

4
prtprtestes 1
Yo = 1 fz;%‘
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Diese Differenzengleichung wird hiufig auch als Vierpunkteformel bezeichnet.

Gleichung (13.9) ist nur bis auf einen Fehler zweiter Ordnung genau. Wir wollen nun das
Taylorglied mit Ableitungen dritter Ordnung betrachten: Am Ort P(z,y) liefert es den Ausdruck

1
3 (AxBSD;c;c;c + 3AZ%AY Pruy + BATAY pryy + Ay3<pyyy) (13.11)

Fiir die Viereckformel, ebenso wie fiir die hier nicht gezeigte Diagonalformel, zeigt sich durch
Einsetzen, daf sich die von Null verschiedenen Summanden gegenseitig aufheben und dieser Beitrag
somit zu Null wird. Daher erfiillen Viereck- und Diagonalformel die Taylorreihe bis einschlieflich
der dritten Ordnung.

13.1.2 Differenzenquotienten fiir vektorielle Felder

Ein wesentliches Problem bei der Diskretisierung der Maxwell-Gleichungen fiir zeitabhéngige Pro-
bleme liegt darin, daf vektorielle Feldgrofen auftreten: E(7,¢), D(7,t), H(7,t), ....

Zur Verdeutlichung der entstehenden Problematik sei ein zweidimensionales Gitter betrachtet
(— Abb.13.6): Wenn wir in Analogie zur Vorgehensweise bei den skalaren Potentialen einfach

(i)

Abbildung 13.6: Zweidimensionales Gitter.

an jedem Punkt des Gitters jeweils die drei Komponenten einer Vektorgrofse bestimmen, entsteht
ein Problem, sobald wir inhomogene Gebiete zulassen. Gerade dies wollen wir aber, denn die
numerischen Verfahren zeichnen sich ja eben durch ihre Allgemeinheit aus: Wir wollen in jeder
Zelle des Gitters verschiedene Materialeigenschaften zulassen, so daf nur innerhalb einer Zelle die
Materialbelegung als homogen anzunehmen ist. Eine solche Verteilung erlaubt dann analog zur
Diskretisierung der Losungsfunktion eine Diskretisierung der gegebenen Materialverteilung.

Nehmen wir an, die Komponenten des elektrischen Feldes wiirden an den Punkten des Gitters
berechnet (— Abb.13.7). Da das tangentiale elektrische Feld an Oberflichen stetig ist, ist auch
E, an der Stelle 1 wohldefiniert. Die Normalkomponente E, von E ist jedoch unstetig und kann
somit an der Stelle 1 nicht berechnet werden. An einer Ecke, wie Punkt 2, sind sogar weder E,
noch E, definiert!

Die naheliegende Vermutung, daf es sich nur um einen kleinen Fehler handelt und daf dieser
Fehler mit kleiner werdender Schrittweite immer geringer wird, ist falsch. Neuere Untersuchungen
haben gezeigt, daft Fehler bis zu 50% entstehen, die sich auf das gesamte Losungsgebiet auswirken
und somit weder klein noch lokal sind.

Ein scheinbar einfacher Ausweg wire, die Komponenten jeweils in der Mitte einer Zelle zu
berechnen. Bei dieser Anordnung treten zwar keine Stetigkeitsprobleme auf, aber es ergibt ein
schlechtes Konvergenzverhalten, was hier nicht im einzelnen bewiesen werden soll.
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Abbildung 13.7: Berechnung der Feldkomponenten an den Punkten des Gitters.

13.2 Die Methode der Finiten Integration (FIT)

Die im folgenden Anhang ! vorgestellte Methode geht zur Diskretisierung der Felder von den
Maxwell-Gleichungen in Integralform aus und ordnet die einzelnen Feldkomponenten in spezieller
Weise auf einem Gitterduplett an. Die Finite Integrationstechnik erreicht eine Berticksichtigung
der Stetigkeitsbedingungen ohne Konvergenzverlust sowohl fiir E und D als auch fiir H und B.

Laus: U.van Rienen: Lineare Gleichngssysteme in der numerischen Feldberechnung,
Habilitationsschrift, Technische Hochschule Darmstadt, 1996



Anhang A

Die Telegraphengleichung

Die Wellengleichungen (6.11) und (6.12) mit deren Losungen wir uns bisher beschéftigt haben,
gehoren zum dispersionsfreien Fall. Nun wollen wir ein besonders wichtiges Beispiel zum Disper-
sionsfall betrachten — die Telegraphengleichung. Die Telegraphengleichung spielt im Rahmen
der Leitungstheorie eine zentrale Rolle; sie tritt dort an die Stelle der Wellengleichung.

Die Leitungstheorie stellt die auf elektrischen Leitungen auftretenden Erscheinungen dar. Eine
elektrische Leitung ist ganz allgemein als eine Einrichtung zur Ubertragung elektrischer Ener-
gie oder elektrischer Signale mittels draht- oder rohrférmiger gut leitender Medien definiert. Ein
Beispiel ist das Koaxialkabel (— Abb. A.1).

In der Leitungstheorie werden die sogenannten Leitungsgleichungen unter verschiedenen
Randbedingungen gel6st. Diese Gleichungen beschreiben die Fortpflanzung elektrischer Signale
auf ,langen“Leitungen, wie nachrichtentechnische Leitungen oder Starkstromleitungen, bei denen
Strom und Spannung orts- und zeitabhingig sind. Zur Herleitung der Leitungsgleichung wird die
Darstellung mit einem Leitungsersatzschaltbild verwendet. Dieses ist ein Schaltbild eines Lei-
tungselementes einer homogenen, verlustbehafteten Leitung, das ersatzweise die gesamte Leitung,
iber deren Linge die Leitungskonstanten R, L, C' und G kontinuierlich verteilt sind, repré-
sentiert. Dabei ist L die Induktivitit der Leitung, R ihr Widerstand, C' die Kapazitit und G der
Leitwert der Leitung.

Fir das Beipiel des Koaxialkabels entspricht dieser Vierpol einem Léngenelement dz
(— Abb. A.2). Die gestrichenen Grofen beziehen sich jeweils auf eine Langeneinheit.

Unter Verwendung eines Leitungsersatzschaltbildes eines Leitungselements dz ergibt sich durch
Anwendung der Kirchhoffschen Regeln schlieflich die Telegraphengleichung. Sie entsteht aus dem
folgenden System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir den Strom I und der Spannung

Abbildung A.1: Das Koaxialkabel.



214 Die Telegraphengleichung

0l

I(z) | (z) + g7 dz

i l A — 1
— L'dz = R'dz
ou
U@ |led =c dz f i U(2) + 7 dz

! T 7 L dZ 7 R dZ !

I(Z) () + & dz

Abbildung A.2: Das Leitungsersatzschaltbild eines Koaxialkabels.

U als Funktionen von z und ¢. Aus Abb. A.2 erhalten wir fiir dz — 0

U ol
' ALl Al

GU+ 0%+ o 0 (A1)
oI U

L'— T+ — = 0. A2
5 H RIS 0 (A.2)

Die Differentiation von (A.1) nach z liefert

ou 0*U 01
/ _— =
G2+ C g g =0
Das Einsetzen von 0U/Jz aus Gleichung (A.2) ergibt

ol 0 ol 0?1
G/ (—L/E —R/I) +C/E ( L/E —R/ ) 822 - O

Nach dem Umordnen erhalten wir dann

62[ /62 ! ! 2] all A
.3
22_1,0 t2+(RO +L'G") t+RGl (A.3)

Analog wird (A.2) nach z differenziert und dann 9I/9z aus Gleichung (A.1) eingesetzt, woraus

2 7 2 / ! I ! / !
E : ot A4
= =L'C=— iz +(RC'"+L'G) ﬁJrRGU (A4)

folgt. Der Strom I(z,t) und die Spannung U (z, t) geniigen also derselben Gleichung, der sogenann-
ten Telegraphengleichung, die formal fiir eine Funktion f(z,t) die Form

*f 82f of
w = 8t2 + as—— ot +asf (A5)

hat. Im einfachsten Fall ist die Leitung verlustfrei, d. h. wir haben G’ = R’ = 0 und erhalten

02U 82
0’1 %1

- — / I_
om = U055 (A.7)
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Es lafit sich dann
L'C =ep (A.8)

zeigen. Auf den allgemeinen Beweis wird hier verzichtet.
Fiir unser Beispiel des Koaxialkabels kénnen wir (A.8) mit der fiir Zylinderkondensatoren
giltigen Gleichung
= @ = 2me

B |U| lnr—a

T

Cl

und der fiir die Koaxialkabel giiltigen Gleichung

L=ty
2T

verifizieren. Hier handelt es sich um den dispersionsfreien Fall. Mit dem Ansatz
Uz, t) = Uye?@t=F=2) (A.9)

ergibt sich aus (A.6)
—k? 4+ epw? =0,

die iibliche Dispersionsbeziehung fiir rein transversale Wellen in mehrfach zusammenhingeneden
Hohlleitern, fiir die das Koaxialkabel ein Beispiel ist. Ebene Wellen sind ein Spezialfall der rein
transversalen Wellen. Fiir TEM-Wellen ist £, = H, = 0; sie sind also beziiglich E und H
transversal. (Spéter werden wir noch TE-Wellen mit E, = 0, H, # 0 und TM-Wellen mit E, # 0,
H, = 0 kennenlernen.)

Der Strom I erzeugt das Magnetfeld, die Spannung U das elektrische Feld zwischen Innen-
und Aufenleiter. Im Koaxialkabel ist das Magnetfeld rein azimutal und das elektrische Feld rein
radial.

Dispersionsfall: Fiir den Spezialfall G’/C’ = R'/L’ kann man zeigen, daf die Telegraphen-
gleichung zwar keine absolut verzerrungsfreien Wellenldsungen, aber ,relativ‘verzerrungsfreie Wel-
lenlésungen der Form

R'C'+ L'G’
f=e 2'C" F(z % ot)

mit willkiirlichem F' nach beiden Richtungen der Leitungen hat. Auf diesem Resultat beruht es,
daf bei geeigneten Dimensionierungen von Kapazitit und Induktivitéit eines Kabels Signale zwar
zeitlich geddmpft, aber in proportional unverzerrter Form tibermittelt werden kénnen (Kabeltele-
graphie).
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Anhang B

Finite Integrations Technik

In diesem Abschnitt wird die zur Losung der Maxwellschen Gleichungen verwendete Diskretisie-
rungsmethode beschrieben. Sie stellt eine mit den Maxwellschen Gleichungen konsistente Diskre-
tisierung dar, d.h. die von ihr gelieferten diskreten Losungen geben die analytischen Eigenschaften
der kontinuierlichen Losung wieder. Soll die Finite-Integrations-Technik einer Gruppe numerischer
Verfahren zugeordnet werden, so ist sie am ehesten den Finite Volumen Methoden einzugliedern.

B.1 FIT-Diskretisierung der Maxwellschen Gleichungen

Die Finite-Integrations-Technik [18], [21], [22] (kurz FIT) wurde speziell zur Losung der Max-
wellschen Gleichungen entwickelt. Die Zielsetzung bei der Entwicklung der Methode war es, das
gesamte System der Maxwellschen Gleichungen in mdglichst weitreichender Allgemeinheit nu-
merisch 16sen zu konnen. Die Finite-Integrations-Technik liefert eine eindeutige Umsetzung der
Maxwellschen Gleichungen in Integralform

j{ E.ds = 5_B.dg
oA

S ot
nd aﬁ = —
H-d /—+J~dA.
?gm A(at )
7{ B.di
oV

/p-dV
1%

}{ B.dAi = o0
oV

auf ein Gitterraumduplett (G, G). Die FDTD-Methode von Yee [26] (1966) mit dem sog. “leap
frog™-Schema ist ein Vorldufer der Finite-Integrations-Technik . FDTD steht fiir Finite Difference
Time Domain. Es handelt sich um ein Finite Differenzen Verfahren zur Losung der Maxwellschen
Gleichungen im Zeitbereich. Das Besondere an Yee’s Methode lag darin, dafs sie die Maxwellschen
Gleichungen fiir beide elektromagnetischen Felder (und nicht nur fiir das elektrische Feld) 16ste und
die elektrischen und magnetischen Feldkomponenten auf zwei zueinander versetzten rdumlichen
Gittern anordnete. Weiland [18] verallgemeinerte 1977 die FDTD-Methode zu einer allgemeinen
numerischen Lésungsmethode fiir die gesamte Elektrodynamik. Die Finite-Integrations-Technik
ist allerdings nicht auf die Elektrodynamik beschrinkt, sondern auch auf anderen Gebieten ein
geeignetes numerisches Verfahren. So wurde die Finite-Integrations-Technik in jiingster Zeit in der
Akustik [25], der Elastodynamik [6] und der Temperaturberechnung [16], [11] angewendet.

Bei der Finite-Integrations-Technik werden lediglich einige bei der numerischen Losung der
Maxwellschen Gleichungen iibliche Idealisierungen bzgl. der Materialien vorgenommen: Die Ma-
terialien der untersuchten Objekte miissen insoweit stickweise linear, homogen und isotrop sein,

&y
I
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als die Teilgebiete mit konstantem (e, u, k) mindestens so grof wie die verwendeten Elementarvo-
lumina sind.

B.1.1 Das FIT-Gitter

Die Diskretisierung der Maxwellschen Gleichungen, d.h. die Feldberechnung an endlich vielen dis-
kreten Punkten, erfordert als erstes eine Zerlegung des Losungsraums in Gitterzellen. Dazu werde
zunichst ein endliches Volumen €2, das Rechengebiet, definiert. Nun werde 2 mit einem Gitter G
belegt. Als Beispiel kann ein einfaches kartesisches Koordinatengitter betrachtet werden. Es mufs
an dieser Stelle aber ausdriicklich betont werden, daf ein FIT-Gitter G deutlich allgemeiner defi-
niert ist und seine Definition auch Nicht-Koordinatengitter sowie nicht-orthogonale Gitter umfaft.
An diesem einfachen Gitter soll die Aufstellung der Gitter-Maxwell-Gleichungen erklirt werden:
Grid

g b b: Magnetic Flux
A e e Electric Voltage
A

FIT-Cell

Abbildung B.1: Einfaches Beispiel fiir ein FIT-Gitter und seine elementaren Bestandteile. Graphik:
Thoma

Das Gitter setzt sich aus sog. Elementarvolumen V; oder auch FIT-Zellen zusammen. Jede FIT-
Zelle ist mit homogenem Material gefiillt. Der gemeinsame Durchschnitt zweier Elementarvolumina
bildet eine Elementarfliche A;. Der gemeinsame Durchschnitt zweier Elementarflichen wiederum
bildet eine Elementarstrecke L;, auf denen die zu berechnenden Zustandsgrofen allokiert, d.h.
angeordnet, werden. Definition B.1.1 liefert die formale Beschreibung der FIT-Gitter:

Definition B.1.1 Ein FIT-Gitter G ist folgendermafen definiert:
- G € R? (R?), einfach zusammenhingend
-G=UVi, Vi #{}h Elementarvolumina V = {V1,..,V,, }
- Elementarflichen A = {A4,..., A, } mit {A;} =NV;
- Elementarstrecken L = {Ly, ..., Ly, } mit {L;} := () 4;
- Punkte P ={P1,..., P} mit {P;}:=L;

Im néchsten Schritt sollen die Maxwellschen Gleichungen auf das FIT-Gitter G iibertragen
werden. Zunéchst werde die erste Maxwellsche Gleichung , das Induktionsgesetz, betrachtet:

f{ E.ds = —/ 9B i
0A a Ot

Als einfachster moglicher Fall werde ein Elementarvolumen V; betrachtet, wie es in Bild B.2 gezeigt
ist. Die linke Seite der Gleichung wird folgendermafen behandelt: Es wird das Fléchenintegral iiber
eine Elementarfliche A; betrachtet und die elektrische Spannung entlang der Elementarstrecke L;
als Zustandsgrofie auf dem Gitter G eingefiihrt:

Definition B.1.2 Jeder Elementarstrecke L; ist die elektrische (Gitter-)Spannung e; als Zustands-

grifie zugeordnet:
L.

K3
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Damit reduziert sich das Umlaufintegral fa A E - d3 auf die Differenz
e; +e; —ep—ey.
Die Anordnung der Zustandsgrofen erfolgt also auf ganz natiirliche Weise.

by

B

R -
e i i} =T
ot E{‘/ 1y /T{‘ )
Al

&

Abbildung B.2: Elementarvolumen eines kartesischen FIT-Gitters G mit darauf angeordneten Zu-

standsgrofen der elektrischen Gitterspannung (links) und des magnetischen Gitterflufes (rechts).
Graphik: Thoma

Es reicht aus, die Integration iiber eine Elementarfliche zu betrachten. Angenommen die In-
tegrationsfliche A hétte die in Bild B.3 gezeigte Gestalt. Offensichtlich kann dann das Gesamtin-
tegral als Summe von Teilintegralen iiber je einer Elementarfliche A; dargestellt werden, da sich
die Anteile direkt benachbarter Zellen gegenseitig aufheben.

C
Y< ﬁ Wk+1 3
i Cy ch Cp
ST - V
Vi Cs Vi+1

Abbildung B.3: Anordnung der elektrischen Gitterspannungen auf einer Integrationsflache, die sich
aus mehreren Elementarflichen zusammensetzt. Zeichnung: Weiland [23]

Bei der rechten Seite des Induktionsgesetzes muf das Flichenintegral

9 [ - -
—— | B-dA
i,

in geeigneter Weise auf das Gitter G iibertragen werden. Als Integrationsfliche ist bereits die
Elementarfliche A; gewahlt. Damit ist auch die Richtung von dA gegeben. Entsprechend wird der
magnetischen FluRdichte nun ebenfalls eine Zustandsgrofe auf G zugeordnet (vgl. Bild B.2):

Definition B.1.3 Jeder Elementarfiiche A; ist der magnetische Fluf b; normal zur Gitterfliche
A; als Zustandsgrifie zugeordnet:
b= [ Bedd
A.

i

Damit kann das Induktionsgesetz in diskreter Form angegeben werden:

0
e t+ej—ep—e = fabi.
Die Zustandsgrofen e, und b;, i=1, ..., N, konnen nach geeigneter Numerierung des Gitters in

Vektoren e und b und die Vorfaktoren {—1,1} in einer der Topologie des Gitters geméfien Matrix
der Dimension 3N x 3N, die mit C bezeichnet werden soll, abgespeichert werden:

c=(1 .1 . -1 .. -1
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C ist eine Blockmatrix mit Blocken +F,, +P,, £ P, sowie 0:

0 -P. P,
C = Pz 0 _Pl )
P, P, 0

wobei z,y,z die drei Koordinatenrichtungen angeben. Die Blocke P, Py, P, haben jeweils die
Werte -1 auf der Hauptdiagonalen und +1 auf einer Nebendiagonalen mit einem der Numerierung
entsprechenden Abstand von der Hauptdiagonalen. Auf dual-orthogonalen FIT-Gittern (G L G,
s. Definition B.1.4) gelten folgende Entsprechungen fiir die Blockmatrizen Py, Py, P,:

0 0 0
~ — P ~_— P ~_—.
VT oy’ Ox

Weitere Details konnen [23] entnommen werden. Damit liegt die diskrete Form des Induktionsge-
setzes vor:
0

= ——b.
Ce 9

Als néchstes werde die vierte Maxwellsche Gleichung

f B-dA =0
oV

auf das Gitter G ibertragen. Das Gesamtintegral 1at sich wiederum auf die Summe von Teilin-
tegralen reduzieren. Das Oberflachenintegral wird also iiber ein Elementarvolumen V; ausgefiihrt
und es werden wieder die magnetischen Fliifse b; verwendet. Bild B.2 zeigt ihre Anordnung auf V;.
Direkt ergibt sich die Differenzengleichung

bi+bj+bk*blfbmfbn:0.

Unter Verwendung des Vektors b und Einfiihrung einer Matrix S der Dimension N x 3N, die
wiederum die Vorfaktoren {—1,1} in einer der Topologie des Gitters geméfen Weise enthlt,
resultiert:

Se=| .1 .1 .1 . -1 . -1 . -1 .. |=(FlP|P)

so daf die diskrete Form der vierten Maxwellsche Gleichung vorliegt:
Sb=0.

Nun fehlt noch die Ubertragung der zweiten und dritten Maxwellschen Gleichung. Da dies
vollig analog geschehen soll, wird ein zweites, sog. duales Gitter G eingefiihrt, das im vorliegenden
kartesischen Beispiel gerade wie das Gitter G ist, nur um eine halbe Zellinge verschoben. Auch
das duale FIT-Gitter ist deutlich allgemeiner definiert als das Beispiel vermuten 1&fst.

Definition B.1.4 Das zusitzliche Gitter wird als duales Gitter G bezeichnet. Das duale Gitter G
wird formal durch

- G ist definiert wie G mit V, A, L, P
- VV; 3P, mit P, € V;, VV; 3P; mit P, € V;

beschrieben. Bei einem dual-orthogonalen FIT-Gitter gilt L L A sowie L L A.

In volliger Analogie zu e und b werden nun die Zustandsgrofen h und d eingefiihrt:
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dual Grid

Grid

d: Electric Flux
h: Magnetic Voltage

dual FIT-Cell

Abbildung B.4: Elementarvolumen eines dualen Gitters G zum kartesischen FIT-Gitter G sowie
darauf angeordnete Zustandsgréfen der magnetischen Gitterspannung und des elektrischen Git-
terflufses. Graphik: Thoma

Definition B.1.5 Jeder dualen Elementarstrecke L; ist die magnetische Spannung h; als Zu-
standsgrifie zugeordnet:
hi = / H - ds.
L

Jeder dualen Elementarfliche A; ist der elektrische Fluf d; normal zur dualen Gitterfliche A;
als Zustandsgrifle zugeordnet:
di= [ D-ai
A,

Dariiberhinaus wird jeder dualen Elementarfliche A; der elektrische Gesamtstrom j; normal zur
dualen Gitterfliche A; als Zustandsgrifie zugeordnet:

Jedem dualen Elementarvolumen V; wird die diskrete Ladung ¢; (angeordnet in P; auf G) als Zu-
standsgrifie zugeordnet:
5= | pdv.
v

k3

Analog zu C' und S werden die Vorfaktoren der Zustandsgréfen in topologischen Matrizen C und
S abgespeichert. Damit kann direkt die diskrete Form des Durchflutungsgesetzes

~ 0
h=—d+j
C BN +7

und der dritten Maxwellschen Gleichung angeben werden:
Sd =q.

Ein Sonderfall liegt fiir statische bzw. stationére Probleme vor. In der Elektrostatik und bei statio-
néren Stromungsproblemen l&ft sich das elektrische Feld E als Gradient eines skalaren Potentials
o ausdriicken und in der Elektro-Quasistatik kann der komplexe elektrische Phasor E als Gradient
eines skalaren komplexen Potentials ¢ dargestellt werden. In der Magnetostatik wird analytisch
zwar zuniichst ein Vektorpotential angesetzt, aber wie in Abschnitt B.2.1 gezeigt wird, lift sich
das Problem auch hier auf ein skalares Potentialproblem reduzieren. Der FIT-Ansatz fiir die Sta-
tik und Elektro-Quasistatik greift die naheliegende Idee auf, die Potentiale selbst direkt auf dem
Gitter G anzuordnen, und zwar in den Punkten P; € G. Auf den Elementarstrecken des FIT-
Gitters G ist dann jeweils das elektrische bzw. magnetische Feld angeordnet. Das Integral § E. ds,
beispielsweise, entspricht dann gerade der Differenz der Potentiale an den Gitterpunkten.

Definition B.1.6 Fir den Spezialfall der Statik bzw. Elektro-Quasistatik wird jedem Punkt P; €
G ein reelles bzw. komplezes skalares Potential ®g ;, P bzw. ®; zugeordnet. Sei nun L; die Ele-
mentarstrecke zwischen zwei Punkten P, und P, aus G. Dann ist die L; zugeordnete elektrische Spannung
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in_der Statik bzw. der Elektro-Quasistatik e; bzw. e; gemaf

e =Ppp— Ppq bow. e : =P, — P,

und die magnetische Spannung in der Statik gemdfs

hi =®mp—Pra
definiert.

Bemerkung B.1.1 Das Gitterduplett (G,G) ist
- nicht koordinatengebunden,
- nicht notwendig orthogonal !,
- nicht notwendig regelmdfig.

Bei einem kartesischen Gitter sind die Zustandsgrifen h bzw. d in G genauso angeordnet wie die
von e bzw. b in G. Solche Gitter werden auch als “staggered grid” bezeichnet (Yee). Auf welchem
Gitter dann die erste bzw. zweite Mazwellsche Gleichung diskretisiert wird, ist bei vielen, aber
nicht allen Anwendungsproblemen willkirlich.

B.1.2 Die Gitter-Maxwell-Gleichungen

An dieser Stelle konnen nun die Gitter-Maxwell-Gleichungen zusammenfassend formal definiert
werden. Es sei darauf hingewiesen, dafs bisher noch keinerlei Approximationen vorgenommen wur-
den. Naherungen werden bei der Finite-Integrations-Technik erst bei der Umsetzung der Materi-
algleichungen auf dem Gitterraum notwendig.

Definition B.1.7 Die nachfolgend beschriebene Verfahrensweise zur Diskretisierung der Max-
wellschen Gleichungen wird als Finite-Integrations-Technik (kurz FIT) bezeichnet.

1. Fir das zu untersuchende Lisungsgebiet wird ein FIT-Gitter G gewdhit, dessen Gitterpunkte
geeignet numeriert seien. Es werden folgende Zustandsgréfien eingefiihrt:

e; = fLi E-d5 elektrische (Gitter)-Spannung

bi= [y, B-dA magnetische (Gitter)-Flufs

h; = fL H -ds magnetische (Gitter)-Spannung

d; = fA; D -dA elektrische (Gitter)-Fluf

ji = fA, J-dA elektrischer Gesamtstrom

g = ff/i pdV  diskrete (Gitter)-Ladungen (angeordnet in P; auf G)

2. Das diskrete Analogon zu den Mazwellschen Gleichungen wird aufgestellt:

Senen = 5
ik€k =
- ot

N ad; .
Zcikhk = 8151 + Ji
k

Zsikbk = 0
k
> dadi =
k

IEin Winkel zur Normalen einer Elementarstrecke ist erlaubt, falls sich u bzw. € und & in den angrenzenden
Elementarvolumina nicht unterscheidet.
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3. Die Mazwellschen Gleichungen ergeben dann in exakter Darstellungsweise folgendes System
linearer Gleichungen

Ce = —b
Ch = d+j
Sb = 0

Sd = q

Wegen seiner Konsistenz und Allgemeinheit wird das System als Gitter-Mazwell-Gleichungen
bezeichnet.

4. Die Operatoren C, C, S und S kénnen folgendermafen interpretiert werden:

C, C = Rotation
S.S = Divergenz
—6T —8T = Gradient.

Sie werden daher als diskrete Rotations-, Divergenz- und Gradientenoperatoren bezeichnet.

Bemerkung B.1.2 Die Schreibweise mit Zustandsgrifien statt Feldkomponenten wurde in der
hier verwendeten bzw. einer analogen Form erstmals in [19] eingefihrt und in [{] bzw. [7] wie-
der aufgegriffen; vgl. auch [3]. Diese Schreibweise spart Koeffizienten und wirkt etwas eleganter.
Allerdings gehen Aquivalenzen wie z.B. ds = D, bei der Schreibweise aus Definition B.1.7 verlo-
ren. Bei der alternativen Schreibweise sind die Feldkomponenten eigens in Vektoren e, b, h, d, j
zusammengefafst und die Spannungen und Flifle aus Definition B.1.7 ergeben sich durch Multipli-
kation mit Matrizen Dy, Da, D, sowie D4, welche die Mage der Elementarstrecken und -flichen
der FIT-Gitter G und G enthalten: e = Dse, b=Dyb, h = Ds h, d = DA d und j = ﬁA
j. In dieser Schreibweise wird die Aquivalenz zu den Mazwellschen Gleichungen in Integralform
deutlicher:

CDse = —Dyub
CDsh = Du(d+j)
SDasb = 0

SDud = ¢

Im weiteren wird die ausschlieflich die Schreibweise aus Definition B.1.7 mit den Zustandsgrofien
verwendet.

Die wichtigsten Eigenschaften der Finite-Integrations-Technik werden im folgenden kurz auf-
gefiihrt. Sie werden an dieser Stelle nicht im einzelnen bewiesen, da dies in der Literatur [18], [20],
[22], [23], [24] und [5] nachgelesen werden kann.

Lemma B.1.1 Aufgrund der Dualitit der Gitter G und G gilt fiir die Rotationsmatrizen

cr=c¢
Die Elemente der Matrizen C,C, S und S nehmen nur die Werte 0, +1 und -1 an. Die Matrizen
besitzen Bandstruktur mit nur wenigen Béndern ungleich Null.

Satz B.1.1 Die Finite-Integrations-Technik stellt ein konsistentes Verfahren erster Ordnung zur
Lisung der Mazwellschen Gleichungen dar.

Bei der Finite-Integrations-Technik gibt die spezielle Anordnung der Feldgrofen in Kombination
mit den gewédhlten Integrationsregeln die in den Maxwellschen Gleichungen auftretenden Integrale
in sehr natiirlicher Weise wieder. Diese Erhaltung der Zusammenhé#nge zwischen den verschiedenen
Integralen in den Maxwellschen Gleichungen gewéhrleistet die Konsistenz. Es kann gezeigt werden
(vgl. [22]), dafs die analytischen Eigenschaften der Losungen der Maxwellschen Gleichungen eine
Entsprechung bei den diskreten Losungen finden.

Insbesondere bleibt die Quellenfreiheit von Wirbelfeldern garantiert [22], denn es gilt:
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Lemma B.1.2 Die Finite-Integrations-Technik erhdlt die vektoranalytischen Beziehungen zwi-
schen den diskreten Operatoren, die rot und div wiedergeben, speziell gilt

divrot =0 = SC =0 bzw. SC = 0.
Dadurch sind die dritte und vierte Mazwellsche Gleichung implizit erfiillt.

Diese Eigenschaft unterscheidet die Finite-Integrations-Technik von einer Vielzahl anderer mogli-
cher Diskretisierungsmethoden fiir die Maxwellschen Gleichungen. Auf Grund dieser Eigenschaft
ergibt sich eine einmalige Uberpriifungsméglichkeit fiir Richtigkeit und Genauigkeit der numeri-
schen Losung.

Bei der Behandlung statischer Felder wird ein Potentialansatz verwendet, d.h. die Felder werden
als Gradient eines Potentials dargestellt. Die Finite-Integrations-Technik erh&lt die analytische
Eigenschaft der Wirbelfreiheit von Gradientenfeldern:

Lemma B.1.3 Die Finite-Integrations- Technik erhdlt die vektoranalytischen Beziehungen zwi-
schen den diskreten Operatoren, die rot und grad wiedergeben, speziell gilt

rot grad =0 = CTST =0 bzw. CST = 0.

Eine weitere analytische Eigenschaft, die auch fiir die mit der Finite-Integrations-Technik berech-
neten elektromagnetischen Felder giiltig bleibt, ist das Prinzip der Energierhaltung:

Lemma B.1.4 Auch im FIT-Gitterraum gilt, daf die gesamte elektromagnetische Energie durch
die Summe der einzelnen Feldenergien gegeben ist

a_WiaWe an—f'Te*
ot ot o
Bei der Berechnung eingeschwungener elektromagnetischer Felder mit harmonischer Zeitabhin-

gigkeit konnen sogenannte "Geistermoden” (vgl. z.B. [10]) bei Benutzung der Finiten Integrations
Technik auf einfache Weise ausgeschlossen werden.

Satz B.1.2 Der Lisungsraum Qg2 des Figenwertproblems fiir zeitharmonische Figenschwingun-
gen (Moden) laft sich als direkte Summe des Raums Q. der gesuchten Moden und des Raums €,
der sog. "Geistermoden” darstellen:

Qg2 =0, & Q,

Diskretisierungsmethoden, die die Quellenfreiheit von Wirbelfeldern, also divrot = 0 , nicht auf
dem Gitterraum erfiillen, kénnen die Unterscheidung zwischen physikalischen Moden und Geister-
moden nicht ohne weiteres vornehmen. Bei solchen Methoden, zu denen auch die Finite Elemente
Methode zihlt, wird haufig auf penalty-Verfahren zuriickgegriffen [10] und der grad div-Term in
der Eigenwertgleichung mit einem penalty-Faktor p gewichtet. Nach mehrmaligem Losen der Glei-
chung mit unterschiedlichen Faktoren p kénnen die gesuchten Eigenldsungen dann daran erkannt
werden, daf sie keine Abhéngigkeit von p aufweisen.

Es sei daraufhingewiesen, daf die sich durch Anwendung der Finite-Integrations-Technik erge-
benden Matrizen auch durch eine geeignet gewihlte Diskretisierungsmethode fiir partielle Differen-
tialgleichungen erhalten werden koénnen [22]. Die hier beschriebene Vorgehensweise zeichnet sich
demgegeniiber jedoch durch eine natiirlich erscheinende Herleitung der geeigneten Diskretisierung
aus.

B.1.3 Approximation der Materialeigenschaften

Bis hierher wurden noch keinerlei Approximationen durchgefiihrt. Diese werden aber bei der Um-
setzung der Materialgleichungen auf dem Gitterraum notwendig. Auf dem FIT-Gitter sind die
folgenden Zustandsgrofen definiert:
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di - fA%D_"de, €; — leEdg
bi = [, B-dA, h; = [; H-ds
ji = JiJ-dA, @ = [y pdV

Die Zustandsgrofen d; und e; sowie b; und h; sind jeweils an den gleichen Stellen angeordnet. Uber
ein Analogon zu den Materialgleichungen sollen sie jeweils in Beziehung zueinander gesetzt werden.
Um ein geeignetes Analogon fiir die Materialgleichungen zu finden, wird jeweils der Gitterflufs in
Bezug zur Gitterspannung gesetzt. Dieses Verhéltnis, also d;/e; und b;/h; sowie j;/e;, wird dann
jeweils approximiert, indem die zugehorigen Materialparameter gemittelt werden. Die gemittelten
Grofen werden dann in den sog. Materialmatrizen D,, Du und D,; zusammengefafit. Damit ergibt
sich folgende Ubertragung der elektromagnetischen Materialgleichungen in den Gitterraum:

D = ¢E — d = D.e
B = ulz_f — b = Duh
jL — kE — 1 = Dge

Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung dieser Approximation sei z.B. auf [23] verwiesen.

B.1.4 Diskretisierung der Integrale

Die Zustandsgrofien sind als Flichen- und Linienintegrale iiber Elementarflichen bzw. Elemen-
tarstrecken definiert. Benotigt wird nun noch ein eindeutiger Zusammenhang zwischen diskreten
Feldgrofien und den Zustandsgrofien. Dazu wird analog zu den Differenzenverfahren zur Diskreti-
sierung einer Differentialgleichung die Idee ausgenutzt, daf ein Integral als Grenzwert definiert ist.
Die einfachste numerische Methode zur Durchfiihrung des Linienintegrals beniitzt eine Stiitzstelle
in der Mitte des Integrationsintervalls:

xo+A A .
/ f(x)de = A f(zo+ 5)+O(A3). (B.1)
zo

Mit einer entsprechend einfachen Integrationsformel wird ein Flichenintegral approximiert:

zo+A  ryo+A A A
/ / f(w,y)dwdy = A - f(zo + 7,90 + ) + O(A"). (B.2)
ZTo Yo

Diese Approximationsformel wird bei der Finite-Integrations-Technik verwendet. Die Feldgréfen
sind auf dem Gitterduplett (G, G) genauso angeordnet wie die Zustandsgrofen. Fiir die summierten
Formeln gilt O(A?) als Abschitzung fiir das Restglied des Linien- und Flichenintegrals.

B.1.5 Spezielle Eigenschaften dual-orthogonaler FIT-Gitter

Fiir dual-orthogonale FIT-Gitter wird schliefslich noch eine weitere vektoranalytische Eigenschaft
elektromagnetischer Felder auf die algebraischen Lisungen iibertragen:

Lemma B.1.5 Auf dual-orthogonalen FIT-Gittern gilt die Stetigkeit von EII und B, an Grenz-
flichen verschiedener Materialien.

Zum Beweis wird eine Gitterbelegung mit e und b betrachtet.

(1) Das elektrische Feld E wird nur durch tangential zu den Elementarvolumina liegenden Kom-
ponenten représentiert. Auch bei der Fiillung der angrenzenden Zellen mit unterschiedlichem
¢ oder & ist die berechnete Feldstérke daher stetig [9].

(ii) Bei aneinandergrenzenden Elementarvolumina mit unterschiedlichem ;1 werden nur die senk-
recht zur Materialoberfliche stehenden Komponenten der magnetischen Flufsdichte berech-
net, so daf Stetigkeit gilt [9].
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Dies verdeutlicht einen wesentlichen Vorteil der Finite-Integrations-Technik gegeniiber anderen
Methoden, bei denen iiblicherweise simtliche Feldkomponenten in einem Punkt angeordnet sind,
und die Stetigkeit der berechneten Feldgréfsen daher nicht garantiert werden kann. Mittlerweile
gibt es auch Varianten der Finite Elemente Methode, die die Feldkomponenten sehr dhnlich zur
Finite-Integrations-Technik anordnen, vgl. z.B. [2], [13].

Fiir die eindeutige Losbarkeit der Maxwellschen Gleichungen und damit der Matrixgleichungen
miissen Randbedingungen an der dufsersten Oberfliche des betrachteten Objekts erfiillt sein. Diese
Randflichen miissen nicht mit dem Rand des Gitters iibereinstimmen.

Bemerkung B.1.3 Die Randbedingungen konnen bei der Aufstellung der Differenzengleichungen
auf einem FIT-Gitter in natirlicher Weise eingebaut werden und sind dann automatisch erfillt.

An einer ideal leitenden Oberfliche mufs die Randbedingung erfiillt werden, daf die Tangential-
komponenten des elektrischen Feldes dort den Wert Null annehmen. Diese Bedingung beinhaltet
auch, daf die Normalkomponenten des magnetischen Feldes auf dieser Oberfliche verschwinden.
Die ideal leitende Oberflache wird im FIT-Gitter durch die Oberflachen einiger Elementarvolumi-
na des FIT-Gitters angendhert. Die Zustandsgrofen e; und b; sind gerade so angeordnet, dafs die
Feldkomponenten von E dort tangential und die von B normal sind. Die Randbedingungen kénnen
somit durch einfaches Nullsetzen der entsprechenden Zustandsgrofien bereits bei der Aufstellung
der Differenzengleichungen einbezogen werden.

Wie bereits erwahnt sind verschiedene Koordinatensysteme und verschiedene Gittertypen zur
Diskretisierung mit der Finite-Integrations-Technik wihlbar. Die Wahl des Koordinatensystems
wird in Anpassung an das zu l6sende Problem mit dem Ziel vorgenommen, eine moglichst gute
Diskretisierung der Materialverteilung zu erhalten. Dies wird selbstversténdlich stark erleichtert,
wenn zumindest ein Teil der Grenzflichen deckungsgleich mit Koordinatenflichen gemacht werden
kann. Aufer dem Koordinatensystem kann weiterhin noch ein geeigneter Gittertyp gewéahlt werden.
Die Bilder B.5 und B.6 zeigen zwei typische Gittertypen.
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Abbildung B.5: Elementarvolumen eines dreidimensionalen Rechteckgitters, mit dualem Gitter G
sowie Materialfiilllung und Anordnung der Komponenten von E und B. Zeichnung: Weiland

Unregelmifige, aber orthogonale FIT-Gitter entsprechen den sog. Box-Schemata bei den Fi-
nite Differenzenverfahren. Das Gitter G entspricht der Primirzerlegung, das duale Gitter G der
Sekundérzerlegung. Das dual-orthogonale FIT-Gitter (G, G‘) mit dem Dreiecksgitter G und dem
dualen Hexagonalgitter G, das durch Wahl der Mittelsenkrechten auf Linien aus G entsteht, heifit
bei den Box-Schemata Vernetzung “vom schwach spitzen Typ” [8].

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, daf der Anwendungsbereich der Finite-In-
tegrations-Technik uneingeschrankt mit dem der Maxwellschen Gleichungen iibereinstimmt. Be-
ziiglich der moglichen Gittertypen und der vielen Anwendungsmoglichkeiten sei hier auf die vor-
handene Literatur verwiesen. Ein besonders hervorzuhebendes Merkmal der Finite-Integrations-
Technik ist ihre Anwendbarkeit auf unregelméfige Gitter. [15], [17] behandeln die Anwendung auf
Dreiecksgitter, [1] auf dreidimensionale dual-nichtorthogonale Gitter. [20] und [22] geben einen
ausfiihrlichen Gesamtiiberblick.

Im folgenden wird die Finite-Integrations-Technik auf einige Problemklassen aus der Feldtheo-
rie angewandt.
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Abbildung B.6: Zweidimensionales Dreiecksgitter und berechnete Felder fiir eine zylindersymme-
trische Struktur (mit Ferrit und Keramik gefiillter Hohlraumresonator). Oben links ist das Drei-
ecksgitter G abgebildet, oben rechts das zugehorige duale Gitter G, unten links das elektrische
Feld E und unten rechts isometrische Linien von H,-r.

B.2 Stationire Felder

B.2.1 Magnetostatik

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen er-
gibt sich im Fall der Magnetostatik folgende Aquivalenz zwischen den kontinuierlichen und den
diskreten Gleichungen:

rotﬁ:fE = C’Dljlb:je
divB=0 — Sb=0

Der Vektorpotentialansatz mufs nicht so wie in Abschnitt ?? beschrieben gew&hlt werden, son-
dern es kann auch anders vorgegangen werden: Im zweidimensional beschreibbaren Fall, also einer
zylindersymmetrischen oder einer longitudinal invarianten Struktur, reicht der Ansatz eines Vek-
torpotentials A= (0,0, A,) mit nur einer Komponente in longitudinaler Richtung aus:

B=rotA <— b=Ca

Folgende kontinuierliche bzw. diskrete Gleichung ist zu 16sen:

-, =

rot (lrot A)=Jg = C’Dljlé’a = Je
W

Die Eigenschaften dieser und der folgenden Systemmatrizen werden in Abschnitt ?? behandelt.

Im dreidimensionalen Fall wird in Anlehnung an den analytischen Losungsansatz fiir Diffe-
rentialgleichungen eine allgemeine homogene Lésung mit einer speziellen inhomogenen Losung
kombiniert. Auf diese Weise kann auch in der Magnetostatik mit einem skalaren Potential gear-
beitet werden. Das magnetische Feld H wird also in einen homogenen und einen inhomogenen Teil
zerlegt:

H:=Hy, + H,.

Diese Losungsanteile miissen die folgenden Gleichungen erfiillen:

rotﬁh = 0

rotﬁi = Jg
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Indem de facto unphysikalische magnetische Ladungen als Hilfsgréfen benutzt werden, ist es mog-
lich, das Gleichungssystem .
div (pgrad ¢) = div (uH;)
mit .
pm = div (pH;)
aufzustellen. Dies kann als eine Divergenzgleichung aufgefaft werden, fiir deren homogenen Teil
ein skalares Potential H, = — grad ¢ benutzt werden kann:

div (ugrad ) = pp,.

Dieser Ausdruck ist formal identisch mit der Problemgleichung der Elektrostatik. Als diskrete
Gittergleichung ergibt sich: o
SDMST(I)M = —Pm

Das resultierende Magnetfeld H ergibt sich dann aus:
ﬁ = ﬁi +ﬁh = ﬁl — grad ®,,.

Dabei ist zu beachten, daf das skalare Potential @ ;s keinerlei physikalische Bedeutung hat, sondern
eine reine Hilfsgrofe darstellt.

Die Randwertprobleme konnen entgegen dem klassischen analytischen Fall eine Kombinati-
on aus vier Typen von Randbedingungen umfassen. Fiir Dirichlet-Randbedingungen, also ¢ =
const. auf dem Rand, wird wegen H = H;, — grad ¢ dann HH 0 gesetzt. Fiir Neumann-
Randbedingungen, also d¢/pn = 0 auf dem Rand, muff H, = 0 gesetzt werden. Die offenen
Randbedingungen sind ausfiihrlich in [3] beschrieben. SchlieRlich ist auch die Wahl einer periodi-
sche Randbedingung mdglich.

B.2.2 Elektrostatik

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen ergibt
sich im Fall der Elektrostatik folgende Aquivalenz zwischen den kontinuierlichen und den diskreten
Gleichungen:

rot E =0 — Ce=0
divﬁ:p = SD.e=q

Wie in (??) wird fiir das stationére elektrische Feld E ein skalares Potential @ angesetzt. Fir
D = eF ergibt sich folgende Umsetzung in Gittergleichungen:

E’:fgradga = e=5Tdg
div(egradp) = —p — SD.ST®, = —

Auch hier kénnen die Randwertprobleme wiederum eine Kombination aus vier Typen von Randbe-
dingungen umfassen. Fiir Dirichlet-Randbedingungen, also ¢ = const. auf dem Rand, wird wegen
0¢/0tan = 0 und E = —grad¢ dann E) = 0 gesetzt. Fiir Neumann-Randbedingungen, also
dp/pn = 0 auf dem Rand, mufl E; = 0 gesetzt werden. Auch in der Elektrostatik ist die Wahl
offener und periodischer Randbedingungen méglich.

B.2.3 Stationdre Stromungsfelder

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen ergibt
sich im Fall der stationdren Stromungsfelder folgende Aquivalenz zwischen den kontinuierlichen
und den diskreten Gleichungen:

rot E =0 <— Ce=0
divkE =0 < SD,ie =0
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Der Potentialansatz fiir das elektrische Feld E ist identisch mit dem der Elektrostatik. Die zu
l6sende kontinuierliche bzw. diskrete Potentialgleichung lautet dann:

divegrade =0 = SD.STdp =0.

Wiederum koénnen die Randwertprobleme eine Kombination aus vier Typen von Randbedingungen
umfassen. Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen sind identisch mit der Elektrostatik und
offene oder periodische Randbedingungen kénnen ebenso benutzt werden.

B.2.4 Stationdre Temperaturfelder

Die resultierenden Gleichungen des elektrostatischen Feldproblems sind formal identisch mit der
Bestimmungsgleichung fiir die stationidre Temperaturverteilung in einem thermischen Prozess, der
von der Warmeleitung bestimmt wird. Solche Fragestellungen treten im Rahmen der theoretischen
Elektrotechnik z.B. im Zusammenhang mit Wandverlusten in Hochfrequenzstrukturen auf. Die
formale Analogie der Differentialgleichungen legt, besonders im Hinblick auf kombinierte Feld-
und Temperaturberechnung, die Verwendung derselben numerische Methode nahe.

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Differentialgleichung fiir sta-
tioniire Temperaturprobleme ergibt sich folgende Aquivalenz zwischen den kontinuierlichen und
den diskreten Gleichungen:

divkrgradT = —w <= S‘D,{TSTT = w.

Nun bedeutet die Dirichlet- Randbedingung die Vorgabe einer festen Temperatur T' = const. auf
dem Rand und im Neumann-Fall mit 07'/0n = 0 auf dem Rand wird gefordert, daf das Gradien-
tenfeld der Temperatur keine Normalkomponente besitzt. Auch hier sind offene und periodische
Randbedingungen erlaubt. Zusétzlich kénnen gemischte Randbedingungen vorgegeben werden.

B.3 Quasistatische Felder

B.3.1 Elektro-Quasistatik

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen ergibt
sich im Fall von langsam verénderlichen Felder, die entscheidend vom Verschiebungsstrom abhén-
gen, bei harmonischer Zeitabhingigkeit folgende Aquivalenz zwischen den kontinuierlichen und
den diskreten Gleichungen:

rot E =0 < Ce=0 (B.3)
rot H = (iw +K)E + Jo <= CD,'b=(iwD. + Dy)e + jo (B.4)
divé =p = SDEQZB (B.5)
divB =0 < Sb=0 (B.6)

Wegen (B.3) kann das elektrische Feld E als Gradient eines komplexen skalaren Potentials darge-
stellt werden: .
E = —grady = e=S5Tdg. (B.7)

Einsetzen von (B.7) in (B.4) liefert
div ((iwe + k) grad ) = div (Jp + Jg) <=  S(Dy +iwD:)S @y = S(j, + ,)-

Ein Vergleich mit der Elektrostatik und den stationdren Stromungsfeldern sowie Einfiihrung der
abkiirzenden Schreibweise

A, =8D,S", A. =SD.S", p = 9(j,+4.)
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zeigt, dafs die Matrix des diskreten Problems als ”Realteil”ﬂ D,ES T gerade die Systemmatrix A, fiir
stationfire Stromungsfelder hat und als "Imaginérteil” wSD.ST die mit der Frequenz w skalierte
Systemmatrix A. der Elektrostatik. Zu 16sen ist also

(Ax +iwA)Qp =p,. (B.8)

Die Systemmatrix A = A, +iwA, ist komplex symmetrisch und, wie in Abschnitt 7?7 gezeigt wird,
positiv stabil.

Bei der Dirichlet-Randbedingung, also festem Potential @ = const. auf dem Rand, wird wegen
0P /0tan = 0 und E = —grad®, dann E| =0 gesetzt. Im Neumann-Fall mit 0@ /0n = 0 auf
dem Rand ergibt sich £, = 0.

B.3.2 Magneto-Quasistatik

Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen ergibt
sich im Fall langsam verinderlicher Felder mit allgemeiner Zeitabhingigkeit folgende Aquivalenz
zwischen den kontinuierlichen und den diskreten Gleichungen, sofern die Materialgrofen e, p und
k keine Funktionen der Zeit sind:

. OB .
tE = —— — Ce=—
ro 5 e b
rot H = J = C’D;lsz—i—DHe
divJ = 0 — Sj=0
divB = 0 — Sb=0.

Differentiation von C’D;lb = j + Dye und Einsetzen von Ce = — b fithrt zu
CD;'Ce+ Dy e=— . (B.9)
Durch Setzen von y(t) := e entspricht (B.9) der Differentialgleichung erster Ordnung
y (t) = Ly(t) + (1)

mit L = —D;lé’D;IC und 7(t) = —D; ! j. Im allgemein zeitabhiingigen Fall ist also eine Anfangs-
wertaufgabe zu l6sen. Da dieses Problem aus Stabilitdtsgriinden numerisch nicht mit expliziten
Verfahren 16sbar ist, miissen implizite oder semi-implizite Verfahren verwendet werden. Im Laufe
dieser Verfahren sind wiederholt Gleichungssysteme mit obiger Matrix zu l6sen.

Fiir harmonische Zeitabhiingigkeit, ist E(7,t) = Re(E(7)e™!). Nach Ausfiihren der Zeitablei-
tung und Herauskiirzen von exp(iwt) ergibt sich die diskrete Gleichung

(C’ﬁ;lC +iwDy)e = —iwj

und damit eine Randwertaufgabe.

B.4 Allgemein zeitabhingige Felder und elektromagnetische
Wellen

B.4.1 Allgemein zeitabhingige Felder

Fiir die allgemein zeitabhéngigen Felder empfiehlt sich zur Formulierung der diskreten Anfangs-
wertaufgabe die Verwendung von sogenannten Mittelpunkt-Zustandsgrofen [4] statt der bisher
verwendeten integralen Zustandsgrofen. Sei demnach ¢’ = [E’] der Vektor aller Mittelwerte des
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normierten elektrischen Feldes aus (??) entlang der Gitterkanten, k' = [h/] entsprechend fiir das

magnetische Feld.
E’ e
u(t)::(ﬁ,) = u::(h,)

Der Operator L findet bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik folgendes diskretes Analo-
gon:

K 1
-2 —rot —
L= € €r Mo
——r10t — 0
Hor €0
—-D,.D! D 'D7'CD,D;}
S A= 5 K™e er TA s 0
( —D;jD;chsD;} 0 )

Die Mittelwert-Zustandsgrofien und die integralen Zustandsgrofien sind iiber die Operatoren Dy,
Dy, D4 und D4 fiir die Linien- bzw. Flichenintegrale auf primirem bzw. dualem Gitter verbunden.
So gilt beispielsweise e = DSDiéQD_Ol/Qe’.

Das Anfangswertproblem kann mit Ein- oder Mehrschrittverfahren gelost werden. Aus Stabi-
litdtsgriinden werden fiir niederfrequente Felder implizite Verfahren gewihlt. Lehrbiicher {iber die
numerische Losung gewohnlicher Differentialgleichungen geben ausfiihrliche Information iiber die
im allgemeinen verwendeten Verfahren. In [4] werden spezielle Studien zu obigem Anfangswert-
problem fiir hochfrequente Felder vorgestellt.

Langsam verénderliche Felder Bei Verwendung eines impliziten Verfahrens zur numerischen
Zeitintegration wird in jedem Zeitschritt die Losung eines Gleichungssystems mit dieser Matrix
notwendig. Da diese Matrix sehr schlecht konditioniert [12] ist, handelt es sich um ein mathematisch
duferst anspruchvolles Problem, das bisher noch nicht zufriedenstellend l6sbar war.

B.4.2 Harmonische Schwingungen

Harmonische Schwingungen, wie z.B. Wirbelstromprobleme, sind Probleme im Frequenzbereich.
Bei Verwendung der Finite-Integrations-Technik zur Losung der Maxwellschen Gleichungen ergibt
sich im Fall angeregter harmonischer Schwingungen folgende Aquivalenz zwischen den kontinuier-
lichen und den diskreten Gleichungen:

rotE = —iwB — Ce = —iwb
rot H = J+iwD — Ch=j +iwd
divD=p < Sc_l:B
div B =0 = Sb=0

D=¢cE = d=D.e
B=uH = b=D,h
j:f +i — j=Duxe+j

Die Felder werden durch einen elektrischen Strom ze, der in einer geschlossenen Stromschleife oder
einem stromfiihrenden Draht fliefit, angeregt.

Der anregende Strom kann z.B. auch die Fouriertransformierte eines sich ldngs einer Bahn
bewegenden Elementarteilchens sein. Einsetzen der Gleichungen ineinander und Umformungen
fithren zu

=e

1 B B
(rot ; rot — wXVE = —iwJy = (CDC — w?D)e = —iwj



Die rechte Seite —iwj_ beinhaltet die eingepragte Stromanregung. &’ faft die komplexe Kondukti-
vitdt und Permittivitit zusammen.

Fiir den zylindersymmetrischen Fall ohne azimutale Abhéngigkeit (Monopolfelder) mit An-
regung auf der Achse wird in Abschnitt ?? ein spezieller Mehrgitteralgorithmus vorgestellt, der
in [15] entwickelt wurde. Das Gleichungssystem kann dann auch als

Mh = (A+ik'D — K*I)h = K*h* (B.10)

geschrieben werden. Es wird hier aus Referenzgriinden in dieser Formulierung angegeben. Die
Losung L enthilt die zu bestimmenden azimutalen Magnetfeldkomponenten.

Der Fall resonanter Eigenschwingungen fiihrt bei Anwendung der FIT auf ein linear-algebraisches
Eigenwertproblem. Diese Problematik wird z.B. in [20] und [14] fiir kartesische FIT-Gitter, in [3]
fiir kreiszylindrische FIT-Gitter und in [15] sowie [1] fiir nicht-orthogonale FIT-Gitter behandelt.
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